Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Topologia I
Kurssikoe 2.3.2010

Huom. Tenttijilld saa olla Ad-arkin kokoinen tiivistelma mukanaan tentissi.

1. Olkoon (X,d) metrinen avaruus ja A sen epétyhjd osajoukko. Osoita, ettd
joukko

U={ze X|dz A) >0}

on avoin X :ssi.
2. Madéritellidn R:ssi pisteiden z ja y vilimatka yhtilolld
d(z,y) = |lz| = yl|, kunz,yeR.

Mitk# metriikkapostulaateista (M1)-(M3) kuvaus d toteuttaa joukossa R? Onko
se metriikka siind? Perustelu.

3. Olkoon (E,|| * ||) normiavaruus, ja kiinnitetddn kaksi sen pistettd a,b € E.
Tarkastellaan kuvausta f:[0,1] — E,
f)=(0—t)a+tb, kunte]l0,1],

jossa vili [0, 1] on varustettu tavallisella euklidisella metriikalla d.
(a) Osoita ettd f on jatkuva.

(b) Osoita etté se on peréti Lipschitz.

4. Tarkastellaan euklidisen tason R?:m osajoukkoja

A:{(:ﬁ,y)ER2§:1?>O, ry =1} ja Bn{(m?y)€R2}x>O, y = 0}.

(a) Osoita, ettd joukko A on suljettu.

3 (b) Osoita, tavalla tai toisella, ettd A:lla ja B:l4 on jotkin erilliset ymparistot,
ts. R%:n avoimet joukot U ja V,joilla ACU, BCV jaUNV =40.

Ohje (b). Sopiva lause tai voit konstruoida A:m ja B:n viliin erottavan kdyran.
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Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Topologia I
1. kurssikoe 1.3.2011

Huom. Tenttijilla saa olla Ad-arkin kokoinen tiivistelmd mukanaan tentissi.

1. Tutki onko kuvaus

d(z,y) = |23 — 3| + |23 — y3], Jjossa z = (z1,%2), ¥ = (y1,V2),

metriikka joukossa X = {z € R?| 1y > 0}.
2. (a) Osoita jatkuvaksi kuvaus f: R? — R, jossa

flz,y) =zy+e¥, kun (z,y) € R%

(b) Pidetdin tunnettuna, etti kuvaus g : R? — R on muualla jatkuva paitsi
pisteessd 0 = (0,0). Nailld tiedoilla, missi pisteissd kuvaus h = (f,g) : R? — R2
on jatkuva? Siis h:n komponentit ovat a-kohdan f ja g. Aivan lyhyt vastaus
riittaa. ”

3. Olkoon f:R — R jatkuva kuvaus. Osoita ettd U = {(z,y) € R?|y < f(z)}
on euklidisen tason R? avoin joukko.

4. Tarkastellaan rajoitettujen funktioden avaruutta E = raj([0, 1}, R) varustet-
tuna supnormilla

[flleo = sup{|f(z)] : z €[0,1]}, kun fe€E,
sen osajoukkoa

A={f:]0, 1} — R on jatkuva ja f(1) = 1}
ja sen vektoria, kuvausta g : [0,1] — R, jolla

0, kun0<z<l,
g(z) =

1, kunz=1.

(a) Madrda joukon A lapimitta d(A).
(b) MAdraa etiisyys d(g, A).
(¢) Kuuluuko g joukon A sulkeumaan F£':ssd?

Metriikka d on luonnollisesti normin || » ||, méirittelemi.
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Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Topologia I
1. kurssikoe 28.2.2012

Huom. Tenttijalld saa olla Ad-arkin kokoinen tiivistelméd mukanaan tentissi.
1. Olkoon f:R — R kuvaus (mielivaltainen). Osoita ettd sen kuvaaja

G(f) ={(z, f(z)) e R?*|z € R}

ei ole avoin joukko euklidisessa tasossa R?.

2 Olkoon (X,d) metrinen avaruus ja A ja B sen epityhjid osajoukkoja, joilla
d(A, B) > 0. Osoita ettd

d(z, A) +d(z, B) >0 kaikilla z € X.

3. Olkoon X = {(z,y) € R*|z +y > 1} (puolitaso) varustettu euklidisella
metriikalla. M&aérés sen osajoukon A = {(z,y) € R?’|z >0jay—xz/2 > 1}
sulkeuma clx A avaruudessa X. Perustelut.

4. Tarkastellaan rajoitettujen funktioiden f : [0,1] — R avaruutta E = raj([0,1],R)
varustettuna supnormilla ||f|le = sup{|f(z)| : = € [0,1]} ja sen osajoukkoa
A={f€E]|f(z) >z kaikilla z € [0, 1]}.

(a) Kiinnitetddn z € [0, 1]. Osoita ettd sitd vastaava kuvaus

Yyt E—R, frf(z)-z,
on jiatkuva.
(b) Osoita ettéd joukko A on suljettu avaruudessa FE.

(¢) Osoita ettd se ei ole avoin E :ssé.




MATEMATIKAN JA TILASTOTIETEEN LAITOS
Topologia I {opettajalinjan tydpaja)
Ensimmiinen vilikoe 19.10.2011

Kaikissa tehtivissd (X, d) on metrinen avaruus.

1. Miten maéritellddn avoin joukko? Osoita kiyttdmilld vain esittimédsi médritelméa,
cttd jos joukot A; ovat avoimia jokaisella i € I, niin U;¢; Ai on avoin ja jos I on
agrellinen, niin myds (;¢; As on avoin.

2. Olkoon A C X epityhji. Osoita, ettd A = {z € X | d(z, A) = 0}.

3. Nilytd, ettd ellipsoidin pinta {(z,y,2) € R3 | 222 + 3y? + 2% = 1} on suljettu Euk-
lidisen avaruuden R? osajoukko ja etté sen sisus {(z,y, z) € R? | 227 +3y2 + 2% < 1}
on avoin joukko.

4. Olkoon X = R\{0} ja Y = R molemmissa Euklidinen metriikka. Olkoon [ X—=Y

funktio
1

flz) =~

Onko timéi funktio (a) jatkuva? (b) Lipschitz? (Todista.)




