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1. Olkoon d(z,y) = max{|z, — |, |z2 — 12|}, kun = = (z1,22) € R? ja
y = (y1,¥2) € RZ Osoita, ettd d on metriikka tasossa R?. Maaritd tdssd
metriikassa pallo Sg((1,1),1) = {z € R? : d(z, (1,1)) = 1}.

9. Tutki, onko joukko 4 = {(z,y) € R? : y # =} C R? suljettu. Entd onko A
avoin? Maidritd A:n kasautumispisteet. Tarkat perustelut!

3. Olkoon X = {(z,y) € R?: |z| < 1ja |y| < 1}. Médritd X:n osajoukon
A= {(z,y) € X:0<z<1ja0 <y < 1} sisdpisteet, reuna ja sulkeu-
ma avaruudessa X . Tissd tehtévissa ei tarvitse antaa tarkkaa perustelua,
mutta jokin selvitys, joka voi perustua kuvaan, tulee antaa.

4. (a) Olkoot (X, d) ja (Y, d') metrisid avaruuksia. Esitd Lipschitz-kuvauksen
f: X — Y maédritelma.
(b) Olkoon E sisituloavaruus ja a € E. Osoita, ettd yhtélén f(z) =z-a
madarittelema kuvaus f: F — R on Lipschitz.
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1. Olkoon X metrinen avaruus ja r € X. Niyti, ettd X \ {z} on avoin.

2. Olkoon C0, 1] valilla [0, 1] médriteltyjen jatkuvien reaaliarvoisten funk-
tioiden muodostama normiavaruus normina || f ||= max{|f(z)| : z € [0,1]}.
Nidyta, ettd seuraavat kuvaukset ovat jatkuvia:

(a) a: C[0,1] = R, a(f) = £(0).

(b) B:C[0,1] = C[0,1], B()(x) = z£(2), = € [0, 1].

3. Miten maaritelldan metrisen avaruuden osajoukon A sulkeuma A ? Todista,
ettd kaikille A, B C X pitee ANB=ANB. H.o- Yoo 3 Vi halliae

et Vongads | 8.5.08) se
4. Miten madritellddn metriikka joukossa X? Olkoond: X x X — R kuvaus,
joka toteuttaa ehdot d(z,y) =0 < z =y ja d(z, y) < d(z,2) + d(y, 2)
kaikilla z,y,2z € X. Niytd, ettd kuvausta d voidaan kdyttdd metriikan
maarittelyyn X:ssi.
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1. Olkoon F sisatuloavaruus. Sisdtuloavaruuden tuntemiseksi riittda tietda vektoriava-
ruuden rakenteen lisiksi yksi seuraavista: sisdtulo, normi tai metriikka. Selitd kussakin
tapauksessa, miten kaksi muuta mééritetddn, kun yksi néistd tunnetaan. (Selitykseksi
tarvitaan siis esimerkiksi 6 kaavaa ja niihin liittyvat lyhyet selvitykset).
2. Merkitaan

A={(z,y) eR? |z >0, 22+ >1}.

Onko A tason R? avoin osajoukko?

3. a) Olkoon FE epitriviaali normiavaruus, ts. E # {0}, ja r > 0. Osoita, ettd E:ssi
on pisteet a ja b, joiden etaisyys toisistaan on r.

b) Esita esimerkki metrisestd avaruudesta (X, d), jonka metriikka ei voi olla joukon X
minkddn normin madraama.

‘4. Osoita, ettd kuvaus f:R3 — R,
f(z,y,2) =z + €Y,

on jatkuva, kun eksponenttifunktion exp:R — R, exp(z) = e®, jatkuvuus oletetaan
tunnetuksi. Onko f Lipschitz-kuvaus?



