
Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Reaaliluvut
Harjoitus 7
Viikolle 29.4-03.5.2013.

1. Osoita (määritelmästä lähtien), että rationaalilukujen Q järjestysrelaa-
tio ≤ on täysi järjestys joukossa Q.

2. Olkoot x, y, z ∈ Q ja oletetaan, että x ≤ y.
(i) Osoita, että x+ z ≤ y + z.
(ii) Oletetaan lisäksi, että z ≥ 0. Osoita, että x · z ≤ y · z.

3. a) Olkoon m ∈ Z ja olkoon

A = {z ∈ Z | m ≤ z}.

Osoita, että kuvaus f : A → N, f(z) = z − m on hyvin määritelty
järjestettyjen joukkojen isomorfismi. Mikä on sen käänteiskuvaus?
b) Päättele a)-kohdan avulla, että jokaisessa alhaalta rajoitetussa Z:n
osajoukossa on pienin alkio.
c) Olkoot a, b ∈ R ja oletetaan, että b−a > 1. Osoita, että on olemassa
kokonaisluku n ∈ Z jolle

a < n < b.

(Ohje: aloita ottamalla pienin kokonaisluku m jolle m > b).

4. Olkoon D ⊂ Q Dedekindin leikkaus. Olkoot a, b ∈ Q siten, että a ∈
D, b /∈ D. Osoita, että

a < b.

5. Olkoon
D = {a ∈ Q | a < 0 tai a2 < 2}

a) Osoita, että D on Dedekindin leikkaus.
b) Osoita, että D on avoin Dedekindin leikkaus (ohje: jos r > 0 ja
r ∈ D, etsi tarpeeksi iso n ∈ N siten, että (r + 1

n
)2 < 2).

c) Osoita, että ei ole olemassa r ∈ Q siten, että D = D(r).

6. Osoita osittelulaki
(D + E)F = DF + EF

tapauksessa D,E, F ovat positiiviisia Dedekindin leikkauksia (suoraan
määritelmästä).
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Laskuharjoituksista on palautettavaa vähintään 50% kurssin läpäisemi-
seksi. Kurssi suoritetaan laskuharjoituksella ja kirjallisella esitelmällä. Arvo-
sana määräytyy tehtyjen laskuharjoitusten määrällä ja esitelmän laadulla.
Luennoilla 50% läsnäolopakko. Läsnäolopakkoa ja tekemättä jääneitä harjoi-
tustehtäviä pystyy kuitenkin aina korvamaan lisätehtävillä. Asiasta sovitaan
luennoitsijan kanssa.
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