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1. Määritellään µ(A) = cardA, kun A ⊂ N, eli µ(A) on A:n alkioiden luku-
määrä (∞, jos A on ääretön joukko). Osoita, että µ on mitta. Mitkä funktiot
f : N→ R ovat µ-integroituvia ja mikä on niiden integraali

∫
fdµ?

2. Olkoon a > 0. Määritellään f(x) = |x|−a, kun x ∈ Rn \ {0}. Millä p:n,
1 ≤ p ≤ ∞, arvoilla
(1) f ∈ Lp(Rn),
(2) f ∈ Lp(B(0, 1)),
(1) f ∈ Lp(Rn \B(0, 1))?
Vihje: Integraaleja voi arvioida jakamalla Rn \ {0} rengasalueisiin B(0, 2k) \
B(0, 2k−1), k ∈ Z, ja käyttämällä tietoa m(B(0, r)) = c(n)rn.

3. Osoita, että Lp(µ) ∩ Lq(µ) ⊂ Lr(µ), kun 1 ≤ p ≤ r ≤ q.

4. Olkoon µ(X) = 1 ja f : X → (0,∞) µ-mitallinen. Osoita, että

(

∫
X

1

f
dµ)−1 ≤

∫
X

fdµ.

5. Oletetaan, että fj → f avaruudessa Lp(µ) ja gj → g avaruudessa Lq(µ),
kun j →∞, missä p, q > 1 ja 1

p
+ 1

q
= 1. Osoita, että fjgj → fg avaruudessa

L1(µ).

6. Anna esimerkki funktioista fj, f ∈ Lp(R) siten, että fj → f tasaisesti,
mutta (fj) ei suppene avaruudessa Lp(R).
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