Osittaisdifferentiaaliyhtalot
Harjoituskokoelma 4, kevit 2013

Palautus pe 24.5. klo 16.00 mennesséa

. Ratkaise Dirichlet-ongelma
Au(z,y) =0, 22 + 9 < 1,
u(z,y) =y + 2% kun 22 +y* = 1.

. Todista, ettd jokainen origokeskisessid a—séteisessé kiekossa harmoni-
nen, ei-negatiivinen funktio u toteuttaa ns. Harnackin—epayhtéalon

CL_Tu(O,O) <wu(z,y) < CH—Tu(O,O), 0<r=+va22+y?<a.

a+r a—r
Vihje: Kéyta Possonin kaavaa.
. Etsi joukossa {(x,y); * + y* > 4} harmoninen funktio u, jolle
u(z,y) =y, kun % +y° = 4,
ja
lim wu(z,y) =0.
||+]y|—o0
. Maaraa Cauchy-ongelman
ug — A u =0,z €R3 t >0,
U(Q},O) = 17 ’U,t(fC,O) =1+ ‘I’|2/27
radiaalinen ratkaisu.
. Méaaraa Cauchy—ongelman
ug — Nyu =0,z €R3 t>0,
— qe 2P — pe— Izl
u(z,0) = ae” " uy(x,0) = be *"

radiaalinen ratkaisu.



6. Oletetaan, etti Cl—vektorifunktiot E(z,t) ja B(z,t) (r € R3, t € R)
toteuttavat Mazwell-yhtdldt

DE(z,1)

T =V x B(I,t),
0B(z,t)
T =-V X E(I‘,t),

V. E(x,t) =V, B(z,t) =0.

Osoita, ettd E:n ja B:n jokainen komponenttifunktio toteuttaa aalto-
yhtéalon
Ut — AZU =0.

Vihje: Kiyti identiteettii (Vx)? = VV - —A.
7. Oletetaan, ettd u toteuttaa Cauchy—ongelman
Uy — Agu =0, 2 € R®, t >0,
u(z,0) = f(x), uy(z,0) = g(x), v € R?,
missi f, g € C5°(R?). Osoita, ettd on olemassa vakio C' siten etti
lu(z,t)] < C/t, x € R® ¢ > 0.
Todista myo6s vastaava estimaatti tason tapauksessa.

8. Tarkastellaan Cauchy—ongelmaa yksiulotteiselle aaltoyhtélolle
Uy — Uge = 0, z € R, £ > 0,

u(z,0) = f(z), u(x,0) = g(x), z € R.

Oletaan, ettd u € C?*(R x [0, 00)) on tédmiin ratkaisu, ja f:114 ja g:114 on
kompaktit kantajat. Maaritelldan kineettinen energia kaavalla

k(t) = 1/00 ul(x,t) de,

—00

p(t) = %/_OO u?(x,t) dr.

[e.9]

Osoita, ettéd (a) k(t)+p(t) on vakio, ja etta (b) riittavén suurilla ¢ patee
k(t) = p(t). Vihje: Osa tehtévistd 10yytyy luentojen alkupuolelta.



9.

10.

11.

12.

Todista harmonisten funktioiden keskiarvoperiaate R3:ssa kiyttien Euler-
Poisson-Darbooux- yhtédlod. Huom. Tamén voi toki helpommin osoit-
taa suoraan, mutta tarkoitus on téssd osoittaa, ettd harmonisia funk-
tioita voi myos késitelld ajasta riippumattomina aaltoyhtélon ratkai-
suina.

Ratkaise Cauchy—ongelma
Uy —FAu=x+t, x €R3 t>0,
u(z,0) =0, ug(x,0) = 29 + 9, x = (11, 72, 23) € R>.
Tarkastellaan Cauchy—ongelmaa lenndtinyhtdldlle,
Wy = CWyy — AN2w, x R, T > 0,

w(x,0) =0, w(x,0) = f(x), v € R.

Osoita, etta

wet) =5 [ T ) f(y) ds,

2c —ct
missi s2 = 2t — (v — y)?, ja

) /2
Jo(z) = —/ cos(z sin 6) db
0

™
on (kertaluvun nolla) Bessel-funktio. Vihje: Osoita, etté funktio
u(z,y,t) = cos(Ay)w(z, t)

toteuttaa kaksiulotteisen aaltoyhtdlon. Maarda u kédyttden luennoilla
annettua kaavaa.

Olkoon S avaruuden R3*! pinta, jolla on parametriesitys
S {(z,1); t = (), v € R3},

miss ¢ € C®(R?). Olkoot f, g € C=(S) ja w € C*(R*). Oletetaan,
ettd pinta S on ei—karakteristinen, eli etté

1| Vp(a)|* # 0, z € R
Osoita, ettd on olemassa C'*°—funktiot a;, 7 = 0, ..., 4, siten ettd funktio

v(at) =Y ai(@)(t = p(x))

1=0



13.

14.

toteuttaa
U|S = f7 vt|S =9, (DU - w)|S = Oa
missé
0= att — CQA
on aalto—operaattori.

Jatkoa edelliseen tehtédvédn. Tarkastellaan nyt Cauchy-ongelmaa al-
kuarvopintana S:

Ou =w, t > ¢(z), (0.1)
uls = f, w|s = g. (0.2)
Olkoon v edellisessé tehtédvéssd konstruoitu funktio, ja maédritellddn

W(z,t) = w(x,t) — Ov(z,t). Osoita, ettd funktio

W(z,t), t>p(x)

W*(z,t) = {

0, t < p(x)
kuuluu avaruuteen C?(R"), ja ettd U = u — v toteuttaa Cauchy—
ongelman
OU =W* t>0, z€R3, (0.3)
U(x,0) = Uy(z,0) =0, z € R®. (0.4)

Olkoon U ongelman (0.3)-(0.4) ratkaisu. Oletetan, ettd alkuarvopinta
S on paikankaltainen, eli

1 — |Vo(x)]* > 0.

Osoita, ettd u = U 4 v toteuttaa Cauchy-ongelman (0.1)-(0.2). Vihje:
Riittd4 osoittaa, ettd U = 0 kun ¢ < ¢(z). Osoita, ettd W*(y, s) hé-
vid (x,t)-kérkisessd menneisyyteen osoittavassa valokartiossa, ja kiyta
Duhamelin periaatetta yhdessa paikankaltaisuusehdon kanssa.



