
Lineaariset mallit, kl 2013, Harjoitus 2, viikko 13

1. Neliömatriisin jälki on sen diagonaalialkioiden summa eli, jos A = [aij ] on n × n
matriisi, niin sen jälki on tr (A) =

∑n
i=1 aii. Osoita, että (i) tr (A+B) = tr (A) +

tr (B) (ii) tr (AB) = tr (BA) ja (iii) tr (A) = A:n ominaisarvojen summa, kun A
on symmetrinen. (Vihje: Viimeisessä kohdassa voit käyttää symmetrisen matriisin
pääakselihajotelmaa; ks. monisteen Liite B.6)

2. Olkoon neliömatriisiA (n× n) ortogonaalinen projektio eli symmetrinen (A = A′)

ja idempotentti (A = A2). Osoita, että A on positiivisesti semidefiniitti eli x′Ax ≥ 0

∀ x ∈ Rn ja että A:n aste = A:n jälki eli r(A) = tr (A) . (Vihje: Pääakselihajotelma
ja HT 1.3)

3. Esitä yhden selittäjän lineaarisen regressiomallin Y1, ..., Yn ‖ , Yi ∼ N
(
β1 + β2xi, σ

2
)

normaaliyhtälöt komponenttimuodossa (ilman matriiseja) ja osoita, että niiden ratkaisuna
saatavat PNS-estimaatit voidaan lausua muodossa

β̂2 =

∑n
i=1 (xi − x̄) (yi − ȳ)∑n

i=1 (xi − x̄)2
ja β̂1 = ȳ − β̂2x̄,

jossa esimerkiksi ȳ = (y1 + · · ·+ yn) /n. Esitä β̂2 käyttäen havainnoista (yi, xi) ,

i = 1, ..., n, laskettuja keskihajontoja ja korrelaatiokerrointa. (Huom.: Havainto-
jen korrelaatiokertoimen määritelmä löytyy monisteen s. 11 alaviitteestä ja esim.

y-havaintojen keskihajonta on sy =
√

1
n−1

∑n
i=1 (yi − ȳ)2.)

4. (Jatkoa tehtävälle 1.5) Johda tehtävän 1.5 varianssianalyysimallissa parametrien
µ1, ..., µp PNS-estimaattien lausekkeet normaaliyhtälöiden ratkaisukaavaa käyttäen.

5. Kun f : Rn → Rm on derivoituva ja f1, ..., fm sen komponenttifunktiot, määritel-
lään

∂

∂x′
f (x) =


∂
∂x1

f1 (x) · · · ∂
∂xn

f1 (x)
...

...
∂
∂x1

fm (x) · · · ∂
∂xn

fm (x)

 .
(i) Olkoon A kiinteä m × n matriisi ja x n × 1 vektori. Perustele huolellisesti de-
rivointisääntö

∂

∂x′
Ax = A.

(ii) Johda monisteen sivulla 8 viitattu tulos (monisteen merkinnöillä)

∂2

∂β∂β′
S (β) = 2X′X.

(Vihje: Sovella (i)-kohdan derivointisääntöä.)


