
Johdatus tilastolliseen päättelyyn, 4. harjoitus (Viikko 16: 16.–19.4.2013)

1. Tutkimusryhmä A sekä tutkimusryhmä B ovat toisistaan riippumattomasti tutkineet ilmiötä,
jota voidaan kuvata satunnaisotoksella normaalijakaumasta N(µ, σ2), jossa molemmat paramet-
rit ovat tuntemattomia. Kiinnostuksen kohteena on populaation keskiarvo µ. Tutkimusryhmän
A tulokset (otoskoko, otoskeskiarvo ja otosvarianssi) ovat

nA = 10, ȳA = 2.952, s2A = 1.773

ja tutkimusryhmän B tulokset ovat

nB = 15, ȳB = 3.411, s2B = 1.321

Sinun tehtävänäsi on harrastaa meta-analyysiä eli yhdistää näiden kahden tutkimuksen tulokset.
Laske parametrin µ piste-estimaatti sekä 95 %:n kaksisuuntainen t-luottamusväli, jossa käytetään
hyväksi sekä ryhmän A että ryhmän B havainnot. (Tilastollinen malli yhdistetylle aineistolle on
kokoa n = nA + nB oleva satunnaisotos normaalijakaumasta N(µ, σ2).)

2. Termillä virhemarginaali (engl. margin of error) tarkoitetaan tyypillisesti puolikasta 95 %
luottamusvälin leveydestä. Esim. mielipidetutkimuksen tulos saattaisi olla se, että tiettyä ajatus-
ta kannattaa 42 % väestöstä, kun virhemarginaali on 3 prosenttiyksikköä suuntaansa. Tämä tar-
koittaa sitä, että kannattajien suhteellisen osuuden 95 %:n luottamusväliksi on saatu [0.39, 0.45].

Kuinka suuri otoskoon pitää olla binomikokeessa, jotta onnistumistodennäköisyyden virhe-
marginaali olisi 3 prosenttiyksikköä suuntaansa? Entä kuinka suuri otoskoko tarvitaan, jotta
virhemarginaali olisi 1 prosenttiyksikkö suuntaansa?

Opastus: käytä laskussa perinteistä luottamusväliä (5.20). Käytä lisäksi sitä tietoa, että

p(1 − p) ≤ 1

4
, kaikilla 0 ≤ p ≤ 1

(yläraja saavutetaan pisteessä p = 1
2 ). Ratkaisuksi tahdotaan otoskoko, joka pätee kaikilla mah-

dollisilla estimaatin p̂ arvoilla.

3. Jakson 5.6.4 kaavalla (5.18) saadaan laskettua luottamusväli normaalijakaumaa N(µ, σ2)
noudattavan populaation varianssiparametrille σ2. Perustele, miksi populaation keskihajonnalle
σ saadaan luottamusväli soveltamalla neliöjuurta kaavan (5.18) päätepisteisiin.

4. Miesopiskelijoiden painolle saatiin otoksesta seuraavat tunnusluvut:

ȳ = 77.07, s2 = 184.56, n = 37.

Mallinnamme mittaukset satunnaisotoksella normaalijakaumasta N(µ, σ2). Laske varianssipara-
metrille σ2 piste-estimaatti sekä 95 %:n luottamusväli. Laske lisäksi keskihajontaparametrille σ
piste-estimaatti sekä 95 %:n luottamusväli. (Sovella neliöjuurta varianssiparametrin luottamus-
välin päätepisteisiin.) Ohessa on taulukoitu khiin neliön jakauman alakvantiileja.

5. Johda Wilsonin luottamusvälin päätepisteet ratkaisemalla epäyhtälöpari

−zα/2 ≤ p̂− p√
1
n p(1 − p)

≤ zα/2

muuttujan p suhteen. Näytä, että ratkaisuksi saadaan aina väli.

6. V. 2012 tehdyn kyselyn perusteella naisopiskelijoiden pituudelle (cm) saatiin seuraavat tun-
nusluvut

ȳ = 168.14, s2 = 55.42, n = 36.

Ajattelemmme, että havaintoja vastaavat satunnaismuuttujat ovat satunnaisotos normaalijakau-
masta N(µ, σ2), jossa molemmat parametrit ovat tuntemattomia.

Laske ensin 95 %:n (kaksisuuntainen) luottamusväli keskipituudelle µ. Laske seuraavaksi
95 %:n ennusteväli uudelle satunnaismuuttujalle Y37, joka noudattaa jakaumaa N(µ, σ2). Koska
populaation varianssi on tuntematon, joudut ensin johtamaan tähän tilanteeseen sopivan kaavan
esimerkin 5.3 vihjeiden avulla.



Taulukko 1: χ2
ν-jakauman alakvantiileja qν(u) eri vapausasteluvun ν arvoilla. Tässä

u = P (X < qν(u)), kun X ∼ χ2
ν .

ν\u 0.001 0.005 0.01 0.025 0.05 0.95 0.975 0.99 0.995 0.999

1 0.000 0.000 0.000 0.001 0.004 3.841 5.024 6.635 7.879 10.828
2 0.002 0.010 0.020 0.051 0.103 5.991 7.378 9.210 10.597 13.816
3 0.024 0.072 0.115 0.216 0.352 7.815 9.348 11.345 12.838 16.266
4 0.091 0.207 0.297 0.484 0.711 9.488 11.143 13.277 14.860 18.467
5 0.210 0.412 0.554 0.831 1.145 11.070 12.833 15.086 16.750 20.515
6 0.381 0.676 0.872 1.237 1.635 12.592 14.449 16.812 18.548 22.458
7 0.598 0.989 1.239 1.690 2.167 14.067 16.013 18.475 20.278 24.322
8 0.857 1.344 1.646 2.180 2.733 15.507 17.535 20.090 21.955 26.124
9 1.152 1.735 2.088 2.700 3.325 16.919 19.023 21.666 23.589 27.877
10 1.479 2.156 2.558 3.247 3.940 18.307 20.483 23.209 25.188 29.588
11 1.834 2.603 3.053 3.816 4.575 19.675 21.920 24.725 26.757 31.264
12 2.214 3.074 3.571 4.404 5.226 21.026 23.337 26.217 28.300 32.909
13 2.617 3.565 4.107 5.009 5.892 22.362 24.736 27.688 29.819 34.528
14 3.041 4.075 4.660 5.629 6.571 23.685 26.119 29.141 31.319 36.123
15 3.483 4.601 5.229 6.262 7.261 24.996 27.488 30.578 32.801 37.697
16 3.942 5.142 5.812 6.908 7.962 26.296 28.845 32.000 34.267 39.252
17 4.416 5.697 6.408 7.564 8.672 27.587 30.191 33.409 35.718 40.790
18 4.905 6.265 7.015 8.231 9.390 28.869 31.526 34.805 37.156 42.312
19 5.407 6.844 7.633 8.907 10.117 30.144 32.852 36.191 38.582 43.820
20 5.921 7.434 8.260 9.591 10.851 31.410 34.170 37.566 39.997 45.315
21 6.447 8.034 8.897 10.283 11.591 32.671 35.479 38.932 41.401 46.797
22 6.983 8.643 9.542 10.982 12.338 33.924 36.781 40.289 42.796 48.268
23 7.529 9.260 10.196 11.689 13.091 35.172 38.076 41.638 44.181 49.728
24 8.085 9.886 10.856 12.401 13.848 36.415 39.364 42.980 45.559 51.179
25 8.649 10.520 11.524 13.120 14.611 37.652 40.646 44.314 46.928 52.620
26 9.222 11.160 12.198 13.844 15.379 38.885 41.923 45.642 48.290 54.052
27 9.803 11.808 12.879 14.573 16.151 40.113 43.195 46.963 49.645 55.476
28 10.391 12.461 13.565 15.308 16.928 41.337 44.461 48.278 50.993 56.892
29 10.986 13.121 14.256 16.047 17.708 42.557 45.722 49.588 52.336 58.301
30 11.588 13.787 14.953 16.791 18.493 43.773 46.979 50.892 53.672 59.703
31 12.196 14.458 15.655 17.539 19.281 44.985 48.232 52.191 55.003 61.098
32 12.811 15.134 16.362 18.291 20.072 46.194 49.480 53.486 56.328 62.487
33 13.431 15.815 17.074 19.047 20.867 47.400 50.725 54.776 57.648 63.870
34 14.057 16.501 17.789 19.806 21.664 48.602 51.966 56.061 58.964 65.247
35 14.688 17.192 18.509 20.569 22.465 49.802 53.203 57.342 60.275 66.619
36 15.324 17.887 19.233 21.336 23.269 50.998 54.437 58.619 61.581 67.985
37 15.965 18.586 19.960 22.106 24.075 52.192 55.668 59.893 62.883 69.346
38 16.611 19.289 20.691 22.878 24.884 53.384 56.896 61.162 64.181 70.703
39 17.262 19.996 21.426 23.654 25.695 54.572 58.120 62.428 65.476 72.055
40 17.916 20.707 22.164 24.433 26.509 55.758 59.342 63.691 66.766 73.402
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