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Tehtävissä 1 ja 2 voidaan hyödyntää seuraavaa tulosta. Olkoon a < b ja

P = {∅} ∪ {(α, β] ; a ≤ α < β ≤ b}.

Tällöin A,B ∈ P ⇒ A ∩ B ∈ P (P on ns. π-systeemi). Tunnetusti σ(P) = B([a, b]), missä
B([a, b]) tarkoittaa välin [a, b] Borel-joukkoja. Olkoon joukkoluokka L sellainen, että

P ⊆ L ⊆ B([a, b])

ja että

(i) [a, b] ∈ L
(ii) B ∈ L ⇒ Bc = [a, b] \B ∈ L

(iii) B1, B2, . . . ∈ L, B1, B2, . . . erillisiä ⇒
∞⋃

n=1

Bn ∈ L

(L on ns. λ-systeemi). Tällöin L = B([a, b]).

1. Olkoot g1, g2 : [a, b]→ R kasvavia, α, β ≥ 0, ja

g(t) = αg1(t) + βg2(t), ∀t ∈ [a, b].

Osoita luentojen merkinnöin, että

mg(B) = αmg1(B) + βmg2(B), ∀B ∈ B([a, b]).

2. Olkoon g : [a, b]→ R kasvava ja a < c < b. Olkoon ga funktion g rajoittuma joukkoon
[a, c] ja gb joukkoon [c, b] (esimerkiksi ga(t) = g(t) kaikilla t ∈ [a, c]). Tällöin

mga(B) = mg(B), ∀B ∈ B([a, c])
mgb

(B) = mg(B)−mg(B ∩ {c}), ∀B ∈ B([c, b]).

Todista väitteistä jälkimmäinen.

3. (jatkoa) Olkoon
∫ b
a f(t)dg(t) äärellisenä olemassa. Osoita, että∫ b

a
f(t)dg(t) =

∫ c

a
f(t)dg(t) +

∫ b

c
f(t)dg(t).

4. Täydennä lemman 1.1.2 todistus koskemaan tapausta, jossa f 6= g ja jossa f ja g ovat
yleisiä rajoitetusti heilahtelevia cadlag-funktioita.

5. Olkoon f(0) = 0, f(1) = 1 ja

f(t) =
∞∑

n=1

e−n
1
(
t ∈ [(n+ 1)−1, n−1)

)
, t ∈ (0, 1).

Määrää
∫ 1
0 f(t-) df(t).


