Geometria 2013
Harjoitus 11
Ratkaisuehdotuksia (Jokke Hésa)

Tehtava 1. (Pitkdn matematiikan kevadn 2013 ylioppilaskokeen tehtévé 7.) Pisteiden
A(2,0,1) ja B(3,1,3) yhdysjanan keskipisteen kautta asetetaan taso, joka on kohtisuo-
rassa yhdysjanaa vastaan. Missé pisteessd tamé taso leikkaa y-akselin?

Ratkaisu. Pisteiden A(2,0,1) ja B(3,1,3) yhdysjanaa kuvaa vektori zﬁ =i+ j+2k.
Yhdysjanan keskipisteen C' paikkavektori on siis

1 1, 1 1
53:5Z+QZ§:CH+M+(QL+f+k>:gh+£+2k

Tason normaalimuotoinen yhtédlé on muotoa
(Z—¢)-n=0,

missé ¢ on jonkin tason pisteen paikkavektori ja n on tason jokin normaalivektori. Talloin
nimittédin  on tason pisteen paikkavektori tdsmaélleen silloin, kun vektori £ — a on tason
suuntainen eli kohtisuorassa normaalivektoria 7 vastaan. Valitsemalla ¢ = OC' jan = A
tason yhtéloksi saataisiin

TH+y+22=7

Y-akselin pisteiden x- ja z-koordinaatit ovat nollia, joten tason yhtalosta saataisiin rat-
kaistua leikkauspisteeksi (0,7, 0).

Tehtéva voidaan kuitenkin ratkaista myos ilman tason yhtalod. Merkitddn kysyttya
leikkauspistettda X = (0,y,0). Koska sekid piste C ettd piste X ovat tasossa, vektori

C’—)(z kulkee tasoa pitkin. Siispé se on kohtisuorassa vektoria zﬁ vastaan. Tastd saadaan
yhtalo

5 1
Oz@?-ZﬁzwazEﬂ%-Z§:<:21+(y2)jm9-ﬁ+j+2m
5 1
=—= ———4d=y-T.

5 +y 5 Yy

Tésta saadaan y = 7, joten kysytty leikkauspiste on (0, 7,0).
Tehtédva 2. (Pitkdn matematiikan kevadn 2013 ylioppilaskokeen tehtéva 15 késiteltyné

niin, ettd lihdetidn pisteeseen (a,a?) asetetusta tangentista ja sen normaalista.)
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1
a) Ympyré, jonka séde on r > 3 asetetaan paraabelin y = z* sisdpuolelle alla olevan

1
kuvan mukaisesti. Néyté, ettd ympyrin keskipisteen y-koordinaatti on 2 + 1



b) Ympyria C) saadaan valitsemalla a-kohdassa r = r; = 1. Sitd sivuamaan asetetaan
toinen ympyra Co, joka sivuaa my0s paraabelia. Jatkamalla néin saadaan alla
olevan kuvan mukainen jono ympyréitda C1, Co, Cs, .... Maaritd ympyran Cs side
9.

c) Osoita, ettd perdkkiisten ympyroiden C), ja Cp41 séteet 7, ja r,41 toteuttavat
rekursiokaavan (7,,41)%? — g1 = (rn)? + ryn kaikilla n = 1,2,3,....

d) Osoita c-kohdan avulla, ettd r,41 =, + 1 kaikillan =1,2,3,....

Ratkaisu. a) Olkoon P = (a,a?) piste, jossa ympyri sivuaa paraabelia. Tuohon pis-
teeseen piirretyn paraabelin sivuajan kulmakerroin saadaan derivoimalla D z? = 2z,

1
ja se on 2a. Vastaavan normaalin kulmakerroin on téalléin ——. Ympyrén keskipisteen

a
y-koordinaatti saadaan lisdamalla pisteen P y-koordinaattiin matka, jonka verran nor-
maali nousee siirryttéessi pisteen P x-koordinaatin verran vasemmalle (ks. kuva). Néin
ollen y-koordinaatti on

Toisaalta ympyran séiteen nelié saadaan Pythagoraan lauseesta:

1 2
1"2:&2—1—(2) =a*+

Namaé tiedot yhdistamalla saadaan lopulta




b) Ympyroiden Cy ja Cy keskipisteiden vilimatka on ro 4+ 11 = ro 4+ 1. Toisaalta se on
myos keskipisteiden y-koordinaattien yo ja y1 erotus, ja a-kohdan mukaan

1 1
yg—ylz<r§+4>—(r%+4>:T%—T%:rg—l.

Saadaan siis yhtélo
ro+1=1r3—1=(rg+1)(ry — 1),

josta ratkeaa helposti ro = 2.

c¢) Aivan kuten b-kohdassa, peridkkéisten ympyroiden keskipisteiden vélimatka on toi-
saalta 7,11 + rp, ja toisaalta (r,41)% — (rn)?. Saadaan yhtilo

Tn+l +Thn = (rn+1)2 - (rn)Qa

josta
(Tn—i—l)z — Tn4l = (Tn)2 + 7.

d) Taydennetdan c-kohdassa johdetun yhtélon vasen puoli nelioksi:

1 1y 1 1\? 1
(T"+1)2 —Tntl = ((TTL+1)2 -2 9’ Tn41 + 4> 1 = (Tn—H - 2) e

Oikeasta puolesta tulee vastaavasti

1\? 1
(rn)2+rn—(rn+) _Z'



Nyt c-kohdan yhtélosté voidaan johtaa

(MH - ) (rn + ) -
(- > ()
ren =g =%t 3).

Téssé negatiivinen juuri ei kiy, koska r,4+1 > 1/2, joten

1
T’n+1—§:7”n+§

Tnel =T + 1.

Lisadhuomio. Koska r1 = 1, induktiolla voitaisiin osoittaa, ettd r,, = n kaikilla n.

Tehtivi 3. Paraabelin y = f(x) = 22 kaarevuutta origossa voidaan tutkia seuraavalla
ns. sivuavien ympyroiden menetelmélla. Menetelmé perustuu siihen, etté pisteiden (0, 0),
(—t,t?) ja (t,t%) kautta kulkee yksikésitteinen ympyrin keh.

a) Méaaritd tdmén ympyran side R(t).

b) Laske "rajaympyran” side Ry = limy_04 R(t). Tata kutsutaan paraabelin kaare-
vuussdteekst origossa.

c¢) Johda lauseke funktiolle g(z), jonka kuvaaja on rajaympyrian alapuoli.

d) Néyta, ettd ¢”(0) = f”(0) = 1/Rp. Tamé on paraabelin kaarevuus origossa.

Ratkaisu. a) Ympyréin keskipiste (a, b) on yhté etéilld pisteistd O = (0,0), A = (—t,t2)
ja B = (t,t?), missi t > 0. Saadaan yhtilst

4y =(a+ )2+ (y—tD2=(z—t)? + (y— D)2
Vasemmasta yhtélostd voidaan johtaa

22+t = (x+ )%+ (y — t?)?

= :U2+y2:x2+21:t—|—t2—|—y2—2yt2+t4
= 2o 2t=t+t> (1)
Samoin saadaan
24yt = (x—t)2 + (y — t2)?
— P4yt =a? -2t +t2 4+ -2 +t!
= 2wt 2t=t+1t. (2)



Ratkaistaan yhtaloistd (1) ja (2) muodostettu yhtalopari:

242t = t+t3 z = 0
20+ 2yt = t+t° y = S+3t2
Ympyrén keskipiste on siis (0, % + %t2) ja sen séde on keskipisteen etdisyys origosta
1 1
i R(t) == + =t%
eli R(t) 5 + 5

b) Rajaympyrén sidde on

_ /1 1, 1
Ro_t£%1+R(t)—tgr51+(2+2t)—2.

c) Edellisten kohtien perusteella rajaympyran sédde on 1/2 ja keskipiste (0,1/2). Sen
yhtlo on siis 22 + (y — 1/2)? = 1/4. Tésté voidaan ratkaista y:

y= \/4 2%+ 5.

Neligjuuren edesséd oleva +-merkki kuvaa ympyran yldpuolta ja —-merkki alapuolta.

Kysytty funktio on siis
1 1
= — Y —.
9@) =\~ +5

d) Derivoidaan funktio g(z) = —(1/4 — 22)'/2 4+ 1/2 kahdesti:

J'(z) = _% (i - x2>_1/2 o) (i ) $2)—1/2

g'(x) == ( TAVEEE (—2z)+1 17
(21 2) (1 _ 2) e _1 <1 _ 2) e
N (x 17 17 AV '

Toisen derivaatan arvo kohdassa z = 0 on

1/1\ %2 1
”0:() =-.8=2.
g"(0) 1\

ja

Derivoidaan vield funktio f(z) = x? kahdesti:
D*2* = D2z =2.
Saatiin siis f”(0) = ¢”(0) = 2 = 1/Ry. Tam4 todistaa véitteen.
Tty

Tehtéva 4. Todista taulukkokirjan yhtalo sinz 4 siny = 2sin(*3) cos(%5¥).



Todistus. Kannattaa ldhtea liikkeelle sinin ja kosinin yhteenlaskukaavoista
sin(a + ) = sinacos 8 + cos asin 3

ja
cos(a + ) = cos acos 3 — sin asin 3.

Niita on késitelty niin paljon, ettd ne voidaan pitda tunnettuina. Kannattaa kuitenkin
palauttaa mieleen niiden perustelu, jottei tule vahingossa tehtya kehapéatelmia: todis-
tettua yksi kaava toisen avulla ja sitten toinen ensimmaéisen avulla.

Merkitdén o = x/2 ja § = y/2. Kéyttamaélld yhteenlaskukaavoja todistettavan yhtalon
oikeaan puoleen (ja muistamalla, ettd sin(—¢) = —sin ¢ ja cos(—g) = cos ¢) saadaan

2sin (x—;—y) cos (w;y) = 2sin(a + ) cos(a — )
= 2(sin a cos  + cos asin 3)(cos a cos(— ) — sinasin(—73))
= 2(sinacos « cos? 3 + sin® o cos B sin 8
+ cos? acsin B cos B + cos asin® B sin a)
= 2[(sin? @ + cos? @) sin B cos B + (sin? B + cos? 3) sin a cos ]
-1 =1

= 2sinacos a + 2sin [ cos S.

Toisaalta ¢ = a + « ja y = B + [, joten yhteenlaskukaavoja voidaan kéiyttdd myos
todistettavan yhtdlon vasempaan puoleen, jolloin saadaan

sinx 4 siny = sin(a + «) + sin(S + 5)
= sin « cos & + cos asin «v + sin 5 cos 5 + cos B sin 8

= 2sina cos « + 2sin 5 cos 3.

Yhtalon vasen ja oikea puoli saatiin muokattua samaan muotoon, joten yhtdlé on
todistettu. O

Tehtsivé 5. Todista taulukkokirjan yhtild cosz + cosy = 2 cos(£52) cos(Z5Y).

Todistus. Edetdén samalla tavalla kuin edellisessta tehtévissd. Merkitadn o = x/2 ja
B =y/2 ja kéytetdén kosinin yhteenlaskukaavaa ensin yhtdlon oikeaan puoleen:

2 cos (T) cos (:1: g y) = 2cos(a + f3) cos(a — )

= 2(cosavcos f — sin asin fB)(cos acos(—f) — sin asin(—73))

= 2(cos? a cos® § + cos v cos B sin asin 3
— sin asin B cos accos B — sin? v sin? B)
= 2cos? avcos? f — 2sin’ asin? B
=2(1 — sin® @) cos? B — 2sin® a(1 — cos? 3)
= 2cos? 8 — 2sin® acos® B — 2sin’ a + 2sin® a cos?

=2cos? 3 — 2sin? .



Koska z = o+ a ja y = 8 + B, yhteenlaskukaavaa voidaan kéyttdd myos todistettavan
yhtélon vasempaan puoleen:

cos + cosy = cos(a + a) + cos(B + )
= cos o cos & — sin asin & + cos B cos B — sin fsin 3

= 2cos’a — 2sin® a.

Yhtéalon vasen ja oikea puoli saatiin muokattua samaan muotoon, joten yhtélé on
todistettu. O

Tehtava 6. Ympyra sivuaa suoria y = x, y = —x ja y = 2o — 6. MAdritd sen yhtalo.
Kuinka monta téllaista ympyrdd on olemassa?

Ratkaisu. Jos ympyra sivuaa kolmea suoraa, sen keskipisteen etaisyys kaikista kol-
mesta suorasta on sama eli ympyrén side. Olkoon ympyran keskipiste (xo, yo) ja sdde r.

Kayttamalld tuttua kaavaa
lazo + byo + ¢|

Va2 + b2

pisteen etéisyydelle suorasta saadaan kutakin suoraa vastaavat yhtélot:

_|zo — ol _Jxo+wol . 220 — yo — 6
r=+—F— r= =—F

vz T BTt

Tutkitaan ensin kahta ylla olevista yhtaloistas:

[zo — ol _ [zo + wol
V2 V2

> |ro — yo| = |zo + Yol




Itseisarvojen takia jakaudutaan kahteen tapaukseen:

o — Yo = Zo + Yo tai To — yo = —(@0 + Yo)
2y0:0 2.%'0:()
y():O .%'0:0.

Ympyrén keskipiste sijaitsee siis joko x- tai y-akselilla (ndiden pisteet ovat yhtd etaalld
suorista © = y ja * = —y). Néin ajaudutaan kahteen tapaukseen.
Kahta muuta yhtaloa tutkimalla saadaan

|0 + Yo _ 1220 — yo — 6|

V2 VB
<~ \/5‘.%0 + y()‘ = \/5‘2.%’0 — Yo — 6|.

Oletetaan ensin, etté ollaan x-akselilla, eli yg = 0. Pdddytaan jédlleen kahteen tapaukseen:

V5(zo +0) = v2(229 — 0 — 6) tai V5(zo +0) = —v/2(229 — 0 — 6)

VB = 2v2z0 — 62 Vbzg = —2v2x0 + 6v2
612 62
xozL%M,S 560:7\[%1,7.
NG RN
Ympyréin keskipiste on siis téssi tapauksessa joko ( 2\/%\? 7 0) tai ( 2\/65‘? 7 0). Séteen

saa esimerkiksi yhtalostd r = |z + yo|/V/2, ja se on eri tapauksissa

6 6
—— =~ 10,1 ja ——= =~ 1,2.
2V2 15 YR
Oletetaan sitten, ettd ollaan y-akselilla, eli g = 0. Saadaan edelleen kaksi tapausta:
V5(0 +y0) = V2(0 — yo — 6) tai  V5(0+yo) = —v2(0 — yo — 6)
VYo = —V2yo — 6v2 VY0 = V2o + 6v2
2 2
Yo = —L ~—2.3 Yo = L ~ 10,3.
V5 +/2 Vb — V2
Ympyrén keskipiste on siis joko (0, — \/gf/g) tai (0, \/g\_[%/g) ja vastaavat siteet ovat
6 6
— =16 ja ——==T7,3.
NG RV



Suoria sivuavia ympyroitd saatiin yhteenséd 4 kappaletta, ja niiden yhtalot ovat

6v/2 2+ , 36
r— — =
v2—v5) Y T 13x4/10

6v/2 2+ ) 36
r— ——— = —
2v/2+ /5 4 13 — 410

2+ (y+ 5v2 2: B _
VE+v2)  T+2/10

2
2
x2+<y 6\f>:7 36

V-2 2V10

Tehtava 7. Oletetaan, ettd edellisen tehtdvan suorat on piirretty paperille. Miten
harpilla ja viivaimella voidaan piirtdd ko. ympyrét?

Ratkaisu. Piirrettéessé kiytetadn hyviksi tietoa, etta pisteet, jotka ovat yhta kaukana
kulman kyljista, sijaitsevat kulman puolittajalla. Tarkastellaan esimerkiksi alla olevan
kuvan kulmia « ja (. Piirretdén niiden puolittajat (kulmanpuolittajien piirtdminen on
késitelty Vaisdlan kirjan 27 §:ssd).



Kulmanpuolittajien leikkauspiste on yhtd kaukana kaikista kolmesta suorasta. Se on
siis erddn etsityn ympyran keskipiste. Sdde saadaan piirtdmalla keskipisteen kautta nor-
maali jollekin suorista (normaalin piirtdminen 16ytyy Vaisdlan 26 §:sté).

Samalla tavoin voidaan piirtdd kaikki neljd ympyraa.

Tehtédva 8. Pisteet P ja @ jakavat kolmion ABC sivut BC ja AC suhteessa 1 : 2
niin, ettd janat C' P ja AQ ovat lyhyemmaét osat. Janat AP ja BQ leikkaavat pisteessé L.
Missé suhteessa suora C'L jakaa sivun AB? Vihje: Cevan lause Lehtisen tekstin sivulla
27. (Lehtisen teksti on linkitetty kurssin kotisivulle.)

Ratkaisu. Olkoon R piste, jossa suora C'L leikkaa sivun AB. Cevan lauseen mukaan
BP| |CQ| |AR|
[PC| |QA| |RB|
Kun tdhén sijoitetaan tunnetut suhteen, saadaan
2 2 |AR|
T @ =

1.
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Tasta ratkaistuna saadaan
|AR| 1

|RB| 4’

Suhde on siis 1 : 4, missd AR on lyhyempi osa.
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