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1. Onko normi || f||, := sup w(t)|f(t)| ekvivalentti avaruuden C(0, 1) tavanomaisen
t€[0,1]

sup-normin kanssa, kun a) w(t) = 1 +sint, b) w(t) =t, c) w(t) = t>.

Ovatko tapaukset b) ja c) keskenddn ekvivalentteja normeja avaruudessa C(0,1)?
(Voi olla hyodyllistéd tutkia funktioita (1 —¢)™ € C(0,1) tai jatkuvia funktioita,
joiden maksimi on 1, mutta jotka haviavét vélin [0, 1/m] ulkopuolella; m € N.)

2. a) Olkoon 1 < p < ¢ < oco. Néytd, ettd ||z|, < ||z|,, kun z = (x,)52, € .
Paattele tasti, etta £ C P C 9 C ¢g. (Vihje. Tutki aluksi sellaista alkiota x € (7,
jolle ||z||, = 1, jolloin x:n kaikki koordinaatit ovat my0s enintéén 1.)

b) Osoita, ettd avaruuden R™ normit

n
Izl =) lasl o llelles = sup |yl
j=1

j=1,...n
ovat ekvivalentit, kun z = (z1,...,x,). Osoita sitten, etta itse asiassa kaikki normit
|||, :== (Z?Zl |2;]P) l/p, 1 < p < 00, ovat ekvivalentteja esim. normin || - ||; kanssa.

3. Osoita, ettd avaruus ¢y (nollaan suppenevien lukujonojen avaruus) varustettuna
sup-normilla on taydellinen. Voit esim. menetelld seuraavasti. Avaruus ¢*° on
taydellinen, koska se on erikoistapaus rajoitettujen kuvausten avaruudesta B(A, K),
joka on luennoilla osoitettu taydelliseksi. Luentojen Lauseen 3.12 mukaan Banach-
avaruuden suljettu aliavaruus on taydellinen. Riittaa siis osoittaa, etta cy on suljettu
osajoukko avaruudessa £>°: jos y € £°° on jonon (y(”))zo:l C ¢p raja-arvo sup-normin
suhteen, niin y on nollaan suppeneva lukujono.

4. Olkoon (E,| - ||) normiavaruus ja zj, € F kaikilla £ € N. Sanomme, etté sarja

(0.1) >

suppenee avaruudessa F, jos osasummien jono (y,)52

o° 1, missa

Yo =1+t x, =Y 1y,
k=1

suppenee avaruudessa . Talloin sarjan summa on y = lim,, o ¥, ja kirjoitetaan
y =Y po k. Tutki, suppeneeko sarja (0.1) seuraavissa tapauksissa, ja jos suppenee,
laske sarjan summa. (Geometrisen sarjan summakaava voi olla hyddyllinen. Voit
olettaa tunnetuksi, etta (> ja C'(—1,1) ovat taydellisié.)

a) £ = (* ja x;, € E on lukujono, jonka k:s koordinaatti on (—1)* ja muut koordi-
naatit 0.

b) E = (®, x;, = 27%(1,...1,0,0,0...), missi k ensimmaisti koordinaattia ovat 1,
loput nollia.

¢) E=C(-1,1), z; on funktio 27%(1 — t)* t € [-1,1].



