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FUNKTIONAALIANALYYSIN PERUSKURSSI 1
0. JOHDANTO

Funktionaalianalyysissa tutkitaan muun muassa

— aaretonulotteisten vektoriavaruuksien, ja erityisesti taydellisten normia-
varuuksien eli Banach avaruuksien ominaisuuksia (joskus myos yleisem-

pien topologisten vektoriavaruuksien ominaisuuksia).

— néiden vélisten jatkuvien lineaaristen (tai epélineaaristen) kuvausten

ominaisuuksia.

— edellisten kohtien monia eri sovelluksia.

Yritdmme seuraavan valmistelevan esimerkin kautta selvittdi, miksi téllaisia
kysymyksiéd tutkitaan ja millaisia sovelluksia funktionaalianalyysilla tyypilli-

sesti on (tarkempiin yksityiskohtiin palataan kurssin aikana).

0.1. Esimerkki. Tarkastellaan integraaliyhtaloa

0.2) F@) = A /0 K(z,$)f(s)ds = g(x), =€ 0,1],

missé g : [0,1] — Rja K :[0,1] x[0,1] — R ovat annettuja jatkuvia kuvauksia,
sekd A € R on parametri. Tehtdvand on 16ytada funktio f, jolle yht&ls (0.2)

patee.
Kay ilmi etta

i) jos parametri |A| on pieni, yhtélon ratkaisufunktio f on olemassa ja yksi-
kéasitteinen; toisaalta

ii) kaikilla parametrin arvoilla |A| ndin ei valttdmétta ole; herdé siis kysymys,
mitéd voidaan sanoa naistd poikkeuksellisista parametreista.

Tallaisiin kysymyksiin paadytéaéan esimerkiksi monissa fysiikan ongelmissé, vaik-
kapa viulun kielen ominaisvarahtelyjd méadrattiessi. Itse asiassa, yksi mate-
maattisen fysiikan keskeisistd kysymyksistd 1g9oo-luvun taitteessa oli selittda
miksi ominaisvardhtelyjen joukko (so. poikkeusparametrien joukko) on dis-
kreetti; kysymys palautui differentiaaliyhtdloiden kautta tyyppiéa (0.2) oleviin
yhtéloihin.

Huomaa, ettd funktio K(x,s) voi olla hyvinkin monimutkainen, eikd yhté-
16n suora integrointi, tavalla tai toisella, voi tulla kysymykseen; korkeintaan
voimme hakea numeerisia ratkaisuja, kunhan yhtéalét kunnolla ymmérretaan.

Miten yhtaloitd (0.2) voisi silloin l&hestyé ?
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Tilanteen selvittdmistd varten identifioidaan ensin (mahdollisten) ratkaisu-
jen avaruus; luonnollinen arvaus on seuraava vektoriavaruus, joka esiintyy jo

Analyysi I:ssé,

C0,1)={f:[0,1] = R: f jatkuva valilla [0,1] }.
Avaruuteen liittyy luonnollinen "etdisyyden” mitta, eli normi (tdstd myohem-
min paljon lisdd):

[ f lloo=sup |f(t)] = max|f(t)], feC(0,1).

t€[0,1] te[0,1]

Pari ( C(0,1), ]| - |l) tulee olemaan tyypillinen esimerkki Banachin avaruu-
desta.

Yhtaloon (0.2) liittyy operaattori (kuvaus)
T:C(0,1) — C(0,1), / K(z,s) z €0, 1].

Huomataan, ettd tdmé kuvaus on avaruuden C'(0, 1) luonnollisen yhteenlaskun

suhteen lineaarinen, so.
T()‘lf + )‘29) = >‘1T(f) + /\QT(g) v fvg € 0(07 1)7 )\la )\2 € R.
Havaitaan, ettd yhtdlo (0.2) voidaan kirjoittaa operaattoriyhtédlémuotoon

(I =AT)(f) = f=AT(f) =y

(Téssé I on avaruuden C(0, 1) identtinen kuvaus.) Kysymys on siis siitd, onko
lineaarinen operaattori I — AT ké&éntyva (bijektio) C'(0,1) — C(0,1)! Inte-
graaliyhtdlomme (0.2) on nyt muuttunut lineaarisen operaattorin ominaisar-
votehtaviksi, ja ratkaisua varten meidédn tulee kehittdd "lineaarialgebrallisia”
menetelmid vektoriavaruuksissa kuten C(0, 1).

Nopeasti havaitaan kuitenkin selvd pulma: vektoriavaruus C(0,1) on ddre-
tonulotteinen ! (Polynomien perusominaisuuksista seuraa, ettd monomien muo-
dostama joukko {t" : n =0,1,2,...} on vapaa.) Ei siis ole ollenkaan selvii mit-
ké/milla ehdoin lineaarialgebran tulokset yleistyvit ndihin uusiin avaruuksiin.
Tai mitéd operaattoreilta vaaditaan, ettd lineaarialgebran ominaisarvotehtavit
yleistyvit ndihin déaretonulotteisiin tilanteisiin.

Funktionaalianalyysi pyrkii vastaamaan tdmén tyyppisiin kysymyksiin, ke-
hittdmadan daretonulotteisten avaruuksien teoriaa silméallédpitden esim. ylla ku-
vatun kaltaisia sovelluskohteita. Télld kurssilla selvitdmme Banach avaruuksien
perusominaisuudet, keskeisimmét esimerkit (funktio- yms.)avaruuksista seké
my6s Banach avaruuksien operaattoreiden perusominaisuudet. Pyrimme myos

antamaan esimerkkejé teorian sovelluksista, ja tulemme mm. osoittamaan yo.
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véitteen i); jos aika riittdd kurssin loppupuolella voidaan myos tarkastella ky-
symysté ii).

Sana "funktionaali” tarkoitti alunperin (noin 1880—1910) sellaista jatkuvaa

kuvausta, jonka méaéarittelyjoukko on jokin "funktioavaruus”; tyypillisesti
1
¢ COD =R o) = [ f5)ds tai
0

1
o: C(0,1) =R, o(f) = / f(s)*ds (epdlineaarinen funktionaali).
0

Nyttemmin termin kiytté on hieman muuttunut, kuten myéhemmin huomaam-
me.
Funktionaalianalyysin sovellusaloja ovat muun muassa
— (muu) klassinen analyysi (reaali- ja kompleksianalyysi, harmoninen ana-
lyysi)
— differentiaali-, osittaisdifferentiaali- ja integraaliyhtélot (DY,0DY, IY)

matemaattinen fysiikka (kvanttimekaniikka, ... )

optimointi

variaatiolaskenta ja approksimaatioteoria
— dynaamiset systeemit
— numeerisen analyysin teoria

— tn-teoria ja stokastiikka

Kaéntéen, analyysi ja sen sovellukset synnyttéavét jatkuvasti uusia funktionaa-
lianalyysin tutkimuksia.
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1. METRIIKKA JA METRINEN AVARUUS

Funktionaalianalyysin peruskurssin taustalla on metristen avaruuksien pe-
ruskésitteet (avoimet joukot, pistejonon suppeneminen, kuvauksen jatkuvuus

yms.). Palautamme aluksi mieliin joitakin yleisié asioita.

1.1. Maéritelmi. Olkoon X # () joukko. Kuvaus d : X x X — R on metritkka

X:ssé, jos
(M1) d(z,z) < d(x,y) + d(y, ) kaikilla z,y, 2 € X (kolmioepdyhtdils”)
(M2) d(y,z) = d(x,y) kaikilla z,y € X
(M3) d(z,y) =0 <= x =y (Huom: d(z,y) > 0 kaikilla z,y € X.)

Sanomme, ettd (X,d) eli joukko X varustettuna metriikalla d, on metrinen
avaruus (yleensd jitetddn d merkitsemétté, jos se selvidd yhteydestd).

Huomautus.

(1) Funktionaalianalyysin peruskurssilla joukko X on (yleensi) vektoriava-
ruus ja metriikka d on (yleensé) jonkin normin indusoima (vrt. luku 2).

(2) Kuvaus d : X x X — R, on semimetriikka, jos d toteuttaa ehdot (M1),
(M2) seké ehdon

(M4) d(xz,z) = 0 kaikilla z € X.
(Saattaa siis olla d(z,y) = 0 vaikka x # y.)
Merkintoja: Olkoon (X, d) metrinen avaruus, x € X, r > 0:

B(z,r)={y€ X : d(z,y) <r} avoin z-keskinen, r-siteinen pallo

B(z,r)={y € X : d(x,y) <r} suljettu x-keskinen, r-siteinen pallo.

Kuva 1. Avoin pallo B(z,r) metrisessd avaruudessa (X, d)
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Oletamme, etté lukija on tutustunut metristen avaruuksien perusteisiin (vrt.
esim. [Viisdld : Topologia I]). Lukijan tulisi kerrata, mitd metrisissé avaruuk-
sissa tarkoittavat késitteet avoin joukko, suljettu joukko ja kompakti joukko;
samoin mité tarkoitetaan ympéristolla, ympéaristokannalla, aliavaruudella, sup-
penevalla pistejonolla, jatkuvalla kuvauksella,..... Muistamisen helpottamiseksi
listaamme alla lyhyesti erdité néista kasitteista.

Olkoon (X, d) metrinen avaruus:

— avoimet ja suljetut joukot: joukko A C X on awoin, jos jokaista a € A
vastaa sellainen r = r(a) > 0, ettd avoin pallo

B(a,r) C A.
A C X on suljettu, jos komplementti
A={zxeX: ¢ A} on avoin.
— metriikan indusoima topologia on joukkoperhe
Tq={ACX: Aonavoin X:ssi }.

— ympéristokanta, relatiivitopologia
— jonon raja-arvo ja suppeneminen: jono (x,) C X suppenee kohti z € X,
jos

d(zp,x) — 0.

n—oo
Siis jokaista ¢ > 0 vastaa sellainen n. € N, ettd d(z,,z) < ¢ kaikilla
n > n.. Merkinté:

T, —— x tal lim z, = x.

n—o0 n—oo

— jatkuva kuvaus : Olkoot (X,d) ja (Y,d') metrisia avaruuksia. Kuvaus
f: X — Y on jatkuva pisteessi a € X, jos jokaista € > 0 vastaa
sellainen 0 = d(a,e) > 0, etté

d(f(a), f(y)) <e aina kun d(a,y) < ¢ (jay € X).

f on jatkuva X :ssd jos f on jatkuva jokaisessa pisteessd a € X.
— kompakti joukko (Heine-Borelin lause, .. .)

1.2. Esimerkki. R" varustettuna euklidisella metriikalla

n

Z|xj_yj|2 - \/|J]1—y1|2+' ' '+|xn_yn|27

=1

(1.3) d(r,y) =

kun z = (z1,...,2,),y = (Y1,...,Yn) € R". (Erikoistapaus n = 1: d(z,y) =
‘l’ - y‘? xr,y € R)
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Kuvaus d on metriikka: Topol, Vektorianalyysi (tai my6hemmin luvussa 2 ava-
ruuden /7 yhteydessi). Kolmioepdyhtilé on téssd tapauksessa (epé-triviaali)

arvio

n n

Slri—zP < D =yl + | D -zl
=1 j=1 =1

kaikilla (1, ...,2,), (Y1, -, Yn), (21, ..., 2n) € R™.

Tapauksessa n = 2 ja x = (x1,2) siis piste y = (y1,42) € B(,7) jos ja vain

jos (x1 —y1)? + (wg — yo)? < 12

Kuva 2. Avoin tason R? pallo B((z1,12),7)

Huomautus. Vastaavasti kaava (1.3), kun = = (z1,...,2,),y = (Y1,...,Yn) €

C", maérittelee metriikan avaruuteen C".

Metrinen avaruus (X, d) on separoituva, jos on olemassa sellainen numeroi-
tuva osajoukko A C X, ettd joukon A sulkeuma A = X. Sanomme tilldin
myo0s, ettd A on tihed X :ssa.

Palautetaan mieliin, ettd sulkeuma maééritelladn metriikan d avulla seuraavasti:
jos A C X, niin piste z € A jos jokaisella » > 0 pitee B(z,7) N A # 0.
Erityisesti:

x € A <= on olemassa sellainen pistejono (a,) C A, etti d(a,,z) — 0.
n—oo

Separoituvuusehto A = X tarkoittaa siis: jos y € X jae > 0 ovat mielivaltaisia,

niin on olemassa sellainen alkio a € A, etté d(a,y) < e.

1.4. Esimerkki. (R",d) on separoituva, kun d on euklidinen etdisyys ja n =
1,2,....

Todistus. Analyysi I'n nojalla tiedimme, ettdi Q = R, missid Q on rationaali-
lukujen joukko. Jos z = (z1,...,2,) € R" ja e > 0 on annettuja, niin valitaan
jokaisella j € {1,...,n} sellainen ¢; € Q, ettd

€ .
|z, — gl < —, j=1,...,n.

vn
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Talloin g = (q1,...,qn) € Qx---xQ = Q", joka on numeroituva joukko (koska

Q on numeroituva) ja

n 2
[ €
d(x,q) = E |xj—qj]2< n.-—=c«¢.
st H2_/ n
<

Lopuksi kayttokelpoinen kriteeri ei-separoituvuudelle:

1.5. Lause. Olkoon X metrinen avaruus ja oletetaan, ettd on olemassa ylinu-
meroituva kokoelma U avaruuden X avoimia pistevieraita epdtyhjid osajouk-
koja (siis aina jos UV € U ja U # V, niin UNV = (). Silloin X ei ole
separoituva.

Todistus. Vastaoletus: Oletetaan, etté X on separoituva. T:lloin X = A, missi
A ={ay,ay, ...} on numeroituva.

Jos U € U, niin U C X on avoin ja epatyhja. Téalloin on olemassa sellaiset
a € Ujar >0, ettd B(a,r) C U. Vastaoletuksen perusteella voidaan kiinnittas
sellainen ny € N, ettd a,, € B(a,r) C U. Saadaan siis kuvaus a: Y — N,
a(U)=ny kun U € U.

Néin saatu kuvaus « on injektio: jos U,V € U ja U # V, niin oletuksen
nojalla UNV = (. Tam4 tarkoittaa, ettid a,, # an, eli ny # ny, joten kuvaus
« on injektio U — N.

Tésta kuitenkin seuraisi, ettd U on numeroituva (mieti miksil), mikd on

ristiriidassa oletuksen kanssa. O

Harjoitustehtavia
1:1
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2. NORMI JA NORMIAVARUUS

Olkoon E vektoriavaruus (eli lineaariavaruus) skalaarikuntana K = R tai
K=_C.

Kurssilla Lineaarialgebra I & IT méériteltiin vain R-kertoimiset vektoriava-
ruudet, mutta kompleksikertoimiset avaruudet maéritelladn taysin analogises-
ti: Avaruudessa E on yhteenlaskun x + y lisdksi annettu skalaarilla kertominen
(A, x) — Az, siis kuvaus C x £ — F, joka toteuttaa ehdot

Mz+y) =+ )y, Apx)=Awr ja A+ up)r=A\v+ px

kaikilla vektoreilla x,y € E ja skalaareilla A\, u € C.
Useimmiten kurssin tulokset ja késitteet toimivat tdysin samoin molemmilla
skalaarikunnan valinnoilla, R tai C, ja kdytdmme silloin skalaarikunnalle mer-

kintaa K. Jos skalaarikunta pitédé spesifioida, siitd huomautetaan erikseen.

2.1. Esimerkkeji. (1) C* = {z = (z1,...,20) : 21,...,2, € C} on C-
kertoiminen vektoriavaruus. n-vektorien summa ja skalaarilla kertominen méa-
ritellddn koordinaatteittain kuten vektoriavaruuden R" tapauksessa.

(2) Myos kompleksisten polynomien avaruus

n

P = {p<2)zzak2ki ag,...,a, € C, n e NU{0}},

k=0
on C-kertoiminen vektoriavaruus. Summa p + ¢ ja skalaarilla Ap kertominen

médritellddn pisteittdin, kun p,q € P ja A € C.

Dimensio: Kerrataan ensin lineaarialgebran késitteitd. Jos A C E on osajouk-

ko, sen virittdméa E':n vektorialiavaruus on

(2.2) span(A) = {Z My sz € AN €K E=1,...,n,n € N}
k=1
Lineaarialgebrasta muistetaan myos, etta vektorijono x1,...,x, € E on lineaa-

risesti riippumaton eli vapaa, jos
)\1$1+)\n$n:6 :/\1::)\”:0

Honkasalon monisteen Lineaarialgebra I sivulla 50 on todistettu seuraava tulos,

jonka oletamme tunnetuksi:

Vektoriavaruus F on dérellisulotteinen (so. aarellisen vektorijoukon viritta-
mé) jos ja vain jos Em vapaiden jonojen pituudet ovat ylhadalta rajoitetut, so.
on olemassa sellainen luku M < oo, ettd jokaisessa F:n vapaassa jonossa on

korkeintaan M vektoria.
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Muistutetaan vield, ettéd dérellisulotteisen avaruuden E dimensio dim(E) on
FE'n kannan (so. vapaan virittdjajoukon) vektorien lukuméaéra; tdméa lukumaara
on kannasta riippumaton luku. (Téssa (z1,...,x,) on E:n kanta jos ja vain jos
jokaisella vektorilla z € E on yksikésitteinen esitys = A\xy + ... + \xy,

lineaarikombinaationa.)

Tama kaikki toimii myos, kun kerroinkuntana on C. Esimerkiksi ylla C™
on &dérellisulotteinen (tarkemmin, n-ulotteinen). Nimittéin, (eq, ..., e,) on erés
kanta vektoriavaruudelle C", missé e; = (1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1) €
C™. Selviisti z = (21,...,2,) = Y, 2kex kaikilla z € C™.

Toisaalta, P on &didretonulotteinen: Polynomit p,(z) = 2", n € N U {0},
muodostavat vapaan joukon (miksi ?7), ja koska tuo joukko on &dretén, yo.

tuloksen nojalla dim(P) = oo.

Keskeinen idea Funktionaalianalyysissd on tuoda hyoddyllistd "rakennetta”
esimerkiksi funktioiden muodostamiin vektoriavaruuksiin. Ensimmaéisessé as-

keleessa “etdisyyskésite” luodaan erilaisten normien avulla.

2.3. Maaritelmé. Olkoon E K-kertoiminen vektoriavaruus. Kuvaus p : £ —

R, on normi E:ssa , jos

(N1) p(z+y) <plz)+ply) kaikilla z,y € E ("kolmioepdyhtdld”)
(N2) plaz) = |alp(xz) kaikilla z € E,a € K ("homogeenisuus”)

(N3) p(r) =0 <= 2z =0 (nolla-alkio E:ssi)

Tavallisesti merkitaan p(x) = ||z ||. Paria (E, || -||) eli vektoriavaruutta E va-

rustettuna normilla || - || sanotaan normiavaruudeksi.

Huomautus.

(1) Normi || - || edellyttad, ettd médrittelyjoukko E on lineaariavaruus:
r+y € FEjaar € Fainakun z,y € F jaa € K.

(2) Kuvaus p: E — R, on seminormi E:ssé, jos p toteuttaa ehdot (N1) ja
(N2).! Tallsin

p(0) = p(0-0) =[0[p(0) = 0,

ja{x € E: p(r) =0} on avaruuden F vektorialiavaruus ehtojen (N1)
ja (N2) nojalla.

Ltdmé yleisempi kiisite on joskus tarpeen; tilld kurssilla suhteellisen harvoin
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2.4. Esimerkkeji. (1)

[z ]2 =

n
Zx?:\/x%_{_x%_‘__}_x% , [L':(:L‘l,...,l‘n)E]Rn’
j=1

on avaruuden R" euklidinen normi, kun n = 1,2, .... Ehdot (N1)-(N3) toteu-
tuvat; katso Topol. Hieman myohemmin tdmé todistetaan myos erikoistapauk-

sena yleisemmén avaruuden /P yhteydessi. Vastaavasti kaava

1212 =

n
DlslP=ViIaP+lnP P 2= (o, m) €C
j=1

antaa euklidisen normin avaruuteen C". Ehto (N1) on téssid muotoa

n n
Z|Zj+wj\2§ Z\Zj|2+ ZWJP-
j=1 =1

(Muistutus: jos z = a +ib € C, niin |z|* = 2Z = a® + b?, missd z = a — ib.

Tapauksessa n = 1 pétee edelld |z + w| < |z| + |w| kun z,w € C. Tdméa on
kompleksilukujen kolmioepéayhtélo, joka usein tulee kéayttoon jatkossa. Todis-

tusidea:
|z 4+ w|* = (z +w)(Z+w) = |2|* + 2Re(20) + |w]* < (2] + |w])?.

Viimeisessé vaiheessa kidytimme arviota |Re(u)| < |u|, u € C.)

(2) Kun A on mielivaltainen joukko, asetetaan
BOLK) = { [ A= K5 || |l = suplf(0)] < o0 }.
€
Tamé on rajoitettujen kuvausten A — K vektoriavaruus, jos asetetaan

(f +9)@) = f() +9(t), (af)(t) = af(t) kun f,g € B(A,K),a € K.

Helposti nédhd&én, etté || f||e on normi:
Perustelu. Olkoon f,g € B(A,K) jat € A. Télloin

N—ey
| <

[(F +9) O] = [£(t) +9(t) FOI+ 1901 1 F lloo + 1191l

sup yli
—= [/ +9lleo =supl(/ + ) < 1/ oo + 19 0
€A tcA

eli ehto (N1) on voimassa. (Edelld A — ey tarkoittaa reaali- tai kompleksilu-
kujen kolmoiepayht#lod, riippuen skalaarikunnasta).
Olkoon a € K skalaari. T&lloin
sup yli
(@O = laf@®)] = lallfO] =" Naf llo = lalll £l

tin
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eli my6s ehto (N2) on voimassa. Koska

||f||oo:§2£|f(t)| =0 < f(t)=0 Vte A

<= f on O-funktio,
niin my6s (N3) toteutuu. O
(3) Myos R™:ssé (tai C":ssd) voidaan médritelld normi edellisen kohdan eri-

koistapauksena: télloin A = {1,...,n}, jolloin saadaan normi

1 [Joo:= sup(|za], - ., [a]),

misséd © = (21,...,2,) € K" Vaikka tdmé normi antaa myos euklidisen to-
pologian (vrt. Esim 2.13 alla), sup-normin "geometria” on hieman erilainen.
Esimerkiksi dimensiossa n = 2 avaruuden E = (R?,|| - ||) vastaava suljettu

yksikképallo Bp = {x € F : || 2 || < 1} néyttid seuraavalta:

yA

Kuva 3. Pallo Bg avaruudessa E = (R?,]| - ||o0)
(4) Toinen erikoistapaus (2)-kohdasta saadaan, kun A = N. Talloin merkitéin

(> := B(N,K) ={z = (zn)52, : @, € KVn, || 2 ||oo= sup|z,| < oco}.
neN

Avaruudessa (% siis (z,,) + (yn) = (xn +yn) ja a(z,) = (ax,) kun (z,,), (y,) €
¢ ja a € K. Olkoon e, = (0,0,...,0, 1 ,0,...) € £~ kun n € N. Télloin
joukko {e, : n € N} on lineaarisesti riippumaton (Miksi ?), joten dim(¢£>) = oo.

Seuraavaksi osoitetaan pari normin perusominaisuutta, joista seuraavan lau-
seen (2)-kohta liittda normiavaruudet metrisiin.

2.5. Lause. Olkoon (E,||-||) normiavaruus. Tdlloin

(1) kaikilla z,y € E on voimassa (ns. N — ey “alaspdin”)
izl =Dyl <z =yl

FErityisesti, kuvauksena normi x — || z || on tasaisesti jatkuva E:ssa.
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(2) kuvaus d: E x E — Ry, d(x,y) := ||z — y|| on metritkka avaruudessa

E. FErityisesti ||z || = d(x,0), x € E.

Todistus. (1) (vrt. Topol, Vektorianalyysi) Olkoon z,y € E. Télloin

lell=llz—y+yl < llz—yl+Ilyl
—lzl =yl <le—y]
Myl el <lly—2 | Z -y
= [lzl=llyll| <=yl

(2) (vrt. Topol) kaikilla z,y, z € E on voimassa

(N1)
dz,z) =|lz—z||=lle—y+y—z| < lze—yl|+y—z|
=d(z,y) +d(y, 2),

joten (M1) toteutuu. Ehto (M2) seuraa vilittomésti ehdosta (N2). Edelleen
N3 _
da,y) = o -yl =0 £ 2y =0 = 2=y,

joten myo6s (M3) on voimassa. O

Normiavaruudessa voidaan siis puhua normin indusoimasta metrisen topolo-
gian késitteistd, kuten avoimista palloista ja joukoista, jonojen suppenemises-
ta, jatkuvista funktioista jne. Metrisind avaruuksina funktioavaruudet voivat
olla melko "suuria”, esimerkkiné olkoon vaikkapa ¢*°, joka ei ole edes separoi-
tuva (vrt. Harjoitukset). Useille kdytdnnossia eteen tuleville funktioavaruuk-
sille separoituvuus toisaalta pétee; myohemmin osoitamme tdmén esimerkiksi
C(0,1):1le.

Seuraava esimerkki valaisee pistejonojen suppenemisen (avaruudessa £°°).

2.6. Esimerkki. Olkoon y™ = (1,1,...,1,0,0,...) € £~ (alussa n kpl ykko-
sid) kun n € N, Suppeneeko jono (y™)22, avaruudessa (£, - ||lo) 7
Ratkaisu. Merkitiian y™ ( ) °, € £, jolloin siis mééritelman mukaan

y,in) lLkun 1 < k < nja y,(C) = 0 kun k£ > n. Olkoon y = (yx)52, € £

sellainen jono etta

Jy™

n—oo

—ww:&?WWﬂﬁn——+0

Erityisesti, kiintedlli & € N pétee |y, — y,(gn)| —— 0. Tésta seuraa, etté

Yy = lim, y,gn) = 1 kaikilla £ = 1,2,..., eli raja-arvojonon on oltava y =
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(1,1,1,...) € ¢=. Toisaalta, y™ — (1,1,1,...) = (0,...,0,1,1,...) (alussa n
kpl nollia), joten
ly™ — (1,1,1,..)|le =1 ¥neN.

Tiamé tarkoittaa, ettd jono (y™)2; ei voi supeta avaruudessa (£, || - [|s0)-
(Vaihtoehtoinen tapa: selvisti y™ = e; + ... + e, kun n € N, missi e, =
(0,0,...,0,.1 ,0,...) € £ kun n € N. Havaitaan, etté kaikilla n > m pétee

”y(n) - y(m)Hoo = [lem+1+ ... +enlloo = 1.
T#llsin jono (y™)22, ei voi supeta avaruudessa (£°, ]| - ||o), koska jonon alkiot
eiviit edes toteuta Cauchyn ehtoa, vrt. Lause 3.2 alla).

Normiavaruuden luonnolliset rakenteet ovat yhteensopivat, toisin sanoen:
2.7. Lause. Normiavaruudessa (E, || -||) kuvaukset
v EXE—E, i(a,b):=a+b, ja
vo: KX E— E, (X a) = Aa

ovat jatkuvia.

Todistus. Harjoitukset 1. O
Huomautus. Normiavaruuden F metriikka on surto- eli translaatioinvariantti:

dz+ay+a)=lz+a—(y+a)l=lz—-yl=dxzy)

kaikilla x,y,a € E. Joitakin seurauksia:

(i) normin || - || avoimelle pallolle pétee B(a,r) = a + B(0,r) kaikilla a € E
ja r > 0. Tastd, sekd ominaisuudesta (N2) saadaan, ettd joukko A C F on
avoin (vast. suljettu, kompakti) jos ja vain jos 2o+ A ja AA ovat avoimia (vast.
suljettuja, kompakteja), kun A € K\ {0} ja xq € E ovat mielivaltaisia.

(i) Jos &g € U C E, niin U on pisteen xy ympéristo jos ja vain jos U — xg
on nolla-alkion 0 ympéristo.

(iii) Pistejono (x,)%%, C E suppenee alkioon y € E jos ja vain jos z,, —y — 0

kun n — oo avaruudessa F.

Edella kidytimme merkintoja
xo+A={zo+y: ye A} CE,
M={ ) r: z€A}.
Yleisemmin, jos A C E, B C E ja A C K, niin asetetaan
A+B={z+y: x€Aye B},
A ={ ) x: NeANze A}
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Monet funktioavaruuksien konvergenssikasitteistd voidaan kuvata normin

avulla (ja ké#dntden, normi antaa konvergenssikésitteen):

2.8. Esimerkkeja. (1) Kun avaruus C'(0,1) = {f : [0,1] — K jatkuva }

varustetaan tavallisella normillaan || f [[oc = supsep 1y f ()], pétee
| fo—= flloo = 0kunn — oo < f,(x) — f(x) tasaisesti joukossa [0, 1].

(Kompleksisesséd tapauksessa f = f; +ifs on jatkuva [0, 1] — C jos ja vain jos
reaaliosa fi ja imaginaariosa f, ovat molemmat jatkuvia funktioita [0, 1] — R.)
(2) Toisaalta C'(0,1):ssé voidaan méaritelld myos normi ||f||, = fol |f(t)] dt,
kun f € C(0,1). (Selvité itsellesi miksi || - [|; on normi C'(0, 1):ssé !). Nyt pétee

1
JLIEOH fo—flh=0& /0 |fu(t)— f()]|dt — 0 < fu(x) — f(x) ’keskimédrin’.

Esimerkiksi, jos f,,(t) = ¢", niin f,, — 0 ’keskimééirin’ eli normin || - ||; mielessi,

koska || fu i = ;775 — 0 kun n — oo. Toisaalta jono (f,) ei konvergoi sup-

normin mielessé 0 -funktioon, sillé || f,, ||[c = 1 jokaisella n € N.

Annetuista normiavaruuksista saadaan muodostettua uusia avaruuksia mo-
nella eri tavalla. Tulemme jatkossa ndkeméén téasta useitakin esimerkkeja. Aloi-

tamme seuraavalla yksinkertaisella periaatteella.

2.9. Lause. Jokainen normiavaruuden (E, || - ||) vektorialiavaruus F on nor-

miavaruus (E:n indusoimalla normilla varustettuna,).

2.10. Esimerkkeji. (1) Voimme esimerkiksi valita F = B(|0, 1], K), jolla on

aliavaruutena jatkuvien funktioiden avaruus F' = C(0,1). (Lisdtieto: C(0,1)

on avaruuden B([0, 1], K) suljettu vektorialiavaruus sup-normin || - ||« suhteen

(mydhemmin).)

(2) Olkoon E = (*°; seuraavat jonoavaruudet ovat sen vektorialiavaruuksia:
c:={x=(x,)p, €L liTan x, on olemassa},

co = {x = (x,)p, € £ : limz, = 0}.

Molemmissa normi on siis || x || = sup,,|z,|. Edella x,, € K kaikilla n € N. Jos
T, = ap + ib, € C, niin jono (z,) suppenee jos ja vain jos reaalijonot (a,) ja
(b,) suppenevat. (Lisdtieto: ¢ ja cg ovat avaruuden £*° suljettuja vektorialiava-

ruuksia.)

Monesti on hyodyllistd muuttaa normia, ilman ettd sen méaardama topologia

tai konvergenssi muuttuu. Témé idea johtaa seuraavaan kisitteeseeen.
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2.11. Méaéritelmé. Vektoriavaruuden F normit ||| ja [|-||2 ovat ekvivalentteja,

jos on olemassa vakiot C7, Cy > 0, joille
Cillzfly < llzll2 < Collzfly Vo € E.

2.12. Lause. Olkoot || - ||1 ja || - ||2 ekvivalentteja normeja avaruudessa E.
Tdlloin ne mddrittelevit avaruudessa E samat avoimet ja suljetut joukot (eli

ne mddrittdvdt saman topologian; siis T|.|, = T|.|,, MisSd
T, ={U C E:U on | - |1 — avoin joukko}.)
Todistus. Harjoitukset. 0

2.13. Esimerkki. (1) Avaruuden C"™ normit

n
lallz = | D lail> = Vg2 + w2 + - + [l
j=1
”xHOO = max ‘xj‘7 T = (-2717' .- axn) eC”

1<j<n

ovat ekvivalentit:
2 o< |2 [2< Vil 2 [lo, 2 €C™
Nimittéin, jos z = (z1,...,2,) € C" ja jo € {1,...,n} on sellainen indeksi,

ettd ||zl = |7, |, niin

[zl =

n
D22 < y/nleg = Vallz].
j=1

(Tulemme myochemmin nakemé&én, ettd itse asiassa jokaisen ddrellisulotteisen
vektoriavaruuden kaikki normit ovat ekvivalentit.)

(2) Olkoon P = {p(z) = Y} arz® : ao,...,a, € C,n € NU{0}}
polynomien muodostama vektoriavaruus. Talloin esimerkiksi

n

ol =Y laxl ja plla = max [ag|, kun p(z) = > at,
k=0 k=0

ovat hyvin méériteltyja (Miksi?) normeja (Miksi?) avaruudessa P. Normit eivét
ole kuitenkaan ekvivalentteja: jos p,(z) = > p_, 2" = 1+2+...+2", niin jokai-
sella n pétee ||p,|l2 = 1 mutta ||p,|i = n + 1. Koska tésséd n voidaan valita

mielivaltaisen suureksi, normit ovat epaekvivalentit.

2.14. Esimerkki. Merkitaan

CHO, ) ={ f:[0,1] = K: £, £, ..., f® ovat jatkuvia vililla [0, 1] },
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kun k € N. Tassia f9) on funktion f j:s derivaatta, ja f(©) = f. Normit

| £l = sup sup [fPE)] = sup ||[fP||w, ja
0<j<k 0<t<1 0<j<k

k

k
A= sup 00 = 3 179

j=0
ovat ekvivalentteja avaruudessa C*(0, 1), minki todistus jid harjoitustehtivik-

Si.

Adretonulotteisessi normiavaruudessa avoimet (tai suljetut) joukot voivat
joskus tuottaa ylldtyksid verrattuna euklidisen avaruuden (R™, || - ||2) tilantee-

seen.
2.15. Esimerkki. Olkoon
1
A={(x,)2, €cy: |z, < — kaikilla n € N}.
n

T#lloin A ei ole avoin joukko normiavaruudessa (co, || - ||oo)-

Nimittéin selvisti nollajono 0 = (0,0,...) € A. Niytdmme, ettd 0 ei ole
joukon A sisépiste, toisin sanoen, ei ole olemassa sellaista r > 0, ettd avoin
pallo B(0,7) C A.

Olkoon r > 0 annettu ja y™ = (0,0,...,0,7/2,0,...) (missi r/2 on jonon
n:s koordinaatti), kun n € N. Talloin ||y™||le = /2, eli y™ € B(0,r) kaikilla

r

n € N. Toisaalta, jos kiinnitetddn n € N jolle % < 5, niin erityisesti y™ ¢ A

Niin siis B(0,7) C A ei ole voimassa millddn r > 0.
(P-AVARUUDET

Normiavaruudet £, ¢ ja ¢y ovat esimerkkejé klassisista Banachin (jono)avaruuksista.

Mainitsemme viela esimerkkinéd avaruuden
o
=z =(z.)32 |z =) |zl < o0},
n=1

joka on itseisesti eli absoluuttisesti suppenevien sarjojen avaruus. Myos téassé
|| - |]1 on helppo todistaa normiksi, koska kolmioepayht&lo seuraa arviosta |z, +
Yn| < |zn| + |yn| summaamalla indeksin n suhteen. Vaikeammin késiteltavia
esimerkkejé ovat muut ns. (P-avaruudet, joita nyt ryhdymme méaérittelemaén.

2.16. Méaaritelmé. Olkoon 1 < p < oco. Télloin

2= (@i = (Y fol?)” < oo}
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Téassd x, € K kaikilla n € N, ja jonojen summa ja skalaarilla kertominen on
madritelty koordinaateittain: (z,) + (yn) = (@n + yn) ja AM(xn) = (Azy) jonoille
(), (yn) ja X € K.
Seuraavassa p ja g ovat reaalilukuja, jotka tayttavéat ehdot:
.11
p>1, g>1 ja —+4+-=1.
p q

Sanomme lukuja p ja q toistensa duaalieksponenteiksi. Esimerkiksi p = ¢ = 2

taip =7, q = % ovat duaalieksponenttipareja. Edelleen on voimassa, etté
q=;jap+aq=pq

Seuraavana tavoitteena on osoittaa, etta (€7, || - ||,) on normiavaruus, ja eri-
tyisesti ettd kolmioepayht#lo on voimassa || - ||,:1le.

2.17. Lemma. Josa >0, b > 0 sekd p ja q ovat duaalieksponentteja, niin

P
(2.18) ab< &+ =
P q

Todistus. Jos a = 0 tai b = 0, niin (2.18) on voimassa. Voimme olettaa: a, b > 0.

Merkitédin
Pt
ot)y=—+—, t>0.
p 4q
Tillsin ¢/(t) = 71 — 7071 = 222 oten ¢/(t) < 0, kun 0 < ¢ < 1 ja

¢'(t) > 0, kun ¢ > 1. Siispd ¢ saa pienimmén arvonsa, kun ¢t = 1, eli kaikilla

t > 0 on voimassa

1 1 (7 A
l=—+-=0p() <p(t)=—+—.
P q p q
Sijoitetaan ¢t = a'/2%~1/? jolloin saadaan
aP/4  pa/p aitt pett g2 e
1<— 4 — = ab< + = —+ —,
pb - qa p q pq

koska%—{—l:pja%—{—l:q.
0

2.20. Lause (Holderin epéyhtilo jonoille). Olkoot 1 < p,q < oo sellaiset, ettd

1 1 7] e s
5 + i 1. Talloin

(H) S zayl < O Jzal?) (> lyel)s
k=1 k=1 k=1

kaikilla jonoilla () € 07, (yx) € €7 (tissi vk, yr € K kaikilla k jo K = R tai
K = C). Ndiin siis

I Cryie) [l < A1 () llpll (we) llgs
ja erityisesti (zy) € 02, (yi,) € 01 = "tulojono” (zy;) € L*.
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Huomautus. Kun epayhtdloon (H) sijoitetaan luvut, jotka toteuttavat liséeh-
dot 0 = xp = y; kaikilla £ > n, saadaan erikoistapauksena #érellinen versio

Holderin epéayhtélostas:

(H) D kgl < Q)P (el
kaikilla (z1,...,2,), (y1,...,yn) € K" jan =1,2,3,...

Todistus. Merkitdan

1 1
Z\$k|p )P = (@) [lp, Z\yk\ o = |l (k) llq,

jolloin A > 0,B > 0. Jos A = 0 tai B = 0, niin x; = 0 kaikilla £ € N tai
yr = 0 kaikilla £ € N. Téalloin (H) on ilmeinen, silld vasen puoli = 0. Voidaan
siis olettaa: A > 0, B > 0. Kiinnitetdédn k£ € N ja sovelletaan Lemmaa 2.17

|Ik|

luvuille a = jab= ‘y“ . Saadaan

@.@A.W’p Ll

A B —p Ar q B

kaikilla £ € N. Summataan ndmé arviot muuttujan k& suhteen, jolloin

1 |2kl | ka| kalp |yqu
Z‘Iky | = Z Z Z
AB

o0

1 11
- ml 2 yl'=—+-=1.
T ;' | q qu| | P oq
——
—AP =B1

Kertomalla puolittain luvulla AB saadaan lopulta

> lzwysl < AB = | (zx) ol (we) -

k=1
U

Holderin erikoistapauksella p = ¢ = 2 on oma nimitys ja merkitys (vrt.
Hilbertin avaruudet, luku 4).

2.21. Seuraus (Schwarzin epiyhtild). Jos x = (x1,),y = (yx) € (*, niin

00 00 . .
(S) Y eyl < O lwil?)? Zlykl 2=l |2lly 2
k=1 k=1

kaikilla jonoilla (x)5%,, (yr)32, € (2. Adrellisten jonojen erikoistapauksessa

saadaan

n

($) > Tzl < O lw 2O w2

k=1
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kaikilla luvuilla x4, ... 25, Y1, .., Ys € K ja kaikilla n € N.

Huomautus. Schwarzin epiyhtilo takaa, ettd avaruudessa 2 ns. bilineaarimuo-
to
o0
<z Yy >= Zxk%, r = (1), y = (yp) € £°
k=1
on hyvin mééritelty. Tadmé# antaa ¢%:een sisdtulon rakenteen; tulemme néke-
ma#n Hilbertin avaruuksia koskevassa luvussa 4, ettéd sisdtuloavaruuksilla on

monia poikkeuksellisen hyvié ominaisuuksia.

Holderin epayhtalon avulla voimme osoittaa, ettd (P-normit toteuttavat kol-
mioepéyhtilon; saatua arviota sanotaan (usein) Minkowskin epdyhtdloksi.

2.22. Lause (Minkowskin epéyhtils). Olkoon 1 < p < oo. Tdlloin

(M) Ol +ul?)r < O lanl?)r + O lywl?)r

kaikilla jonoilla (xg)32y, (yk)oo, € £P.

Huomautus. Kun (x) € 7, (y) € (P, niin summajono (zy + yx) € (P, joten
(P on siis vektoriavaruus. Valitsemalla xp = 0,y = 0 kun £ > n + 1 saadaan

jarellinen versio:

n n

(M) Ol +ul?)7 < O lanl?)7 + (O lyal?)r

k=1 k=1
kaikilla luvuilla x4, ..., 2., y1,...,y, € Kjan € N.

Todistus. Voidaan olettaa, ettd Y, |xx + yk|? > 0, koska epdyhtils (M) on
muuten ilmeinen.
Olkoon 1 < ¢ < oo sellainen, ettd ]lj + é = 1 (eli siis ¢ = -£5). Holderin

epiayhtélon (H) ja skalaarikunnan K kolmioepayhtélon avulla saadaan

Z|9€k + yil” = Z|$k + ykl |2k 4yl
—_———

=1 =1 |k |+l
o0 o0
N | T S 4 | ET Y L
k=1 k1

m = 1 1
< Q_laal)r Y _law + gl V)
k=1 k=1
> 1 > _ 1
+ (Z|yk|p)” (lek + 1Y)
=1 =1

= (11w It ) Tl ) e+ wel?),

k=1
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koska q(p —1) = p. Jakamalla saatu epéyht&lo puolittain positiivisella termilla
1
(> i lzk + yxl?) e saadaan

(S Jen + )7 < 11 @) [+ ()

Taméa on tarkalleen etsitty Minkowskin epdyhtélo (M), koska 1 — % = %.

Edelld sekéa Holderin epayhtélon (H) kdytto ettd viimeinen jakovaihe edellyt-
téavit luonnollisesti, ettd jono (|zx +yxlP~!) € £9 ja summajono (x + yx) € 7.
Y1la todettiin jo, etta

Z|$k + i 1Y = Z|l‘k + Y’
k=1 k=1

Naiin haluttua tietoa varten riittaa varsin alkeellinen arvio
(*) la+b" < (la] +[b])" < (2max{|al, [b]})" < 2°([al” + [b]F),

joka on voimassa kaikilla a,b € K. Nimittdin, kun sijoitetaan a = xx, b = yi

epayhtdloon (*) ja summataan yli muuttujan k saadaan

D lzeFyl” < 220 Jaal + Y lunl”) < oo,
k=1 k=1 k=1

koska (z), (yx) € €. Néin Lause 2.22 on saatu tdydellisesti todistetuksi. [

Huomautus. Erikoistapauksessa p = 2 dérellisid jonoja koskeva epayhtélo (M”)

on itse asiassa tuttu kolmioepéyhtélo kotiavaruuden K™ euklidiselle normille

HxHQI \/‘$1|2+—|—‘3§'n|2, x:<x17"'7'xn>€Kn7
kun n = 1,2, ... (vrt. Vektorianalyysi, Topo I).

Kootaan yhteen edelliset tulokset seuraavaksi tarkeéksi lauseeksi ¢P-avaruuksista

(tapaukset p = 1 tai p = oo késiteltiin aikaisemmin).
2.23. Lause. (7, -||,) on normiavaruus kun 1 < p < oo.

Todistus. Jos x = (x) € P,y = (yx) € P, niin x+y = (xx+yx) ja Minkowskin
epéyhtélon (M) mukaan

- 1 - 1 > 1
lz+ylly =0 lze+ul)r < Oz + O lwl)r =zl + 1yl
k=1 k=1 k=1

(ja erityisesti x + y € P, kuten edelld jo néhtiin). Siis (N1) patee. Koska

e 1 > 1
laz [l, = () _laz[")r = lal(Y_lzal”)? = lalll 2 [l,
k=1 k=1
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kun z = (z) € %,a € K, niin myds homogeenisuusehto (N2) on voimassa.
Edelleen

0= (zi) ll, = O _zal")?) = 2 = 0Vk € N= (a) = (0,0,...) =0,
k=1
joten myos (N3) toteutuu. O

Huomautus. (P-avaruuksien vililla patevit seuraavat sisiltyvyydet (joukkoina):
P CliCeyCl® kunl < p<q < oo. Normeille piteviit vastaavasti
arviot

I lloo < llzllg <Nz llp < [l [h

jonoille z = () (Harjoitukset 2).

Edelld olemme piirténeet yksikkopallot normien || - |2 ja || - ||oo suhteen. Enta
yksikkopallo yleisten ¢P-normien suhteen ? Alla kuva tapauksestap = 3jap =1
tason R? tapauksessa; mieti millainen on yksikkopallo yleiselld p !

4

(0,1) (0,1)1y

by
{ \(1,0)| o (1,0) R
U -

Lisdtietoja. On olemassa luontevia ja kéayttokelpoisia vektoriavaruuksia F, jois-

sa on luonnollinen siirtoinvariantti topologia 7, joka kuitenkaan ei ole minkéén
E:n normin indusoima (ts. ei ole olemassa sellaista normia || - || : E — R, ettd
T = 7)) Sellaisten avaruuksien teoriaa ei késitelld kurssin aikana; esimerk-
kein& mainitaan kuitenkin:

(1) Varustetaan avaruus C(R") = {f : R" — R| f jatkuva } topologialla T,
jonka suhteen jono f,, — f kun n — oo, jos

Jgroloiglglfn(x) — f(@)|=0
kaikilla kompakteilla joukoilla K C R"™. Topologia 7 saadaan kasvavasta semi-

normiperheestd (|| - ||), missa

H f Hm = Ssup |f(33’)|7 S C<Rn)a
reK,
kun K, = [-m,m]" C R" sekd m € N, tai vaihtoehtoisesti siirtoinvariantista

metriikasta

oo If = glln
d => o .
(f,9) 2 T+ =gl f,9€ C(R")

m=1
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Vastaavaa topologiaa ei kuitenkaan voi kuvata pelkéstdin yhden normin || - ||
avulla (HT 2:77). Topologinen vektoriavaruus (C(R™),7) on ns. nukleaarinen
Frechetin avaruus.

Vastaava koskee myos avoimella vélilla (0, 1) jatkuvien funktioiden avaruutta
{f:(0,1) — R| f jatkuva },
sekd ddrettomén monta kertaa derivoituvien funktioiden avaruutta
C>=(0,1) = {f : [0,1] — K| fY jatkuva jokaisella j € N}.

Mieti miksi || f|lcc = sup f(t)| el kelpaa normiksi, kun f on jatkuva
te(0,1)

avoimella valilla (0,1)!)

(2) Olkoon 0 < p < 1. On luontevaa sanoa, ettd jono x = (xy) € (P, jos

o0

1
Izl = Q_lwal?)» < oo,

k=1

Talloin « — || z ||, toteuttaa normin ehdot (N2) ja (N3) seké kolmioepayhtélon

heikommassa muodossa

> 1 1_
a4yl = (S Jae+ul)r <257 (2], + 1y 1)
k=1

kaikilla x = (z,), y = (yx) € ¢P. Téssa vakio 2r 1> 1, kun 0 < p < 1, eli -l
on ns. kvasinormsi (P:ssi.
Alla kuva "yksikkopallosta” {(x,y) € R? : |z|P + |y|? < 1}, kun p = 1/2.

0, 1)]¥

Edellisen kuvan perusteella || - ||, ei voi olla normi tapauksessa 0 < p < 1,
koska vastaava "yksikkopallo” ei ole konveksi. Nimittéin, jokaisessa normiava-
ruudessa (E, || - ||) yksikkopallo B = {x € E : ||z || < 1} on konveksi joukko:

tr+ (1 —t)y € Bg kaikilla z,y € B ja 0 <t < 1.

Yksikkopallon konveksisuus seuraa téssi arviosta ||tz + (1 —t)y || < t|| 2] +
A=yl <1.

(3) Kaikkien jonojen muodostama avaruus

s={(z,): z, € K jokaisellan € N }.



FUNKTIONAALIANALYYSIN PERUSKURSSI 23

Avaruudessa s on summa ja skalaarilla kertominen méaéritelty kuten avaruu-
dessa (*°, ja voidaan osoittaa ettéa

S 1 |Zk — Uil

d(z,y) = Tk Ykl

€r = (l‘k)ay = (yk) € s,
k=1

on avaruuden siirtoinvariantti metriikka (HT 2:77). Avaruus s on myos nukle-

aarinen Frechetin avaruus.

LINEAARISET OPERAATTORIT

Olkoon E ja F' K-kertoimisia vektoriavaruuksia. Kuvaus 7' : £ — F on

lineaarinen jos
T(ax+ fy) =aT(x) + BT (y) Vr,y € Fjaa,feK

Sanomme usein ettd 1" on lineaarinen operaattor: ja merkitsemme lyhyesti Tz
merkinnén 7T'(x) sijaan.

Adrellisulotteisessa normiavaruudessa kaikki lineaariset kuvaukset ovat jat-
kuvia (todetaan myShemmin), mutta dédrettomén monen dimension avulla jat-
kuvuus on helppo rikkoa (annamme esimerkin hieman myéhemmin). Jos E, F

ovat normiavaruuksia, on siis luonnollista kysyé:
Milloin lineaarinen kuvaus T : E — F on jatkuva 27

Vastausta varten tarvitsemme uuden késitteen, rajoitetut operaattorit.

2.24. Méaaritelmé. Olkoot E ja F' normiavaruuksia sekd T : £ — F lineaari-

nen. Sanomme, ettd 7' on rajoitettu, jos on olemassa vakio C' < oo jolle

|Tz||r < C|lz|g kaikilla = € E.

Yleisesti sanotaan ettd normiavaruuden osajoukko A C FE on rajoitettu,
jos sup{||z|| : * € A} < M < oo; yhtépitavisti (Miksi?), A:mn halkaisija on
ddrellinen. Helposti ndhdéén (vrt. Lemma 2.26 alla), etté lineaarinen kuvaus
T on rajoitettu jos ja vain jos se kuvaa E:n rajoitetut joukot F'n rajoitetuiksi
joukoiksi.

2.25. Esimerkki. Olkoon £ = F = (? jaT : E — F kavaus T : (z3)52, —

(3zks1)72, kun z = (x1)52, € €2 Téllsin T on lineaarinen (Miksi?) ja rajoitet-

tu:

~ 1/2 ~ 1/2 ~ 1/2
[Tz||s = (Z \3l‘k+1|2> =3 (Z |$k+1’2) <3 (Z ka\2> = 3|z

k=1 k=1 k=1

Huomaamme, ettéd vaadituksi vakioksi voidaan ottaa C' = 3.
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Operaattorin rajoittuneisuus voidaan testata seuraavan suureen avulla.

2.26. Lemma. Lineaarinen operaattorit T' : E — F on rajoitettu jos ja vain
jos

(2.27) |T|| :=sup{ |Tz|| : x € E, ||z|| <1} < 0.

Todistus. Jos T on rajoitettu, niin on olemassa sellainen vakio C' < oo, etté
|Tx|| < Cllz|| kaikilla z € E. Télloin selvésti ||T']] < C. Oletetaan kddntden,

ettd ||T']| < oco. Koska H
desta etté

oy || = 1 jokaisella z € E, z # 0, néhdéén lineaarisuu-

7 ()

Téstd saamme (jatkossa varsin keskeisen arvion!)

<||IT|| kaikilla z € E.

(2.28) [Tl < T[]
jokaisella x € E, eli T': E — F' on rajoitettu. 0

Niinkuin merkintd jo vihjaa, saatua suuretta ||T’|| kutsutaan lineaarisen ku-
vauksen T normiksi (normin ominaisuudet todetaan mychemmin luvussa 6).
Se mittaa kuinka suureksi joukoksi 7" kuvaa yksikképallon By = {x € E :
|z]] < 1}. Olemme siis Lemmassa 2.26 tarkistaneet, ettd operaattori 7" on ra-
joitettu jos ja vain jos sen normi |7 < oo. Jos tarve vaatii, merkitsemme

avaruudet E ja F' ndkyviin, so. [|T|| g—F.

2.29. Esimerkkeji. (1) Olkoon F = (? ja ' = (' seké
1 o0 T2 XT3
T = T(x)% ::(— ) — (g, 258,
v =Tlon)iz = (gon) = @n o550
Onko T rajoitettu operaattorina ¢ — ¢'? Heti havaitaan etti

o0

1
Tl =3 ol

k=1

Téssé arvio Y poy |zn] < (Oone, |:1ck]2)1/2 ei pide kaikilla jonoilla (z) € ¢,
vaan kdytdmme sen sijaan Holderin epayhtélod (H) kun p = g = 2,

~ /2 /o 1/2
ITali=)+ L < (Z k2> (Z ka|2> = Cllz|2
k=1

k=1

missd C' = /> o, 1/k? < oo. (Analyysi II; itse asiassa, C' = y/m?/6). Néin

ollen T : ¢* — (' on rajoitettu ja saamme normille arvion || T || < /7 /6.
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(2) Rakennetaan seuraavaksi lineaarinen operaattori, joka ei ole rajoitettu.
Voimme vaikkapa tarkastella kaikkien (reaalisten) polynomien muodostamaa

avaruutta
P o= {pt)=Y at*: ap,....,a, €R, neNU{0}},
k=0

ja varustetaan se normilla ||p|| = max{|ax| : K =0,...,n}, kun > _,_, axt®.
Tallsin (derivaatta)kuvaus T: > ) _, axt® — > 7 ka,t*! on lineaarinen
(Miksi?), mutta se ei ole rajoitettu: Jos p,(t) = t", n € N, silloin

Ipnll =1, [ Tpnll =lInpnall=n = sup{|Tp[l:[pll=1peP} = oo

Palataan sitten alkuperdiseen kysymykseemme, milloin lineaarinen kuvaus
on jatkuva ? K&y ilmi, etté lineaarinen operaattori on jatkuva tdsmaélleen silloin

kun se on rajoitettu !

2.30. Lause. Olkoot E, F' normiavaruuksia ja T: E — F' lineaarikuvaus. Tdl-

loin seuraavat ehdot ovat yhtdpitdvid:

(i) T' on rajoitettu operaattori
(ii) T on jatkuva (koko E:ssd)
(iii) T" on jatkuva yhdessd pisteessd xo € E.

Todistus. (i) = (ii): jos x,y € E ja e > 0, niin

T lin.
[Tz =Tyl =" [T@—-y | <IT[ [[z-yl<e kun [z—-y] <

£
I
(ii) = (iii): ilmeinen
(iii) = (i): Olkoon T jatkuva pisteessé xy. Jos € > 0 annettu, voimme jatku-

vuuden méaritelmén perusteella valita sellaisen luvun § > 0 ettid aina
|z —a0|| <d=||Te — Tz | <e.

Josnyt x € F ja ||z | <4, saadaan
| T || - | T(x+ xg) — Tao|| <e.

Toisaalta, jos © € Br on mielivaltainen, niin || dz || = d|| z || < J ja siis

S| Tx || = || TGz) || <e, eli |Tzl| < % Yz € Bp.

Siten ||T']| < £ ja olemme ndin néytténeet, ettd 7' on rajoitettu. O

Erityisesti, ndemme, ettd Esimerkki 2.29.(2) antaa lineaarisen operaattorin

T:P — P, joka ei ole jatkuva.
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Niilla tiedoin voimme my6s aloittaa johdannossa esitetyn integraalioperaat-
torin tarkemman tarkastelun. Tulemme palaamaan teemaan useasti mychem-

minkin.

2.31. Esimerkki. Olkoon K : [0,1] x [0, 1] — R jatkuva (ns. ydinfunktio). Kun
feC0,1)={f:10,1] — R|f jatkuva }, muunnamme sen uudeksi funktioksi
Tf, missa

(Tf)(x) :/o K(z,s)f(s)ds, x €[0,1].

Viite: ndin saadaan jatkuva lineaarinen operaattori 7" : C'(0,1) — C(0,1).
Meidén on siis osoitettava kolme asiaa:
1. f~— Tf on lineaarinen,
2. Tf on jatkuva funktio vlilla [0, 1] aina kun f on jatkuva valilla [0, 1],
3. operaattorina 7" on rajoitettu C(0,1) — C(0, 1).

Jatetddn 1. viite lukijan tehtdviiksi (tdmé palautuu integraalin lineaari-
suuteen kurssista Analyysi II). Viite 2. kertoo etté todellakin T(C(O, 1)) C

C'(0,1). Sitd varten arvioidaan
(T~ (THW] = | / Kz, 5)f(s)ds — / K(y, ) ()ds]

< [ K@) = K@) 1 o)lds

Funktion T'f jatkuvuus siis palautuu ydinfunktion K ominaisuuksiin. Heti kui-
tenkin huomataan, ettd pelkké pisteittdinen K:n jatkuvuus ei riitd, vaan arvio
pitdd tehdéd tasaisesti muuttujan s € [0, 1] suhteen. Tarvitsemme siis hieman
tietoja kurssilta Topologia I: Oletamme tunnetuksi, ettd kompaktissa joukossa
miédritelty jatkuva funktio on tasaisesti jatkuva?.

Sovellamme tété tietoa ydinfunktioon (z, s) — K(z, s). Koska [0, 1] x [0, 1] on
kompakti (eli suljettu ja rajoitettu joukko tasossa R?) tason euklidisen normin

|| - |2 suhteen, jokaisella e > 0 16ydamme sellaisen 6 > 0 etté jos
[z —yl = l(z,s) = (y,9)[l2 <9,

niin silloin

(2.32) |K(z,s) — K(y,s)] <e kaikilla s € [0, 1].

2Funktio ¢ : A — R on tasaisesti jatkuva joukossa A jos jokaista e > 0 kohti 16ytyy
sellainen 6 = d(g) > 0 ettd aina ||z — y|| < d = |g(x) — g(y)| < €. Olennaista téssi siis on,

ettd vaadittu ¢ riippuu vain etédisyydesté ||z — y||, eikd siitd missi pisteet x,y sijaitsevat.



FUNKTIONAALIANALYYSIN PERUSKURSSI 27

Erityisesti, luvun ¢ > 0 suuruus ei riippunut pisteestd s. Saamme néin

(233)  [(Tf)(@) — (THy)| << / (8)lds < el f o, Tun |z —y| <6

Koska ¢ oli mielivaltainen, olemme osoittaneet 7'f:n jatkuvuuden (viite 2).
Myos viite 3. kdyttaad tuttua topologista tulosta (Topologia I, Vektorianalyy-

si): Koska K on jatkuva (ja reaaliarvoinen) kompaktissa joukossa [0, 1] x [0, 1],

se saa siind suurimman ja pienimmé&n arvonsa, ja erityisesti K on rajoitettu.

Siis erdalld vakiolla M < oo pétee
|K(z,5)] < M < oo kaikilla x,s € [0,1].

Néin saamme kaikilla f € C(0,1) arvion

[(Tf)(2)] < /0 [K (2, 5)[|f(s)lds < M| f[|sc,

miké siis antaa || Tf || < M|| f|lc. Néin ollen T' on rajoitettu operaattori;
voimme itse asiassa valita

M=[Klx= sup |K(zs)],
(z,s)€]0,1]x[0,1]

jolloin || T'|| < || K ||so- Olemme siten todistaneet viimeisenkin véitteen 3.
(Kommentti: Esimerkin tulos pétee myo6s kompleksiarvoisille ydinfunktioille
K :]0,1]x0,1] — C. Téssé tapauksessa C'(0, 1) koostuu jatkuvista funktioista
f:0,1] — C, ja kompleksiarvoinen integraali on

/Olf(S)ds = /01 fl(S)dS+i/01 fols)ds,

kun f = fi +ifs € C(0,1), missd fi(s) = Ref(s) ja fa(s) = Imf(s), s €
[0, 1]. Argumentti on kompleksisessa tapauksessa hyvin samanlainen ylldolevan
kanssa, ja jatamme yksityiskohdat lukijan pohdittaviksi.) O

2.34. Huomautus. (Ei luennoilla vuonna 2010) Y14 esitetty integraalioperaat-
torin jatkuvuuden todistus antaa hieman enemménkin kuin mitd Esimerkki
2.31 tarvitsi: Havaitaan ettd funktion T f jatkuvuus riippuu olennaisesti vain
ytimestd K eikd niink&déan funktiosta f.

Koska télld havainnolla on kéyttod myohemmin, formalisoidaan sitd hie-
man, kiyttden jatkuvuusmodulin késitetta: Olkoon meilld funktio w : [0, 00) —

[0, 00) jolle
t — w(t) on jatkuva, aidosti kasvava ja w(t) =0<t =0

Sanomme silloin ettd w on jatkuvuusmoduli.
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Nimittéin, jos A on normiavaruuden F osajoukko ja funktiolle g : A — C pétee
(2.35) l9(x) = g(y)| Sw(llx —yl) kaikilla z,y € A,

niin w kertoo "kuinka” jatkuva g on. [Tyypillinen esim: w(t) =¢*, 0 < o < 1.]
Jos ¢:lld on jatkuvuusmoduli w joukossa A, eli (2.35) pétee, se on selvés-

tikin tasaisesti jatkuva (Miksi?). Mutta pdtee myos kddntéen, ettd jokaisella

tasaisesti jatkuvalla funktiolla on jatkuvuusmoduli. Voimme nimittédin asettaa

wo(t) = sup{lg(x) —g(W)| : z,y € A, ||z —y| <t}

Tasaisen jatkuvuuden nojalla wg on jatkuva ja wg(t) — 0 kun ¢t — 0. Aidosti
kasvava siitd saadaan médrittelemdalld w(t) = wo(t) + ¢. Télle (2.35) selvésti
pétee, ja siten g:lla on jatkuvuusmoduli w.

Jos palaamme Esimerkkiin 2.31, ytimelld K on ylldolevan nojalla jatkuvuus-
moduli wg. Lisiksi, arviot (2.32), (2.33) antavat

(2.36) (T ) = (TH W < wllz = yDI [ llee < wre(lz —yl)

mikili || f|looc < 1,€li f € Bg, E = (C(0,1). Toisin sanoen, oli f:n jatkuvuus
miten heikkoa tahansa, 7' f:n jatkuvuus on aina vihintdan luokkaa wg !

Harjoitustehtévia

2:1 Olkoon f,(t) =t" kun ¢ € [0,1] ja n € N. Suppeneeko jono (f,,) jatkuvien
funktioiden avaruudessa (C'(0,1), || - ||c0)?

2:2 Olkoon g¢,(t) = n(e’/™ — 1) ja g(t) = t kun t € [0,1] ja n € N. Niyts,
ettd ||gn — glloo — 0 kun n — oo. [Vihje: tutki esimerkiksi erotusfunktion

ddriarvoja.|

2:3 Olkoon (FE, || - ||) normiavaruus skalaarikuntana K. Néyté, ettd kuvaukset
(x,y) m z+y: EXxE — Eja(\z)— \: Kx FE — FE ovat jatkuvia.
[Muistutus: Riittda esimerkiksi néyttdd ettd x, +y, — x +y kun n — oo aina

kun z, — x ja y, — y E:ssi, ja samoin toisessa tapauksessa.|
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2:4 Olkoot || - []1 ja || - ||o normeja vektoriavaruudessa E. Nayta, ettd ||z| =
max{||z|1,||z]]2}, z € E, médrittelee normin avaruudessa E. Etsi liséksi esi-
merkki sellaisista normeista ||-||; ja ||-||2 tasossa R?, etté ||| = min{||z||1, ||z|]2}

el ole normi tasossa.

2:5 Olkoon (£, ||-) normiavaruus ja F' C E aito vektorialiavaruus (siis F' # E).
Voiko F' olla avoin joukko avaeuudessa E? [Vihje: jos x € E \ F, mieti mita
tapahtuu puolisuoralla {Az : A > 0}.]

2:6. Tutki ovatko seuraavat joukot avoimia (avaruuksien vastaavien sup-normien

suhteen):
A={feC(0,1): f(t) > 0 kaikilla ¢ € [0, 1]},

B = {(xy);—, € £ : x;, > 0 kaikilla k € N}.

2:7. Olkoon e, = (0,...,0,1,0,...) € ¢! (ykkénen n:nelld paikalla) kun n =
1,2,.... Asetetaan A = {e, : n € N} ja B = {—¢, + 2¢; : n € N}. Perus-
tele miksi A ja B ovat avaruuden ¢! suljettuja ja rajoitettuja joukkoja, mutta
summajoukko A+ B ={a+b:a € Abc B} ei ole suljettu.

2:8. Nayté, ettd ¢g = {(z,) € ¢~ : lim,z, = 0} on avaruuden (> sul-
jettu vektorialiavaruus sup-normin || - ||« suhteen. Osoita lisiksi ettd ¢y on
separoituva normiavaruus. |[Vihje: Tarkista, ettd finiittisten jonojen joukko

coo = {(zn) : , # 0 dérellisen monella n} on separoituva ja tiheé co:ssa.]

2:9. Osoita, ettéd rajoitettujen jonojen avaruus (£, || - ||») ei ole separoituva.
[Vihje: Tutki esimerkiksi karakterististen funktioiden {x4 : A C N} C (*
muodostamaa jonoperhetté, tai diagonalisoi. Edella y4(n) = 1 jos n € A ja
x4(n) = 0 muulloin. Voit vapaasti kiyttda tietoa, ettd potenssijoukko P(N) =
{A: A C N} on ylinumeroituva.|

2:10. Olkoon 1 < p < oo. Etsi sellainen jono (z™) C ¢, etti ||z™], < 1
kaikilla n € N ja jonolla (#(™) ei ole normissa ||-||, suppenevia osajonoja. Tssé
(") = (a:,(gn))iozl € (7 kaikilla n € N. [Huom.: Tamén esimerkin perusteella

suljettu yksikkopallo By siis ei ole kompakti joukko avaruudessa (7]

2:11. Olkoon 1 < p < g < oo. Néyté, ettd ||z], < ||z]l, kun z = (z,) € ¢P.
Péiittele, ettid 1 C /P C 01 C ¢ kun 1 < p < q < oo. [Vihje. Tutki aluksi

sellaista jonoa x = (x,) € (7 jolle ||z, = 1]

2:12. Maaritellaan

Tf(z) = / rn rep,
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kaikilla f € C'(0,1). Nayta, ettd T' on (hyvin méaéritelty) rajoitettu lineaarinen
kuvaus C'(0,1) — C(0,1). Anna jokin ylaarvio T:n normille ||T||.

2:13. Olkoon E normiavaruus ja T : E — R lineaarinen kuvaus. Kuvauksen T
ydin on
Ker(T)={x € F: Tz =0}.

Osoita: T on jatkuva jos ja vain jos Ker(T) on E:n suljettu vektorialiavaruus.
[Vihje: suuntaan "< 7 oleta, ettei T' ole jatkuva origossa ja nédyta, ettd Ker(T)
ei ole suljettu. Lauseen 2.30 nojalla on jokaisella n € N olemassa sellaiset
vektorit x, € E, ettd |[z,[| = 1 ja Tz, > n. Olkoon y, = 7= kun n € N.
Koska T # 0 on olemassa x € E jolle Tz = 1. Kirjoita x = & — y,, + y», seki
totea ettd x — y, € Ker(T) kaikilla n ja liséksi y, — 0 kun n — o0.
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3. TAYDELLISYYS JA BANACHIN AVARUUS

Reaalilukujen joukko R (varustettuna normilla |z — y|) eroaa ratkaisevasti
rationaalilukujen joukosta @Q seuraavan ominaisuutensa perusteella: reaalilu-
kujono (x,)22, suppenee R:ssé jos ja vain jos (z,) on Cauchyn jono (ts. (z,)
toteuttaa Cauchyn suppenemisehdon). Tété reaalilukujen joukon R ominai-

suutta sanotaan taydellisyydeksi. Toisena esimerkkind mainitaan avaruus
E ={f:][0,1] — R| f on Riemann-integroituva}

varustettuna seminormilla

1
Hle—/0 |f(t)|dt, feE.

Avaruus (E, || - ||1) ei ole taydellinen (todistus sivuutetaan); timé puute oli erés
keskeisisté syistd Lebesgue integraalin kidyttoonottoon ja kehittdmiseen.
Yleisemmalld tasolla, (esim. differentiaali)yhtéloitéa ratkaistaan tyypillisesti
hakemalla approksimatiivisia ratkaisuja, ja lahes sddnnollisesti funktioavaruuk-
silta vaaditaan taydellisyyttéd, jotta approksimatiivisille ratkaisuille 16ydetadn

jokin rajafunktio.

3.1. Méaéritelm&. Normiavaruuden (E, | -||) jono (x,)neny on Cauchyn jono,

jos jokaista € > 0 vastaa sellainen luku m. € N, etta
lze — ;| <e
aina kun £ > m. ja 7 > m..

Huomautus. Kun tarkastellaan jonon (z,,),eny méadraamié loppuosan joukkoja
Ap={x,: n>m}, missi m = 1,2,..., niin huomataan ndiden halkaisijoit-
ten avulla, etta:

() on Cauchyn jono < lim,,_. diam(A4,,) = 0.
Edelld joukon A C E halkaisija on diam(A) = sup, ,call 7 —y |-

Seuraavat kaksi lausetta kertovat Cauchy jonojen perusominaisuudet (eri-

koistapauksessa (R, | - |) ndmé& ominaisuudet esiintyvit jo Analyysi I:ssé).
3.2. Lause. Normiavaruuden E suppeneva jono (x,) on aina Cauchyn jono.

Todistus. Olkoon lim, =, = y eli lim, ||z, —y| = 0. Jos € > 0, on olemassa

sellainen m. € N, etta

|2n —y | <5 kaikilla n > m..

A—ey
Siis kun j, k > me, niin ||z —2; || < ||op—yl|+|ly—z;||<5+5=¢ O

Toisaalta,
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3.3. Lause. Normiavaruuden E Cauchy jono (z,) on rajoitettu, eli on olemassa
M < oo jolle ||z,|| < M kaikilla n € N.

Todistus. Olkoon (x,) C E Cauchy jono ja A, ={ z,: n>m }. Koska (z,)
on Cauchy jono, niin on siis olemassa sellainen mq € N, ettd diam(A4,,,) < 1.
Jos y € A,,,, niin kolmioepéyhtélon avulla saadaan

A—ey
Tyl < 11y =@ [+ [ 2mo | < T+ [[2mg |-

Siispa téyden jonon (x,) vektoreille saamme arvion

supl| @ || < max{{[ e[ [|22 I, -l Emo—y 14 [l 2mg [[} < 00
U
Alamme sitten tarkastelemaan téydellisid normiavaruuksia.
3.4. Maéritelmé. Normiavaruus (E, | - ||) on taydellinen, jos avaruuden E jo-

kainen Cauchyn jono (z,) suppenee avaruudessa E (siis on olemassa sellainen

y € E, ettd lim, z,, = y).

Téaydelliset normiavaruudet ovat funktionaalianalyysin keskeinen tutkimus-
kohde ja tyokalu, joten niille on otettu kidyttéon oma nimi (puolalaisen Stefan
Banach’in (1892-1945) mukaan, joka merkittévalld tavalla kehitti alaa).

3.5. Madiritelmi. Taydellistd normiavaruutta (E, | -||) sanotaan Banachin

avaruudeksi (usein sanomme lyhyesti: E on Banachin avaruus).

Selvitetdan seuraavaksi mitka edellisessé luvussa l0ydetyisté avaruuksista ovat
taydellisié, ja erityisesti, kuinka kaytdnnossa néytetddn ettd annettu normia-
varuus on tiydellinen. Olkoon siis ensin A # ) joukko ja

B(A,K) = B(A) := {2z : A — K] z rajoitettu kuvaus},
varustettuna normilla

| z ||oo = sup|z(t)|, kun z € B(A,K).
teA

3.6. Lause. (B(A,K),||-||o) on Banachin avaruus.

Todistus. Todistus perustuu skalaarikunnan K taydellisyyteen. Nimittéin, ol-
koon (z,) Cauchyn jono avaruudessa B(A,K), € > 0 ja t € A mielivaltainen.

Koska on olemassa sellainen indeksi m,, etté

(3.7) |k (t) — 2 (D] < flan — 2]l <€
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kun indeksit k,j > m,, on skalaarijono (zx(t))ren Cauchyn jono skalaarikun-
nassa K. Télloin on siis olemassa raja-arvo lim,, z,(t) € K, silla metriset ava-
ruudet K = R tai K = C ovat téydellisid. (Tapaus K = C palautetaan mieliin
alla.) Pitdmélld ¢ € A muuttujana saadaan (yksikésitteisesté) raja-arvosta ku-
vaus y : A — K,

y(t) == 7}13)10 zn(t), teA.

Lauseen viite seuraa osoittamalla seuraavat apuviitteet:

(i) kuvaus y € B(A,K), eli y on rajoitettu kuvaus A — K,
(ii) || xn — Y |loo — 0, kun n — oo, eli x,, — y avaruudessa B(A, K).

Tétd varten, olkoon € > 0 mielivaltainen, ja kiytetddn arviota (3.7), joka
pétee tasaisesti jokaisella t € A. Pidetédédn siind k > m. sekd t € A kiinteiné,
ja annetaan j — oo. Silloin

Jim fay () — 25(t)] = |2 (t) — y (0],
koska yo. tarkastelee vain skalaarilukuja z;(¢) ja skalaarien normi |-| on jatkuva.
Epéayhtédlon (3.7) sdilyminen rajalla takaa, ettd

(3.8) lzk(t) —y(t)| <e kunte Ajak >m..
Tasta saadaan ensinnékin etta
@] < ly(t) — 2x@)] + |z(t)] < e+ [|2x [l kunt € A,

eli ettd y € B(A,K). Toiseksi (3.8) pétee tasaisesti, so. samalla yldarviolla ¢

jokaisessa pisteessd t € A, joten saadaan

| 2k — ¥ ||lco = sup|zx(t) — y(t)| < e kaikilla & > m..
teA

Olemme néin néytténeet, ettd limy 2, = y avaruudessa B(A, K), eli suppene-
minen tapahtuu ko. avaruuden normin suhteen.

Ylldolevat argumentit yhdistden néhdéén ettd (B(A),||-||o) on Banachin
avaruus.
(Muistutus: (C,| - |)n taydellisyys palautuu R:n vastaavaan ominaisuuteen.
Edelld |z| = y/]a2+ b2 kun 2z = a + ib € C. Olkoon (z,) C C Cauchyn
jono, missé z, = a, + ib, kun n € N. Koska |a,, — a,,| < |2, — 2] kaikilla
n,m € N, niin (a,) C R on Cauchyn jono, joten lim, a,, = a on olemassa.
Samoin imaginaariosat (b,) muodostaa R:n Cauchyn jono, joten b, — b kun

n — oo. Télloin lim,, z,, = a + ib, koska

|20 — (a +ib)| = /]an — al? + |b, — b2 — 0, kun n — oc.)
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Erikoistapauksina A = {1,...,n} ja A = N saadaan tésta

3.9. Seuraus. (1) Vektoriavaruus K™ varustettuna metriikalla

1% loo= sup |z:l, 2= (z1,...,2,) € K",

1<i<n
on Banachin avaruus.

(2) (£°,] - |lo) on Banachin avaruus.
Annetaan myos konkreettinen esimerkki epdtdydellisestd normiavaruudesta.

3.10. Esimerkki. (cqo, || - [|s) €l ole tdydellinen normiavaruus, kun

coo = {(xn)52y € £ : x, # 0 vain dérellisen monella n € N},

ja
I (k) [loo = suplael, (1) € coo.

keN
Ratkaisu: (coo, || - ||so) on normiavaruus, koska coy C ¢y on vektorialiavaruus.
Olkoon z™ = (1,4,1,...1/0,0,...), kun n € N. Selvéisti (") € ¢ kaikilla
n € N. Toisaalta kaikilla n, p € N péatee

n+ n _ 1 1
HSU( P)_x( )||oo = H (0”0’n_+1”n_+p’0’07) Hoo
n kpl
1 1
= sup == — 0
n+1<j<n+p J n+1

kaikilla p € N, kun n — oo. Siispa (#(™) Cauchyn jono avaruudessa (cgp, || - ||oo)-

Viite epéataydellisyydestd seuraa, kun osoitetaan, ettei ole olemassa jonoa

Y = (Yx) € coo, jolle
lim || 2™ — y |0 = 0.

Tehdaén vastaoletus: oletetaan, ettd todella 16ytyisi sellainen y = (yx) € coo,

etti ™ — y sup-normissa. Jonon (™) alkioiden k& mnet koordinaatit x,(cn)

ovat muotoa

ja kaikilla indekseilla k € N pétee
2 =yl < N2 —y [l — 0,

kun n — oo. Siksi
lim 2™ — 1 I 1
= lim 2;” = lim — = —
Ye = M0 T = U T

kun £ = 1,2,.... Toisaalta, y = (%)keN

tuksen kanssa. Siis (cqo, || - [|so) on epéataydellinen. O

¢ oo, mikd on ristiriidassa vastaole-
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3.11. Huomautus. (1) Reaalikertoimisten polynomien muodostama normiava-

ruus
P={p:[0,1] = R: p polynomi }

varustettuna sup-normilla

Pl = sup |p(t)]
te(0,1]

ei ole tdydellinen. (Muista Analyysi II:sta, ettd e’ = )", tk—k, kaikilla ¢ € [0, 1],
ja tarkastele polynomeja p,(t) = > 7 _, %, kun n € N). Samoin, jos P varus-
tetaan luvun 2 Esimerkissa 2.13.(2) annetuilla normeilla || - ||y ja || - ||2, niin

vastaavasti osoittautuu ettd P:sté ei tule taydellista.

(2) Lauseessa 3.24 n#ytdmme, ettd (€7, - ||,) on Banachin avaruus kaikilla
1 < p < o00. Sen sijaan, Esimerkin 3.10 ideaa muokkaamalla voidaan néhda,
ettd jos 1 < p < ¢ < oo, niin normiavaruudet (€7, -||,) ja (7, - ||) eivéit ole
tiydellisid. (Muista, ettd 1 C P C 9 C ¢y kaikilla 1 < p < ¢ < oo, vrt. HT
2:10).

Seuraavan tuloksen avulla saadaan lisdd esimerkkeja Banachin avaruuksista.

3.12. Lause. Olkoon E Banachin avaruus ja M C E suljettu aliavaruus. Tdl-
loin M on tiydellinen, eli Banachin avaruus, avaruuden E indusoimassa nor-

missa.

Muistutus: M C E on suljettu jos ja vain jos sulkeuma M = M, missd € M
jos B(xz,r) N M # () kaikilla r > 0.

Todistus. Jos (x,) C M on Cauchyn jono avaruudessa M, niin (z,) on myos
avaruuden F Cauchyn jono. Koska E tédydellinen, niin on olemassa sellainen
raja-alkio y € E, ettd lim, z,, = y. Koska M on suljettu ja x,, € M kaikilla n,
niin raja y € M = M, joten M on téydellinen. 0

Edellinen tulos pétee my6s kddnteiseen suuntaan:

3.13. Lause. Normiavaruuden E tdiydellinen aliavaruus M on suljettu avaruu-
dessa L.

Todistus. Olkoon 2z € M mielivaltainen. Koska M N B(z,1/n) # 0 kaikilla
n = 1,2,..., niin voidaan 16ytaa sellainen jono (z,) C M, ettd lim, x, = z.
Talloin (z,)22, on Cauchyn jono avaruudessa E Lauseen 3.2 nojalla ja siten
myo6s avaruudessa M, joten avaruuden M taydellisyyden nojalla lim,, x, =y €
M on olemassa. Raja-arvon yksikésitteisyyden nojalla on oltava z = y € M,

joten siis M = M ja M on suljettu avaruudessa E. 0
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3.14. Seuraus. Olkoon M Banachin avaruvuden E vektorialiavaruus. Talloin
M on taiydellinen (eli Banachin avaruus E:n indusoimassa normissa) < M

on suljettu.

Todistus. Seuraa vilittomaésti Lauseista 3.12 ja 3.13. 0

Kaytdmme seuraavaksi néitéd tietoja tutkimaan jatkuvien kuvausten ava-

ruuksia.

3.15. Esimerkki. Olkoon X metrinen avaruus, ja
C(X)=C(X,K):={f: X = K] f jatkuva avaruudessa X}
Jos f,g € C(X) ja A € K, niin pisteittdinen summafunktio f + g € C(X) ja
Af € C(X), jolloin avaruudesta C'(X) tulee vektoriavaruus. Merkitddn
BCO(X) = BO(X,K) := B(X,K) N C(X),

eli jatkuvien ja rajoitettujen kuvausten X — K avaruus. Siis BC(X) on ava-
ruuden B(X) := B(X, K) vektorialiavaruus.

Kysymys. Onko BC(X) C B(X) suljettu (normin || - ||o suhteen)?

Olkoon t € X kiinted, ja asetetaan
BCy(X)={f € B(X): f on jatkuva pisteessi t }.

Huomautus. (TopoI) f: X — K on jatkuva pisteessi t € X, jos jokaista € > 0

vastaa sellainen pisteen ¢ avoin ymparisto V,t € V C X, ettd

|f(u) — f(t)] < ¢ kaikilla v € V.

3.16. Lemma. BCy(X) on avaruuden B(X) suljettu vektorialiavaruus kaikilla
teX.

Todistus. Olkoon g € B(X) sellainen funktio X — K, etta g sisiltyy vekto-
rialiavaruuden BCy(X) sulkeumaan sup-normin || - ||, suhteen. Olkoon € > 0
annettu. Tilloin on olemassa sellainen f € BCy(X), ettd ||g — fl < 3.
Koska funktio f on jatkuva pisteessa ¢, niin 10ytyy sellainen avoin ympéristo
teV C X, ettd
|f(t) = f(u)| < § kaikilla u € V.

Télloin

9(t) — g(u)| < |g(t) = O +[F() = f(u)] + | f(u) — g(u)]

<L — L
<lg—Flls <lg—Flls

£
<29 = fllots <e
< ="3

1
<3
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kaikilla w € V. Siis g on jatkuva pisteessi ¢, joten g € BCy(X) ja siis BCy(X)

on suljettu. 0

3.17. Lause. Olkoon X metrinen avaruus. Tdlloin (BC(X), || - ||«) on Banac-

hin avaruus.

Todistus. Koska f on jatkuva avaruudessa X jos ja vain jos f on jatkuva kai-

kissa pisteissd t € X, niin

BC(X) = (BCW(X),

missé BC(X) on suljettu kaikilla ¢ € X Lemman 3.16 nojalla. Siis BC(X) on

suljettu (vektori)aliavaruus avaruudessa B(X). Nyt viite seuraa Lauseista 3.6

ja 3.12. 0
3.18. Seuraus. Jos X on kompakti metrinen avaruus, niin (C(X), |- |s) on
Banachin avaruus. Erityisesti, (C(0,1), |- ||ec) on Banachin avaruus.

Muistutus: Metrinen avaruus X on kompakti jos jokaisella jonolla (z,) C X
on suppeneva osajono (z,;)52;, eli siis x,; — y kun j — oo sopivalla y € X.
Esimerkiksi, osajoukko B C R™ on kompakti jos ja vain jos B on suljettu ja

rajoitettu (ns. Heine-Borelin lause, [Viisild: Topologia I], Lause 13.14).

Todistus. Kaytetdadn Topo I'n tulosta jonka mukaan kompaktissa metrisessa
avaruudessa X jokainen jatkuva kuvaus f : X — K on rajoitettu, eli C(X) =
BC(X). O

Huomautus. (1) Edelliolevan merkinndn mukaan siis C'(0,1) = C([0, 1]). Sen
sijaan vektoriavaruudessa C((0,1)) = {f : (0,1) — R| f jatkuva valilla (0,1)}
ei ole edes "jarkevdd” normia (vrt. Harjoitukset 2)!

(2) Lause 3.17 ja Seuraus 3.18 pétevit myos samoilla todistuksilla kun yleisem-
min X on topologinen avaruus. Téssa tapauksessa kompaktisuus méaéaritellaan

avoimien peitteiden avulla (katso [Viiséla: Topologia I, Lause 13.39).

Esimerkin 2.10 kohdassa (2) esiteltiin avaruuden (> aliavaruudet ¢ ja co.
c:={x=(x,);, 2, € K¥n € N/limz, on olemassa},

co ={x=(x,)p, v, € KVn e N,limz, =0}.
3.19. Lause. ¢ ja ¢y ovat Banachin avaruuksia (sup-normin suhteen).

Todistus. (1) ¢y C £ on suljettu vektorialiavaruus (Harjoitukset 1)
(2) ¢ C £ on suljettu:
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Olkoon x = (z3) € (> sellainen jono, ettd x € ¢. Kun ¢ > 0, niin 16ytyy

sellainen jono y = (yx) € ¢, etté

2 —=ylle <3
Koska (yx) on suppeneva jono, niin erityisesti (yx) on skalaarikunnan K Cauc-

hyn jono. Siis on olemassa sellainen m. € N, etta

i — k| < 5

kaikilla 7, & > m.. T&ll6in

A—ey
|z — o] < lzy =yl + Yy — vl + lye — 2]
<E+E+§—€
3 3 3

kaikilla j, k& > m.. Koska £ > 0 mielivaltainen, niin z = (z;) on myos skalaa-
rikunnan K Cauchyn jono. Siispéd (zy) suppenee, joten x € ¢. Siis ¢ = ¢ on

suljettu, joten Lauseen 3.12 nojalla ¢ on Banachin avaruus. U

Huomautus. Olkoon N = N U {oo} ja varustetaan se topologialla 7, jonka

kantana ovat joukot
U={n} ja V={oo}U{keN: k>m}, missin,meN.

Saatu avaruus (N, 7) on N:n yhden pisteen kompaktifiointi. T&llsin itse asiassa

¢ = C(N). Siten Lause 3.19 seuraa myos Seurauksesta 3.18.

VEKTORIARVOISISTA SARJOISTA

Olkoon E normiavaruus ja (zj)gen jono avaruudessa F. Mietimme seuraavak-

si vastaavan vektorisarjan Z;’il x; summautumista. Toisin sanoen, pétevitko

tutut sarjateorian perusteet myos dédrettoméan dimension tapauksessa ?
Sarjaa merkitdén tavallisesti symbolilla ), x) tai ) 2. Sen osasummille

kéytetddn tuttuja merkintojé,

n
Sn:x1+x2+...+xn22x]~ kun n € N,
j=1

jolloin siis s,, € E kaikilla n € N. Edelleen, alkio x; € E on sarjan k:s termi.

3.20. Maéritelmé. Olkoon ) xj; normiavaruuden E alkioiden muodostama

sarja. Mikéli osasummien jono (s,)22 ; suppenee kohti vektoria s € E, eli

lim || s, —s|| =0,
n—oo
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sanotaan ettd sarja ), xj suppenee E:ssa ja sen summa on s; merkitddn talloin

[e.9]
s = E T
k=1

Sanotaan, ettd E:n sarja Y, xj on absoluuttisesti suppeneva (joskus myos:

normisuppeneva), jos positiiviterminen sarja ), || || suppenee (R:ssd).

3.21. Esimerkki. Olkoon e, = (0,0,...,0, 1 ,0,...) € £*, kunn € N. Suppe-
n:s

neeko sarja -, < avaruudessa (*? Enté suppeneeko Y >° | €= absoluuttisesti

(?:ssa?

Ratkaisu: Olkoon z = (£),en. Nyt 2 € (2 koska (Analyysi II)

[e.o]

>
5 .
n=1 n
Tallsin sarja Y -, € suppenee (*:ssa ja sen summa Yy e = x. Nimittéin,
sarjan m:s osasumma S,, on
"< en 11

m — - = 17_:_7 ) 70707 )

3 ; n ( 23 )
ja siis

1 1 L1\ 12
s lla=11(0,0,....0,— —— . :( ,—) 0,
I = s ll2 =1 ( — )l ;;ﬁ -
m kpl =m

kun m — o0; kyseessd on suppenevan sarjan jadnnostermi. Kuitenkaan sarja
> 2 ei ole absoluuttisesti suppeneva avaruudessa 02, silld Analyysi IT:n nojalla

(harmoninen sarja)

[
>
n=1 n

=1 =1
= 2plenlk=2=c

O

Taydellisyyden ja absoluuttisesti suppenevien sarjojen vélilla on tarked yh-
teys. Ennen tata tulosta tarvitaan seuraava hyodyllinen riittdvd ehto Cauchyn

jonon suppenemiselle.

3.22. Lause. Jos normiavaruuden E Cauchyn jonolla (z,) on osajono (z,,),

joka suppenee kohti vektoria y € E, nitn myds koko jonolle pdtee lim, x,

Todistus. Olkoon £ > 0 mielivaltainen. Valitaan Cauchyn ehdosta sellainen
m. € N, ettéd
| 2x — x5 || < § kaikilla k, j > m..
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Koska lim; .o ,; = y, niin on olemassa sellainen indeksi j. € N etta kaikilla

J > Je pitee n; > me ja || z,, —y|| < §. Télléin, jos j > j. on kiinted, niin
Hxn_y” < ||33n—33nj H‘*’Hmnj_yH <%+§:€

kaikilla n > m,. Siis lim, z,, = ¥. O

3.23. Lause. Normiavaruus E on Banachin avaruus jos ja vain jos jokainen

avaruuden E absoluuttisesti suppeneva sarja )y, ) suppenee avaruudessa E.

Todistus.
"=” Olkoon E Banachin avaruus ja ), x; avaruuden E absoluuttisesti sup-

peneva sarja. Jos n € N, p € N, ja s,, = >_;* | o) on sarjan m:s osasumma,

niin
n+p n
Isnip = snll = 1D 2 =D @il = [ Zni1+ - + Tngo |
j=1 j=1
A—ey n+p 00
< Szl S eyl —o0
j=n+1 j=n+1

kaikilla p € N, kun n — oo (suppenevan sarjan jadannostermi). Siis (s,) on
Cauchyn jono avaruudessa FE, joten se suppenee.
"«<" QOletetaan, ettd avaruuden F jokainen absoluuttisesti suppeneva sarja
suppenee. Olkoon (z,) Cauchyn jono avaruudessa E. Lauseen 3.22 nojalla riit-
tda 1oytad suppeneva osajono (z,,). Konstruoidaan osajono (z,;) induktiolla
seuraavasti:
Koska (z,) on Cauchyn jono, niin 16ytyy sellainen ng € N, etté

[ 2p —zq || < B

kaikilla p, ¢ > ng. Oletetaan, ettéd on jo valittu luvut ng < n; < ... < n; joille

1
| @p — 24 | <ﬁ

kaikilla p, ¢ > ny ja k =0,1,...,j. Valitaan seuraavaksi n,,. Koska jono (z,)

on Cauchyn jono, niin 16ytyy sellainen n;; € N, ettd n;.; > n; ja

H Tp — Lq H < 95+2

kaikilla p,q > n;1;. Néin jatkamalla saadaan osajono (7,,)52,.
Merkitd4n nyt yo = g, Yj = Tn; — Tn,_, kun j = 1,2,.... Talloin [|y; || =
| T, — 2, || < 2% kaikilla j = 1,2,.. ., silld n; > n;_; ja arvio seuraa valitse-

malla p = n; ja ¢ =n;_;.
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Siispé sarja ) y; on absoluuttisesti suppeneva, silld

Syl < llwoll + > 27 < o.
J=0 j=1

Oletuksen nojalla sarja ) y; siis suppenee. Merkitdén sarjan summaa

ja tarkastellaan sarjan Z;io y; osasummia. Havaitaan, ettd itse asiassa

Yj = Tng + (Tn, — Tpg) + -+ + (T, — Tn,,_,) = zp, kaikilla k.

E

J=0

Néin ollen jonon (z,) osajono (z,, )ren suppenee kohti pistetta y € E. Talloin
Lauseen 3.22 nojalla siis my6s jono (x,) suppenee kohti pistettd y ja E on
taydellinen. U

Lauseen 3.23 nojalla voidaan usein osoittaa avaruuden tdydellisyys. Esimer-
kiksi reaalilukujen joukon R tapauksessa voidaan péaitelld seuraavasti: Olkoon
> ay itseisesti suppeneva sarja R:ssd. Merkitddn by = |ax| — ax, kun k£ € N.
Téalloin 0 < by < 2|ay| kaikilla k, joten sarja > by suppenee vertailuperiaatteen
nojalla. Koska ay = |ax| — by, suppenee sarja »  a; myos. Siis Lause 3.23 sanoo,
ettd R on tédydellinen.

Absoluuttisesti suppenevien sarjojen kriteerin avulla myos avaruuksien (P

taydellisyys saadaan verraten "kivuttomasti”.

3.24. Lause. Jonoavaruus (%, ||-||,) on Banachin avaruus kaikilla 1 < p < oo.

Todistus. Olkoon Y (™ absoluuttisesti suppeneva sarja avaruudessa ¢7, eli
™ € (P kaikilla n ja

D N, < co.
n=1
Jos merkitéin jonoa 2 = (xén))keN € (P, niin
1
0 < (Slalp)” = 2,
kaikilla £ € N, joten

> Y] < oo, kullakin k € N.
n=1
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Siten skalaarilukujen sarja ) a:;n)

Yk = Z xi;n)
n=1

Olemme néin 16yténeet uuden lukujonon y = (yx)ren. Viitdmme, ettd

y = i e
n=1

missé sarjan suppeneminen tapahtuu avaruudessa 7.

suppenee, silld K on tdydellinen. Merkitaan

Olkoon ¢ > 0. Absoluuttisen suppenevuuden perusteella 16ytyy sellainen
m € N, etti

> e <e.

n=m+1
Olkoon i,7,s € N, m < r < s. Koska kyseessd on dérellinen summa, niin

saadaan itseisarvon jatkuvuuden avulla

i\yk i =Slggoi\ixé”) s
k=1 n=1 P ~

Toisaalta, avaruuden /P kolmioepayhtéalon perusteella

DI S OR S D or

“m |3

k=1 n=r+1

k=1 n=r+1 k=1 n=r+1
S
p p
< (3 1a0) < (3 1) <o
n=r+1 n=r+1

Kun annetaan tissd s — oo, niin

T . P

> [ 3o
=1 n=1
kaikilla 7 € N ja r > m. Antamalla lopuksi ¢ — co néhdéaén, etté
T oo T " p
ly =2 =" = oo <
n=1 k=1 n=1

kun r > m. Erityisesti siis jono (yx — Y., x,g ))keN € (P, joten Lauseen 2.23

<eP

sivulla 20 nojalla

Y = (Yr)ken = (yk - ;T;: >keN <ZI )keN

Lisaksi

< ¢ kaikilla r > m.

-
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Niin ollen sarja Y 2™ suppenee ja Lauseen 3.23 sivulla 40 nojalla ¢* on Ba-

nachin avaruus. U

LP-AVARUUDET

Haluamme seuraavaksi maééritelld jonoavaruuden ¢P vastineet ”jatkuvassa”

tapauksessa, eli avaruudet joiden normit kuvauksille f : 2 — K saadaan suu-

£ 1hi= ([ 1F@pana)) "

Paddymme néin LP-avaruuksien késitteeseen. Tamén tarkempi/syvéllisempi

reista

teoria kuuluu kursseihin Mitta- ja integraali sekd Reaalianalyysi. LP-avaruudet
ovat kuitenkin keskeisidi esimerkkejé Funktionaalianalyysissid ja sen sovelluk-
sissa; lisdksi Hilbert-avaruuksien (todellisesta) kédytosta ei saa kunnon kuvaa
ilman L?-avaruuksia. Kdymme siksi alla LP-avaruuksien perusideat lipi, erityi-
sesti niita lukijoita silmaélla pitéden, jotka eivét ole vield suorittaneet yo. kursse-
ja. Keskitymme nimenomaan ideoitten esittelyyn ja sivuutamme useiden mit-
tateoreettisten vaitteiden todistukset, jotka jaavit Mittateorian kursseilla ké-

siteltaviksi.

Téaméan kurssin tarpeisiin riittaa tarkastella (Lebesgue-)mitallisia osajoukko-
ja © C R" ja n-ulotteista Lebesguen mittaa p (allaoleva pétee kuitenkin myos
yleisissd mitta-avaruuksissa (€2, 1), missd ¥ on jokin joukkoon Q liittyva

o-algebra ja pu on Y:ssa mééritelty positiivinen mitta). Muotoa

f = Z Ak X Ey,
k=1

olevia funktioita kutsutaan yksinkertaisiksi funktioiksi; tédssd a € K, E, C Q
on mitallinen joukko kun k£ = 1, ..., m. Edelld joukon E karakteristinen funktio
on xg(x) = 1jos x € E ja xg(x) = 0 kun x ¢ E. Yksinkertaisen funktion

[ => 1, arxg, integraali médritelldén helposti kaavalla

[ rin = [ st iijakuwk).

[Muista myos: m.k. = melkein kaikkialla, so. nollamittaisen joukon ulkopuolel-
la.]

Yleisemmin, jos 0 < f on mitallinen funktio, niin 16ytyy sellainen jono yksin-
kertaisia funktioita f,, ettd 0 < f, < for1 < -+ < fja f(z) = lim, o fu(2)
melkein kaikkialla. (Itse asiassa funktio on mitallinen jos ja vain jos se on yk-

sinkertaisten funktioiden pisteittdinen raja m.k. z € .) Asetetaan

(3.25) [ = tim [ fdn
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missd funktioiden f, integraalit muodostavat kasvavan lukujonon, ja siten yo.
raja-arvo on olemassa (voi olla co).

Mittateoriassa niytetdén ettd mééritelméan (3.25) raja-arvo on riippumaton
approksimoivan jonon (f,) valinnasta. Lisiksi voi hyvin olla ettd (3.25):n raja-
arvo, ja siten integraali fQ fdu, on oco! Tamén pulman valttdmiseksi sanotaan,
ettd mitallinen funktio f : (2 — K on integroituva, mikéli fQ |f] dp < 0.

Jos nyt f : € — R on integroituva mitallinen funktio, niin sen positiivi-
nen osa fy = max{f(z),0} ja negatiivinen osa f_(x) = max{—f(z),0} ovat

molemmat integroituvia, ja voimme asettaa

/Qfdu:/ﬂﬂdu—/ﬂfdu-

Kompleksiarvoiselle funktiolle f = u + v asetetaan lopuksi

/fdu:/ud,u%—i/vd,u.
Q Q Q

Mittateoriassa osoitetaan, ettd jos A C R on suljettu ja rajoitettu véli, ja
f on Riemann integroituva A:ssa (erityisesti, jos f on jatkuva !), niin silloin
edelld méadritelty integraali on tasmélleen sama kuin tuttu Riemann integraali!!

Olkoon sitten 1 < p < 0o,  C R™ mitallinen joukko ja p(£2) > 0, missd p on
Lebesguen mitta avaruudessa R". Misrittelemme aluksi joukon L®)(Q) = L®)

niiden mitallisten funktioiden f: €2 — K joukkona, joille
» 1/p
1= ([ 15@Pan) " < .

Jotta L®) olisi vektoriavaruus, on niytettivi, etti || - ||, on seminormi ava-
ruudessa L), Téhiin tarvitaan (kuten (P-avaruuksien tapauksessa) Holderin

epayhtaloa.

3.26. Lemma (Holderin epéyhtilo). Jos f € ,P) ja g € L@, missi 1 < p,q<
00 ja L+ L =1, niin tillgin (pisteittiinen) tulo fg € LY ja

gl Fllollglly 5 el

i@t < ([ @ )’ ( ) ([ lstlrduta

Todistus. Jos || f ||,= 0, niin f(z) = 0 m.k. x € Q, jolloin my6s tulo f(z)g(z) =
0mk. z € Qjasiis [|fg]dp = 0. Samoin pétee jos || g ||,= 0. Néissd tapauksissa

vaite on ilmeinen.
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Voidaan siis olettaa, ettéd || f ||,]| ¢ |l4> 0. Sovelletaan Lemmaa 2.17 sivulla 17

valitsemalla (kun z € Q)

@l ., ls@)
i, gl

a

mistéd seuraa epayhtalod

[f(@)g(@)| _ 1@ 1lg(x)]
17 Tolgls =2 17 " a Tgllf

Integroimalla tdmé& puolittain muuttujan x suhteen saadaan

-1 -1 1 -p 2 1 —q q
115l / foldn <171, / f@Pdut Il / 19(2)|7 dp

1 1
=-+-=1
P q

x € Q.

0]
3.27. Seuraus (Minkowskin epayhtls). Jos f,g € L® ja 1 < p < oo, niin

1f+gll< I F 1+ gl
Todistus. HT. O

Koska selvisti || Af [l,= |M| f |lp, niin L® on tim#n ja Minkowskin epé-
yhtilon nojalla K-kertoiminen vektoriavaruus. Mutta avaruudessa L® on se

pulma, ettd || - ||, ei ole normi:
1 fl,=0 & f(z)=0mk € Q!

(Siis f — || f ||, on vain seminormi). Pulmasta selvitiksemme, samaistamme

kaikki ne funktiot, jotka ovat samoja m.k. x.

Seuraava esimerkki antaa mielikuvan mitd tdma samaistaminen kaytannossa
merkitsee. Integroidaan vaikkapa seuraava funktio vélilld [0, 1],

fl@)=2z, kun 0 <z <1/2ja f(z) =3, kun 1/2 <z < 1.
Voisimme my0s asettaa (Piirrd funktioiden kuvaajat !)
glx)=z, kan 0 <z <1/2ja f(x) =3, kun 1/2 <z < 1,

koska ei ole mitddan luonnollista tapaa valita f:n arvoa epéjatkuvuuspisteessé
xr = 1/2; selvésti molemmat valinnat ovat yhtd hyvii, ja integroinnin kannalta
molemmat valinnat tuottavat saman tuloksen. Onkin siksi jarkevid samaistaa
namé funktiot !

Yleisemmin, annetulla funktiolla voi olla paljon enemmén epéjatkuvuus- (tai
“epamadraisyys-)pisteiti, joten saman filosofian mukaan on jarkeviid samaistaa

funktiot f ja g, jos f(z) = g(x) nollamittaista x:ien joukkoa lukuunottamatta.
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Tasmallistd madrittelya varten sanotaan etté funktiot f, g € L®) ovat ekvi-
valentit, merk. f ~ g, jos f = g mk. z € Qeli u({z : f(x) # g(x)}) = 0.
Asetetaan

[fl={9eL? g~ [}, feLW

Huomataan, ettéd jos fi ~ g1 ja fo ~ go niin (f1 + f2) ~ (g1 + g2). TAmA seuraa

siirtymalla komplementteihin inkluusiossa

{z: filz) = gu(@)} 0 {z : fale) = ga(2)} C {2 2 i) + fo(x) = g1 (%) + g2(2) }-

Samoin af; ~ afs jos fi ~ fo ja a € K. Néin ekvivalenssiluokat muodostavat

vektoriavaruuden:
laf + bg] = a[f] +blg] kun f,g € LP, a,be K.
(Selvita itsellesi tamén yksityiskohdat !). Méaritellaan nyt
(3.28) Lr(Q) ={[f] : f € LV @Q)}.
Huomataan etté || f ||, = || ¢ ||, aina kun f ~ g, joten

1Al = £ 1lp, € L,

on siten hyvin mééritelty. Edelleen, || f|,= 0 < [f] = [0], eli avaruudessa
LP(Q) suure || - ||, on norma.

Kéaytannossid piddmme (so. kohtelemme) LP(2)m elementteji funktioina.
Myoés siisteissd tapauksissa, esimerkiksi jos luokassa [f] on jatkuva funktio,
valitsemme sen luokan edustajaksi, eikéd tulkinta f € LP(€2) tuota pulmia.

Kuitenkin, yleisessé tapauksessa LP-funktion arvo ei ole pisteittdin hyvin
méédritelty. Jos tarvitsemme tiettyd arvoa f(x), joudumme valitsemaan luo-
kasta [f] yhden edustajan; jos haluamme néin saada tietoa koko luokasta [f],
meidén on t&lloin huolehdittava siité, etta padttelyjen lopputulos ei riipu edus-

tajan f valinnasta !!

(Vaihtoehto. [Mainitaan lyhyesti vuoden 2010 luennoilla] Mé&éritellaan LP(2)
tulkitsemalla yo. konstruktio enemmaén lineaarialgebrallisin konstein, kiyttden
vektoriavaruuden tekijaavaruuksia. Tarkemmin, olkoon X vektoriavaruus ja M
sen aliavaruus. Koska X on yhteenlaskun suhteen Abelin ryhmé ja M sen ali-
ryhmé, voimme muodostaa tekijaryhmén X /M, jonka alkioina ovat jadnnos-
luokat modulo M,

r+ M, xelX.
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Téssd © + M = {x +m : m € M} on mééiritelty joukkona, kuten Luvussa 2.

Asetetaan yhteenlasku ja skalaarilla kertominen luonnollisilla kaavoilla

(3.29) (x+M)+y+M) =(@x+y)+M
(3.30) M+ M) =lx+M

ja niin saadaan tekijaryhmistd X /M vektorialiavaruus.®

Olkoon nyt M = {f € L® : f(x) = 0 m.k. z € Q}, joka on avaruuden L)

vektorialiavaruus.
3.31. Masritelma. Avaruus LP = LP(f2) on tekijaavaruus L®) /M.

Huomataan, ettd edelld f + M = g+ M jos ja vain jos f — g € M, eli siis
f ~ g. Kuten edelli todettiin, || f ||, on sama kaikille funktioille f € L), jotka

poikkeavat toisistaan enintéddn O-mittaisessa joukossa, joten lauseke

1f+ Ml =11 fllp, feLP,

on hyvin mééritelty tassidkin vaihtoehdossa. Néin tekijaavaruuskonstruktio tuot-
taa "saman” avaruuden LP kuten edella.

Jos f € L) on yleensi tapana merkiti funktion f médrasamas tekijaavaruu-
den LP alkiota eli luokkaa f+ M myos symbolilla f! Téssé on siis taas pidettava
mielessé, ettd jos kaksi avaruuteen L® kuuluvaa funktiota poikkeaa toisistaa
enintddn O-mittaisessa joukossa, ne ovat avaruuden L alkioina samoja.)

Seuraava tulos on keskeinen Funktionaalianalyyttisia sovelluksia silméllapi-

taen.
3.32. Lause. Olkoon 1 < p < oco. Tdlloin (LP,|| - ||,) on Banachin avaruus.

Todistus. Edellisesté keskustelusta seuraa, ettd LP on normiavaruus. (Huomaa,
ettd Holderin ja Minkowskin epédyhtdlot péateviat myos avaruudessa LP; Mieti
miksi néin on!).

LP-avaruuksien tédydellisyys kuuluu oikeastaan Reaalianalyysin kurssin ma-
teriaaliin, silla paattely tarvitsee muutaman perustuloksen Lebesgue-integroin-
nista. Siksi ne lukijat, jotka eivit ole vield Reaalianalysid seuranneet, voivat
ottaa tuloksen annettuna; todistuksen argumentteja ei tarvita muualla téssé
kurssissa.

Luonnostelemme alla kuitenkin taydellisyystodistuksen paépiirteet, jotta Mit-
tateoriaan perehtymétonkin lukija saa mielikuvan miten mitallisten funktioi-
den kanssa operoidaan. Téydellisyysagumentti on itse asiassa analoginen ¢

avaruuksien tapauksen kanssa.

3Tarkemmin tété ideaa selvitetdin Lineaarialgebran jatkokurssilla.
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LP-avaruuksien taydellisyytta varten tarvitaan seuraavia Mitta ja integraalin

-kurssin aputuloksia:

3.33. Lemma. (i) [Monotonisen konvergenssin lause] Jos f,: Q — [0,00] on
jono mitallisia kuvauksia, joille 0 < fi(z) < ... < fu(7) < fu(z) < ...
kaikilla x € ), niin

[t fute)dute) =t [ fuGoino)

(i1) [Fatoun Lemmal Jos f,: Q — [0, 00| on mitallinen kaikilla n € N, niin

/liminffn(x) <11m1nf/fn Ydu(x
Q

n—oo n—oo

Todistus. (i) Todistus loytyy Mitta ja Integraali -kurssilta.
(ii) Olkoon gi(x) = inf,>x fn(z). Silloin g on mitallinen, gp < fr, 0 < g <
go < ... sekd

klim gr(x) = liminf f,(z).

Koska (gy) on kasvava funktiojono, niin (i)-osan mukaan lim, .o [, gedp =
fQ limg o0 grdp. Erityisesti,

/lim inf f,(x)dp = hm /gj Ydu < hm 1nf/ fr(z
QO n—oo

O

Lauseen 3.32 todistus jatkuu. Olkoon ) f, absoluuttisesti suppeneva sarja ava-
ruudessa LP, eli M = > || f, ||,< oo. Lauseen 3.23 sivulla 40 nojalla riittas
osoittaa, ettd > f, suppenee LP:ssa. Kiinnitetdén edustaja f, € L®) jokaisella
n € N. Riittas 16ytéas sellainen f € L®) jolle

i | 351 -
n=1

k—o00

Jos merkitaan

k
=S Il zeQ

niin avaruuden L® kolmioepayhtilon nojalla

k
lgell= || 215l
n=1

Monotonisen konvergenssin lauseen 3.33.(i) nojalla

9] k
p . p .
L (1) = i [ (S0A0)" e =t oy < 207 <
n=1 n=1

k
<D Mfl< M. kel
n=1
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Siis funktio g(x) := .| f,.(x)] € L™ ja edelleen tistd seuraa, ettd g(x) < oo
m.k. x ja ndillid x sarja

@) =3 fule)

suppenee avaruudessa K. Asetetaan f(z) = 0, jos g(x) = oo, jolloin |f(x)| <
g() kaikilla z € Q ja siis f € L), Lisiiksi Fatoun lemman 3.33.(ii) nojalla

k » ‘ J k
L= an= [ [0 -3
J k
<timint [ |3 f=3" 1,
n=1 n=1

Otetaan nyt p:nnet juuret puolittain saadusta epayhtéalosté, jolloin

p
dp

P
dys.

7 o0
| <tmint S aulb= Y o

k
Hf—;fn

kun k£ — oo (oikealla oleva on suppenevan sarjan jadnnostermi). Siispa jokainen

J
< lim inf H S
n=k+1

p J—oe

avaruuden LP normisuppeneva sarja suppenee, joten LP on tédydellinen eli LP

on Banachin avaruus. ]

Y1l& oletettiin, ettd 1 < p < oo. Tapaus p = oo on itse asiassa helpompi.
Koska tapauksissa 1 < p < oo samaistimme funktiot, jotka poikkeavat enin-
tddn O-mittaisessa joukossa, haetaan nyt télle vastine kun p = co. Pdddymme

seuraavaan kasitteeseen:

3.34. Méaritelma. Olkoon 2 C R™ Lebesgue mitallinen osajoukko. Mitallinen
funktio f: Q — K on oleellisesti rajoitettu, jos on olemassa 0 < M < oo, jolle
|f(z)] < M Xkaikilla = jonkin O-mittaisen joukon ulkopuolella, toisin sanoen
p({zeQ: |f(x)] > M })=0. Funktion f oleellinen supremum eli

| f l|oo:= esssup | f ()],
z€eQ
on infimum kaikista edelld mainituista luvuista M, siis
| flloo:=1nf{ M : mitta p({ze€Q: |f(x)]>M})=0}.

Kuten tapauksessa 1 < p < oo samaistamme taas f ~ g, jos f(z) ja g(x)

poikkeavat enintdén O-mittaisessa joukossa. Merkitdén
L = L>=(Q) = {[f] : [ oleellisesti rajoitettu Q — K},

missa siis [f] = {g : g ~ f, g on oleellisesti rajoitettu } on vastaava ekvivalens-

siluokka.
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Kuten edelld, tulemme sdannollisesti kdyttaméaan merkintdd f € L, kun

tarkkaan ottaen tarkoitetaan, ettd f:n médraamé luokka [f] € L.
3.35. Lause. (L™, |lw) on Banachin avaruus.

Todistus. Taas tarvitaan hieman Mittateorian tietoja, ja siksi ne lukijat jotka
eivit ole Reaalianalyysia seuranneet, voivat toki ottaa Lauseen 3.35 tuloksen

annettuna. Selvyyden vuoksi annamme kuitenkin téssid todistuksen yksityis-
kohdat.
(1) jos f € L* (on mitallinen edustaja {2 — K), niin t&lloin

[f(@)] < 1 lloe mk. 2 €,

silld mitan p subadditiivisuuden nojalla

n{z € A f(@) > | fllo}) = nl ULz |F@)] > || £ lloo + 1/n})

<3 ulfe € Q:[f@)] > | o +1/n}) =0.

(2) L on vektoriavaruus ja | - | on normi: Koska | (x)| < [| f | ja lg(2)] <
| gl mk. z € €2, saadaan
@)+ g(@)] < 17(@)] +19@) < I f o + 119 oo mk. 2 € 2,

joten || f+ glloo <1 f lloo + 11 9 lloo- (Selvité itsellesi miksi || af ||oo = |a|l| f ||l
kikilla f € L)

3) L* on tdydellinen:  Olkoon ( f,,) Cauchyn jono avaruudessa L. Lauseen 3.3
sivulla 32 nojalla jono on rajoitettu eli || f,, ||oo< M < oo kaikilla n € N. Kiinni-
tetddn mitalliset edustajat f,, : Q — Kkaikillan = 1,2, .... Olkoon Ay ja B, ,

ne joukon 2 osajoukot, joissa | fx ()| > || fx [|oo ja | fu(2)— fin ()] > || fa—fin || co-
Kohdan (1) nojalla joukot Ay ja B, ,, ovat O-mittaisia. Asetetaan

E= (IQNAK) U( U Bam).

n,meN

Télloin mitan subadditiivisuuden perusteella
p(E) < 3 p(A0) + 3 p(Bo) =0
k n,m

Olkoon ¢ > 0. Koska (f,,) on Cauchyn jono, 16ytyy sellainen n. € N, ettd
[ o= finlloo< €

kaikilla n,m > n.. Kun x € Q\ E, niin

[fo(@) = (@) < | foo = fin lloo< &
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kaikilla n,m > n., koska B, ,, C E, joten (f,(x))32, on Cauchyn jono ava-
ruudessa K. Siispd K:n tdydellisyyden nojalla on olemassa raja-arvo f(z) :=
lim f,(x) jokaisella x € Q\ E. Asetetaan f(z) = 0, kun x € E. Talloin f on

mitallinen kuvaus, ja koska

[fn(@)] <[ Sl M

kaikilla x € Q \ E, niin f € L*. Samoin on voimassa

F@) = fu@)] = T [fle) — fu()] < lmsupl| frn — fi S <.

m—00

kaikilla n > n. ja x € Q \ E. Koska p(F) = 0, niin téstd seuraa, etté
T | £ = fu = 0.
[

Huomautus. Yleisimmin vastaavasti mééritelladan Banachin avaruus LP(Q, X, ),
kun (€2, X, p) on (tdydellinen) mitta-avaruus ja 1 < p < oo (vrt. Reaalianalyysi
I, 1.4-1.6). Téssé X on o-algebra joukossa €2 ja u : X — [0, 00] on positiivinen

mitta.

Huomautus [ei luennoilla vuonna 2010]: Avaruuden L* téydellisyys voidaan
todistaa myos kayttden edelld kuvattua tekijaavaruuden struktuuria. Nimit-
tdin, jos M on avaruuden X vektorialiavaruus niin yhtéldiden (3.29) avulla
médriteltiin uusi vektoriavaruus X/M. Jos nyt X on normiavaruus ja M sen

suljettu vektorialiavaruus, saadaan X /M :std normiavaruus asettamalla
|2+M || x/m = inf{||z+m| :m e M} =inf{||z—m| :m € M} = dist(x, M)
Helposti ndhdéén etté || « + M || x/a on normi: Jokaisella my,my € M
Iz +y+Mlxm < [le+y+m+mef < |lz+m | +[ly+me|
ja ottamalla inf yli vektoreiden mq, mo, saadaan
Iz +y+ M llxm < [le+ Mllxm+ 1y + Ml x/n

Samalla tavalla ndhdan, etté || ax + M || x/nm = |a||| © + M || x/n. Lisdksi, yllé-
olevasta seuraa, ettd ||z + M || x = 0 & dist(z, M) =0 2 € M = M, eli
r+ M =0+ M, avaruuden X /M nolla-alkio.

Liséksi, harjoituksissa néytetdén, ettd jos X on Banach avaruus ja M C X

on suljettu v.a.a, niin silloin X/M on Banach avaruus.

Valitsemalla nyt X = {f : Q@ — K rajoitettu ja mitallinen} C B(2,K)

havaitaan mittateorian avulla, ettd X on suljettu B(€2, K):ssa, ja siis Banach
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avaruus. Jos M = {f € X : f(z) = 0mk. x € Q}, niin silloin voidaan
samaistaa

L>* = X/M.
(Viitteen yksityiskohdat jéatetddn yliméériiseksi harjoitustehtéiviksi. Huomaa,
ettd samaistuksessa pitda valita alkiolle f € L* rajoitettu edustaja g : 2 — K|
g ~ f, jolle esimerkiksi |g(z)| < ||f|le kaikilla z € Q. Nédin médriteltyna L™

on Banachin avaruus harjoitustehtédvén 3:10 perusteella.)

BANACHIN KIINTOPISTELAUSE (EPALINEAARINEN FA)

Seuraava taydellisyyden aspekti on osoittautunut hyodylliseksi ja monipuo-

liseksi tyOkaluksi monissa eri funktionaalianalyysin sovelluksissa.

3.36. Madritelmi. Olkoon E Banach-avaruus ja D C E osajoukko (D # ().
Kuvaus T': D — FE on kontraktio D:ssé, jos

IT(x) =T(y) | < v -yl kaikillaz,y € D.

Kuvaus T': D — FE on aito kontraktio jos on olemassa sellainen vakio 0 < k <
1, etta
| T(@) = T | < ko —yl| kaikillaz,y € D.

Jokainen kontraktio 7' : D — E on tasaisesti jatkuva D:ssd. (Huomaa, etta
kontraktion ei tarvitse olla lineaarinen kuvaus.) Piste € D on kuvauksen
T : D — FE kiintopiste, jos T(z) = x.

Huomautus. Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja D C X osajoukko. Vastaavalla

tavalla médritellaén (aito) kontraktio 7" : D — X ja sen kiintopiste.

3.37. Lause (Banachin kiintopistelause, 1922). Olkoon E Banachin avaruus ja
D C F suljettu osajoukko ja T : D — D aito kontraktio. Tdlloin kuvauksella
T on yksikdsitteinen kiintopiste v € D (eli T'(z) = x).

Todistus. Jos xg € D on mielivaltainen, asetetaan rekursiivisesti

1 = T'(x0),
Tpe1 =T(z,), kunn=1,2..
Merkitddan o, = || zp41 — o, || (n € N). Télloin
Qn = H Tn+1l — Tn ” = H T(xn,) — T(In—l) ” < k” Tp — Tp-1 H
(3.38) = k| T(zn1) = T(xn) || < k|| @01 — 20 s

<..< k’nH 1T — X H = ]CnOé(],
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kun n € N. Kolmioepayhtilod, arviota (3.38) ja geometrisen sarjan summa-

kaavaa kayttamaélla saadaan kaikilla p =1,2,... jan € N arvio
n+p—1 n+p—1 n+p—1
lanip —aall < D o —aill= Y a;< Y Kag
j=n j=n j=n
(3.39) bt i, o
= k™S K < apk™y k= 22 0,
(7)) ]2:; S O jz:; 1 k,’ —

kun n — oo. Siis (z,) C E on Cauchyn jono. Koska E Banachin avaruus, niin
on olemassa lim, z, = x € E. Koska x,, = T(x,_1) € D kaikillan = 1,2,...,
niin

ngirgoxn €eD=D,

koska D oletettiin suljetuksi. Edelleen kontraktio-oletuksesta seuraa, ettd T

jatkuva, joten

T(x)=T(lim z,) = lim T(z,) = im z,,1 =z,

eli x on kiintopiste. Osoitetaan vield, ettd x on yksikésitteinen. Olkoon y € D
toinen kiintopiste-ehdokas kuvaukselle T" eli T'(y) = y. Télloin

[z =yl =1T() =TI <klz-yl

jollakin 0 < k < 1, silla T" on aito kontraktio. Siispd ainoa mahdollisuus on,

ettd |z —y||=0eliz=y. O

Huomautus. (1) Y14 olevassa todistuksessa kiintopiste x 16ytyi iteroimalla:

r = lim T(x,), missd x, = T(zp_1) = ... =T o...0T(xg) = T"(x0),
n kpl

missd xg € D oli jopa mielivaltainen. Liséksi epayhtélostd (3.39) saadaan vir-

hearvio (antamalla siind p — oo ):

n

11—k

(3.40) [z =T"(xo) || < T (x0) — o |

kaikilla n € N.

(2) Kiintopistelause ei pade kaikille kontraktioille T : D — D, missé ainoastaan
on voimassa heikompi arvio || T'(z) —T'(y)|| < ||z —y|| kaikilla z,y € D. (Vertaa
harjoitustehtavia 3:11 ja 3:12).

Seuraavaksi tarkastellaan parilla esimerkill& kuinka Banachin kiintopistelauset-
ta voidaan soveltaa. Sovelluskohteita on itse asiassa lukematon maéra, aina yh-
den muuttujan numeriikasta esim. fraktaaligeometriaan asti. Sovelluksissa on
tietysti loydettdva kuhunkin ongelmaan sopiva Banachin avaruus ja vastaava

kontraktiokuvaus.
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3.41. Esimerkki. Johdantoluvussa [vrt. (0.2)] lupasimme ratkaista integraa-

liyhtéalon

(3.42) flz)—A /0 K(z,s)f(s)ds =g(x), z€]0,1],

ainakin kun parametri A on pieni. Nyt meilld on koossa téssd tapauksessa
tarvittavat ratkaisun elementit.

Annetuista funktioista ¢ : [0,1] — R ja K : [0,1] x [0, 1] — R oletettiin etté
ne ovat jatkuvia. Siksi on luontevaa valita alla olevaksi Banach avaruudek-
si C(0,1) sup-normilla || - || varustettuna. Sopiva kontraktiokuvaus voidaan

muodostaa monellakin tavalla; niistd helpoin ja luonnollisin on ehk&
1
(3.43) T:C(0,1) — C(0,1), (Tf)(x)=g(z) + A / K(z,s)f(s)ds
0

silld heti ndhddén, ettd f on T:n kiintopiste (eli T'(f) = f) jos ja vain jos f
ratkaisee yht#lon (3.42). (Tissd T ei ole lineaarikuvaus jos g # 0.)

Esimerkin 2.31 tuloksista seuraa, ettd 7' : C'(0,1) — C(0,1) on jatkuva ku-
vaus. Saman Esimerkin menetelmilld voimme my6s tarkemmin selvittda milloin

T on aito kontraktio. Nimittain

1
| Tf-Thlle = sup / NI (2, 5) (f() — h(s)) ds
z€[0,1] |Jo

< MK o 1 f =R lloos

missé || K || = sup{ |K(z,s)| : z,s € [0,1] }. Havaitaan siis ettd 7" on aito
kontraktio jos A on niin pieni, ettd |A| < 1/[| K ||oo-

Banachin kiintopistelauseesta seuraa nyt ettd jos |A\| < 1/|| K ||oo, niin ku-
vauksella T on kiintopiste f € C(0,1) ja siten samalla yhtélolld (3.42) on
ratkaisu f; lisiiksi f on yksikésitteinen. (Téssd sovelluksessa D = C'(0,1).)

Banachin kiintopistelause on varsin vahva, silld se antaa myds nopean al-
goritmin integraaliyhtélon ratkaisun f konstruoimiseksi (esim. numeerisesti):
Lauseen jilkeisen huomautuksen mukaan f = lim, .. g, missi (valitsemalla

iteroinnissa alkuarvoksi gy = g)

go(x) = g(x),  gi(x) = (Tgo)(x) = g(x) + A/ K(x,8)g(s)ds,

g2(x) = +)\/sz ds—l—)\Q/Kmt /Kts ds)dt

ja niin edelleen. Liséksi, arvion (3.40) perusteella jonon (g,) suppeneminen on

eksponentiaalista.



FUNKTIONAALIANALYYSIN PERUSKURSSI 55

Ainoa pulma Banachin kiintopistelauseessa on ettéd se toimii vain (aidoille)
kontraktioille. Erityisesti, herdd kysymys: miten yhtalot (3.42) kdyttaytyvéit
yleisilla parametreilla A 7!

Seuraava esimerkki néyttdd, ettd ylld A:n pienuus oli olennaista; yleisten

parametrien tapaus on siis paljon monimutkaisempi.

3.44. Esimerkki (Ei luennoilla 2010). Valitaan integraaliyhtdlon (3.42) yti-
meksi K (z,s) = xs, 0 < z,s < 1, sekél olkoon annettu funktio g(x) = 1. Silloin
yhtélo (3.42) saa muodon

(3.45) flz) = A :1:/0 sf(s)ds=1, z€]0,1]

Koska || K[| = sup, sepo,1) [ (7, 8)] = 1, yhtélélld on kiintopistelauseen no-
jalla ratkaisu ainakin kun |A| < 1. Lisdksi kuten ylla, ratkaisun voi 10ytaa
iteroimalla kuvausta h — Th = 1+ A\ fol xsh(s)ds; iteroinnissa huomataan etta
ratkaisun voi kehittdéd potenssisarjana A:n suhteen. Valitussa erikoistapaukses-
samme potenssisarjan voi jopa esittdd suljetussa muodossa (Yliméédrdinen HT:
Mééraa ko. sarja ja sen summa).

Toisaalta, tapauksessa K(x,s) = xs yhtdlon voi myos ratkaista suoraan:
Havaitaan nimittéin, ettd jokainen (3.45):n ratkaisu on muotoa f(z) = 1+
C'z jollakin vakiolla C' (Miksi?). Sijoittamalla ndhdédén ettd (3.45):n kanssa on
yhtépitavid yhtils

1
(3.46) 1—1—093—)\3:/ s(1+Cs)ds=1, xz€]0,1].
0

Integroinnin jélkeen (Tee se !) tAmé identiteetti saa muodon C'—\(1/2+C/3) =

0. Siten 5 =
xr
23—y 1 J@ =14 Ey

Integraaliyhtdlo siis ratkeaa aina kun A # 3. Kun A = 3 ratkaisua ei olemassa,

milldan vakiolla C.

Yllaolevassa 16ysimme tasan yhden poikkeusarvon A. Esimerkkid muokkaa-
malla voit helposti 16ytda ytimié, joilla on 2, 3 tai useampia poikkeusarvoja.
Kun seuraavassa luvussa olemme rakentaneet Hilbertavaruuksien perusteo-

rian, tulemme osoittamaan vield enemmén:

3.47. Esimerkki (ei luennoilla 2010). Olkoon
1

3 — e2mi(z—s)’

(3.48) K(z,s) = z,s € [0,1]

[Huom: Eulerin identiteettifi e = cosx + isinz kiyttden yo. ytimen voi kir-

joittaa myos trigonometristen funktioiden avulla.]
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Téalloin: Jos A # 3", n = 1,2,..., yhtélo (3.42) ratkeaa kaikilla g € C(0,1).
Toisaalta, jos A = 3" jollakin n, ei ratkaisua kaikilla funktioilla g 16ydy !

Viitteen todistus seuraa nopeasti Fourier-sarjojen ominaisuuksista, ja jatdmme
sen siksi lukuun 4. Huomaa, etté téssédkin esimerkissd poikkeusarvojen joukko

jaa diskreetiksi.

Katsotaan lopuksi vield yksi (hyvin!) erilainen esimerkki Banachin kiintopis-
telauseen soveltamisesta; tdmé esimerkin luonne on yleissivistava, eikd kuulu
varsinaiseen kurssisisaltoon; sivuutamme siksi osan todistuksen yksityiskohdis-
ta.

Muistetaan aluksi, ettd Banachin kiintopistelause on yleispitevi periaate,
jota voidaan kédyttdd myos tdydellisissd metrisissi avaruuksissa (oleellisesti sa-

malla todistuksella). Konstruoidaan nyt sen avulla Kochin lumihiutalekayré!

3.49. Esimerkki. Olkoon X = { A C R*: A kompakti* osajoukko, A # ) }.
Jos A, B € X, asetamme

dy (A, B) = max{sup dist(z, B), sup dist(y, A)},
€A

yeB

missé etdisyys dist(z, B) pisteestd x joukkoon A maédritelladn kaavalla
dist(x, B) =inf{ ||x — b||: b€ B},

ja || +|| on euklidinen normi tasossa R?. T#lloin voidaan osoittaa, ettd dg on
metriikka joukkoperheessi X (tdtd metriikkaa kutsutaan Hausdorffin metrii-
kaksi).

Lisdksi (X, dy) on tdydellinen (tdmé perustuu kompaktisuuteen, sivuutetaan
vksityiskohdat; HT). Olkoot f; : R? — R? 1 < j < n, annettuja aitoja
kontraktioita ja k; < 1 vastaavat kontraktiovakiot. Talléin
(%) k= max k; <1,

7=1,...,n
jolloin siis || fj(x) — fi(y) || < k|| — y | kaikilla z,y € R? ja j = 1,2,...,n.
Asetetaan

o(4) = | £(4),

kun A € X, eli kun A C R? on kompakti osajoukko. Koska kompaktien jouk-
kojen aérellinen yhdiste on kompakti (Topologia I) on

o(4) = | £5(4)

on kompakti kaikilla A € X'. Siis ® on kuvaus X — X.

“Heine-Borelin lause: A C R? on kompakti < A on suljettu ja rajoitettu
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Viite. ® on aito kontraktio (X,dg) — (X,dy)

Todistus. Olkoot A, B C R? kompakteja. Jos
ze @A) = £(4),
j=1

niin z = f;(z) joillakin z € A jal € {1,...,n}. Olkoon y € B mielivaltainen.
Tallsin fi(y) € fi(B) C ®(B), joten

dist(z, ®(B)) < || fulz) = fily) | < kllz =y,

misséd k < 1 ehdon (*) nojalla. Siis ottamalla infimum pisteen y € B suhteen

saadaan, etti
dist(z, ®(B)) < k dist(x, B).

Koska z € ®(A) on mielivaltainen, niin

sup dist(z, ®(B)) < ksupdist(z, B) < kdg(A, B).
z€®(A) z€A

Symmetrian perusteella pétee samoin

sup dist(z,®(A)) < ksupdist(y, A) < kdy(A, B).

2€®(B) yeB
Siispé,
dp(®(A), ®(B)) < kdu(A, B)
kun A, B € X, joten kuvaus ® on aito kontraktio. O

Nyt Banachin kiintopistelauseen metrisen version nojalla kuvauksella ® on
yksikisitteinen kiintopiste A € X, eli on olemassa kompakti osajoukko A C R?,
jolle

A=a(4) = £(A).
j=1
Lisdksi A = lim,, ®"(B), missd suppeneminen tapahtuu metriikan dy suhteen:

dy(A, ®"(B)) — 0 kun n — oo ldhtien mistéd tahansa joukosta B € X.

Valitaan edelld esimerkiksi kontraktiot f; similariteeteiksi, eli
fj(.l’> :T‘jOj(l’)—f—bj, j: 1,...,n,

missd 0 < r; < 1,b; € R? ja O; : R? — R? jokin tason kierto origon ympéri.
Talloin saadaan kauniita esimerkkeja "fraktaaleista” joukoista. Valitaan vaik-
kapa similaariteetit fi,..., fi : R? — R? siten, etti ne kuvaavat yksikkojanan

I =10,1] C R? kuten seuraavassa kuvassa.
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Néamé similariteetit méadrdaaviat kuvauksen @ kuten ylla. Mikéd on talloin vas-
taava (yksikésitteinen) invariantti joukko A, jolle $(A) = A 7!

Banachin kiintopistelauseen todistuksesta tieddmme, etté kiintopiste A saa-
daan iteroimalla kuvausta ® (esim. lihtien joukosta I € X ). Nyt ®*(I) =
O(P(1)) nayttas talté:

Rajalla A = lim,,_,,, ®"(/) saa seuraavan muodon (Kochin lumihiutalekéyré):

tahan tulee kuva!!

Edella oleva Banachin kiintopistelauseen sovellus on peréisin J. E. Hutchinso-
nilta vuodelta 1981.

Harjoitustehtavia

3:1 Olkoon E, F' Banachin avaruuksia, ja 7' : ' — F' sellainen jatkuva lineaa-
rinen kuvaus, ettd | Tz| > c||z| kaikilla x € E jollakin ¢ > 0. Nayta, ettd T
on injektio ja ettd kuvajoukko T(E) = {Tx : x € E} on F:n suljettu vektoria-
liavaruus. [Apu: voit tarkistaa, ettd T'(EF) on tdydellinen.]

3:2 Kiinnitetddn 0 < a < 1 ja olkoon Lip, sellaisten funktioiden f : [0,1] — R

joukko, joille
|f(s) = f(?)]

[flla = [f(0)] 4 sup ————+= < <.
sAt ]S —
Niytd aluksi, ettd Lip, on vektoriavaruus ja etté || - ||, on normi. Osoita sen
jalkeen, ettd (Lipa, || - ||o) on Banachin avaruus. (Huomaa etté

[f(s) = F@OI <N flla - |s — t|* kaikilla s, ¢ € [0,1], f € Lipa.

Sanotaan usein, ettéd f on Holder-jatkuva potensilla «, tai kertaluvun o Lipschitz-
funktioksi.)

3:3. Suppeneeko (funktio)sarja Y - (—1)"L Banachin avaruudessa C(0,1)?

n=1

Entéd suppeneeko kyseinen sarja absoluuttisesti avaruudessa C(0,1)7 [Edelld
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sarjan n:s termi on siis funktio ¢t — (—1)”%. Muista Analyysi II:sta vuorotte-

levat sarjat ja Leibniz’in lause.]

3:4. Olkoon cop = {x = (x,) : z, # 0 dérellisen monella n € N} varustettuna
sup-normilla ||z|| = sup,, |z,|. Etsi sellainen vektorisarja > v, ettd >y,

ei suppene avaruudessa coo, mutta » ||y, < 00.

3:5. Olkoon FE epétédydellinen normiavaruus. Konstruoi sellainen avaruuden FE
absoluuttisesti suppeneva sarja ) ,, ettd sarja )z, ei suppene E:ssa. [ Vih-

je: Idea on nékyvissi Lauseen 3.23 todistuksessa.

3:6. Olkoon 1 < p < oo. Todista LP-avaruuksien Minkowskin epayhtalo:

If+glle < IFllo+ gl fr9 € LP(Q).

[Tapauksessa 1 < p < oo imitoi Lauseen 2.22 todistusta ja kdytd Holderin

epayhtidlod LP-avaruuksissa. Tapaus p = 1 on suoraviivaisempi.|

3:7. Asetetaan ¢(f) = fol s V4 f(s)ds kaikilla f € L?(0,1). Néyts, ettd ¢ on
jatkuva lineaarinen kuvaus L?(0,1) — K. [Muistutus: Holderin epéyhtils LP-

avaruuksissa.|
3:8. (i) Osoita, ettéd

sup |f(t)| = ess SUpte[o,l]’f(t)’
te(0,1]

kaikilla jatkuvilla (reaaliarvoisilla) kuvauksilla f € C'(0, 1). Pédttele, ettd C(0,1) C
L>(0,1) on suljettu (vektori)aliavaruus.

(i) Nayté, ettéd inkluusio C'(0,1) € L*(0,1) on aito tutkimalla esimerkiksi vé-

lin I = [0, 1/2] karakteristista funktiota x;. [Muista, ettd avaruudessa L>°(0, 1)
samaistetaan sellaiset funktiot, jotka poikkeavat toisistaan nolla-mittaisessa

joukossa.|

3:9. Olkoon E Banachin avaruus, ja M C E suljettu vektorialiavaruus.

(i) Tarkista, etté tekijdavaruuden E/M laskutoimitukset (x+ M)+ (y+ M) =
(x4+y)+MjaXxz+M) = x+M kun z,y € FE ja A € K eiviit riipu edustajien
z,y valinnoista. [Muista. x + M =y + M jos ja vain jos © —y € M ]

(ii) Nayta, etté ||x + M|| = inf{||x —m|| : m € M} maarittelee normin tekijé-
avaruuteen E /M, jolle ||z + M|| < ||z| kaikilla x € E.

3:10. Osoita, ettéd tehtévissa 3:9 médritelty normiavaruus (E/M, || - ||) on Ba-
nachin avaruus. [Idea. On osoitettava, ettd jokainen avaruuden FE/M abso-
luuttisesti suppeneva sarja » ||z, + M|| < oo todella suppenee tekijaavaruu-

dessa E//M. Madritelmén nojalla jokaisella n € N 1oytyy sellainen edustaja
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Un € Tp + M, ettd ||y,|| < 2|z, + M||. Talloin sarja ) vy, suppenee E:ssi
oletuksen nojalla. Nayté etta y + M = > (2, + M), missd y = > yy.|

3:11. Madritellasin kuvaus f : B — 2 asettamalla

1
f(z) = (5(1 — ||z||2), x1, 22, - - - ), kun x = (zy) € By,
missi Bz = {x = (z3) € * : ||z]|2 < 1} on avaruuden ¢* suljettu yksikkopallo.

Néyté: (i) f(Bp) C Be, (i) || f(z) = f(W)]2 < Y|z — yl| kaikilla 2,y € B,
(iii) ei ole olemassa sellaista jonoa z € By, etti f(z) = .

3:12. Maaritelladan kuvaus T : ¢y — ¢¢ kaavalla

T(x) = (1 —||2|lco, 1, T2,...), x= (k) € Co-
Osoita, ettéd T on kontraktio B., — B, jolla ei ole kiintopistetta = = (z) €
B...

3:13. Naytéa kiintopistelauseen avulla, ettd integraaliyhtalolla

1
1e) = [ fePds=a, wep),
0
on yksikésitteinen ratkaisu f € Bey = {f € C(0,1) : || flloo < 1}

3:14. Olkoon F Banachin avaruus, D C E suljettu osajoukko sekd T': D — D
kuvaus. Osoita: jos T" =T o...o T (n kpl) on aito kontraktio jollakin n > 2,
niin kuvauksella 7" on yksikésitteinen kiintopiste. [Ohje: Banachin kiintopiste-
lauseen nojalla kuvauksella 7™ on yksikésitteinen kiintopiste x € D. Nayté,
ettd 7" !(z) on silloin T:n kiintopiste.]

3:15. Olkoon E Banachin avaruus, U C E avoin joukko ja g : U — FE aito kont-
raktio. Asetetaan f(z) =z — g(x), = € U. Osoita, ettd f(U) on avoin joukko
E:ssi. [Juonikuvio: Olkoon ¢ < 1 kuvauksen g kontraktiovakio, z € U mieli-
valtainen ja r > 0 sellainen side, ettd B(z,7) C U. Néyti, ettéd (avoin) pallo
B(f(2),(1 —¢)r) C f(U) kiinnittamélld yo € B(f(z2), (1 — ¢)r) ja soveltamalla
Banachin kiintopistelausetta kuvaukseen ¢(x) = = — (f(z) — yo) = g9(z) + vo.]

3:16. Olkoon T : C(0,1) — C(0,1) lineaarikuvaus (T'f)(t) = tf(t), kun t €
[0,1] ja f € C(0,1). Ndyta, ettd [|Tf]loo < ||f|loo kaikilla f € C'(0,1), eli T on
kontraktio. Olkoon

A={feC(0,1): f(0)=0,f(1)=1,0 < f(t) < 1 kaikilla t € [0,1]}.

Tarkista, ettd A C C'(0,1) on suljettu konveksi joukko ja T(A) C A. Néyta,

ettei kuvauksella T ole kiintopistetta joukossa A.
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4. HILBERTIN AVARUUDET

Hilbertin avaruudet ovat daretonulotteisista normiavaruuksista ominaisuuk-
siltaan kaikkein ldhinné “kotiavaruutta” R™ tai C". Téastd syysté niiden teoria
on joustava ja kédyttokelpoinen monessa tilanteessa. Hilbertin avaruuden normi

madraytyy sisdatulosta.

4.1. Maaritelmi. Olkoon E vektoriavaruus, jonka skalaarikuntana on K. Ku-

vaus f: ' x E — K on Hermiten muoto, jos
(1) f(‘rl + x27y> = f(xhy) + f(x27y> kaikilla T1,T2,Y € Ea
(i) f(A\z,y) = Af(z,y) kaikilla z,y € Fja A € K

(iii) f(y,z) = f(z,y) kaikilla z,y € E. (Téssd Z = a — ib on kompleksilu-
vun z = a + ib € C konjugaattiluku.)

Huomautus. (1) Jos K = R, niin ehto (iii) on muotoa f(y,z) = f(z,y) kaikilla
r,y € .

(2) Suoraan laskemalla néhdéén, ettd

flyn+v2) = Flor +v2,0) & o) + Fl0) = fla,mn) + fz.pe)
ja
fla.zg) = FOw2) X Fly.) = M(x.y)
kaikilla z, y1,y2 € F ja A € K. Hermiten muoto f on siis konjugaattilineaarinen

jalkimméisen muuttujan suhteen.
(3) Nolla-alkion tapauksessa f(0,y) =0 = f(z,0) kun z,y € E, silli 2f(0,y) =
f(2-0,y) = f(0,y).
Hermiten muoto f : £ x F — K on sisdtulo (tai skalaaritulo) avaruudessa F,
jos f on lisdksi aidosti posititvinen eli

f(x,x) > 0 kaikilla x € F , sekd f(x,z) = 0 jos ja vain jos z = 0.
Sisétulon tapauksessa merkitsemme:

(zly) = f(z,y), zyek,

|z| =+ (z|x), z€kFE.

Vektoriavaruus £ on sisdtuloavaruus, jos E on varustettu sisdtulolla (-|-).
Joskus kdytamme sisétulolle myos merkintdd (z, y). (Kirjallisuudesta 16ytyy
liséiksi useita muita merkintoja: (z,y), (x|y) yms.)

Seuraava keskeinen arvio tarvitaan sen osoittamiseksi, etté || - || todella on

normi sisdtuloavaruudessa F.
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4.2. Lause (Cauchy—Schwarzin epayhtélo). Sisdtuloavaruudessa E pitee

(CS) [zl <Nz iyl kaikilla 2,y € E.

Todistus. Voidaan olettaa, ettd = # 0, y # 0 (muuten (CS) on ilmeinen).
Jokaisella A € K pétee

(9) (i) < n
O<(z+rylz+Xy) "= (z|z) + Aylz) +A(z[y) + 0y |y)
AP

)

= lz*+Maly) +Maly) + ANy ]*

(z]y)

Valitaan A = — 3
vl

. (On hyvéd huomata, ettd tapauksessa K = R tdmi

on polynomin A — || z || + 2X\(z |y ) + A?|| ¥ ||> minimikohta!) T&lls valinnalla
edellisesté epéayhtilostd saadaan

2(z|y)l* | I(z]y)l |(z]y)|?
0< |l |* - 7+ Tyl ==~ >
Iyl Iy [y
= |yl <z Plyl?
miké osoittaa véitteen. 0
4.3. Seuraus. Kuvaus ||z || = \/(z|z), x € E, on sisdtuloavarvuden E normi.

Todistus. Kolmioepayhtalo on todistuksen varsinainen epétriviaali kohta. Suo-
raan laskemalla ja kdyttamaélla identiteettid z +Z = 2Re 2z luvuille z € C,

saadaan
2 (8)—(4%9) 2 2
O0<|lz+ylF=(z+ylzt+y) "= |z"+(z|y)+(ylz)+ [y
= x|+ (z|y)+(z|y)+lyl?
=l z|?+2Re(z|y)+ |yl

Koska kompleksiluvuille z € C pétee aina Re z < |z|, niin edellisen epdyhtéilon

ja Cauchy—Schwarzin epédyhtélon nojalla

le+yl* <[z |*+2(=]y)l+ 1y

(cs)
< lzlP+20z Myl + 1yl ==l +I1y)*

Ottamalla neliéjuuri saadaan ||z +y || < ||z ||+ ||y], kun z,y € E.

Edelleen, kun x € F ja A € K, on selvésti voimassa

Iz ]| = VOala) = VXX (2| @) = VIR 2 = N 2 ||

Myés ehto (N3) toteutuu, silld ||z || = 1/ (z]|z) = 0 jos ja vain jos z = 0, silld

(-]-) on sisdtulo. O
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4.4. Maaritelmé. Sanomme, ettd tdydellinen sisdtuloavaruus (E,(-|-)) on

Hilbertin avaruus.
Hilbertin avaruuden nimitys tulee David Hilbertin (1862-1943) mukaan.

4.5. Esimerkki.
(1) Jos x = (x4, ...,2,) € K" jay = (y1,...,y,) € K", niin kuvaus

n
(z|y) = E Z5Y;
j=1
on vektoriavaruuden K" sisdtulo. Vastaava normi

lzllz= V(2 ]2) = V]er? + |22l + - + |2a]?

on avaruuden K" tavallinen euklidinen normi ja (K", | - ||2) on Hilbertin ava-

ruus. Merkitddn usein £ = (K", || - ||2), n=1,2...
(2) Jonoavaruudessa ¢? midritelldin sisitulo kaavalla
(*) <$|y) = ijgp kun x = (xk>7 Y= (yk) € 62‘
j=1

Huomaa, etté jonoavaruuksien Holderin epayhtélon 2.20 (tai Schwarzin epayh-
téalon 2.21) nojalla

S adid < Qa2 lul?)E < oo, kun (a1), (i) € 2,
k=1 k=1 k=1

o
joten sarja > x47, suppenee (jopa itseisesti) K:ssa, ja (x) on néin mielekés.
k=1
Sisdtulon madrdadméa normi on téssa

ol = O a2, kun o = (2)) € 2,
k=1

eli avaruuden ¢? tavallinen normi, jonka suhteen ¢? on tiydellinen (Lause 3.24
sivulla 41). Siis (¢2,] - ||2) on Hilbertin avaruus, eli direténulotteinen versio
avaruuksista (K" [ - ||2).

(3) Jos avaruus C'(0,1) ={ f:[0,1] — K: f jatkuva } varustetaan sisétulolla

mg):/o FOgdt, f.g € C(0,1),

niin (C(0, 1), - ||2) el ole Hilbertin avaruus, missé
1
1
Il = ([ 170 d
0
silla (C(0,1), |- [|2) e ole tdydellinen. Perusteluksi tarkastele seuraava kuvaa

ja pohdi, mitéd tapahtuu, kun n — oo (vapaa HT).
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yh
= fnlx
. y = fa(2)
|
|
|
|
|
|
|
:
1 1 1 l?
2 27Ty !

Kuva 4. Jatkuva funktio f,, joka approksimoi epéjatkuvaa

funktiota || - ||o-normissa

(4) Olkoon © C R™ Lebesgue-mitallinen joukko, ja p m-ulotteinen Lebesgue

mitta. T&ll6in avaruus L?(§2) varustettuna sisétulolla
(1.6 (119)= [ 1@05@du(o). fg € @),

on Hilbertin avaruus (normissa || f ||o = (fQ\f(x)Pdu(x))%, vrt. Lause 3.32 si-
vulla 47.) Huomaa my6s etté tulofunktio z — f(z)g(z) on integroituva ja (4.6)
on siis hyvin miédritelty kun f,g € L*(2); timé seuraa integraalien Holderin
epayhtalostd (Lemma 3.26 sivulla 44).

Kun verrataan kahta viimeistd esimerkkia, kay ilmi, ettd vektorialiavaruus
C(0,1) on tihed avaruudessa (L2(0,1), ] - ||2) ja siten L?*(0,1) on vektoriavaruu-
den C(0,1) tdydentymd || -||e-normin suhteen. Ta4méa osoitetaan mythemmin

kurssin aikana (kts. Lause 5.5 luvussa 5).

Alamme sitten setvimédan Hilbertin avaruuksien ominaisuuksia. Havaitaan,
ettd (geo)metrisesti ne toimivat kuten kotiavaruus K”. Emme kuitenkaan voi
vedota &arellisulotteisiin ilmioihin, mutta esimerkiksi kahden annetun vektorin
véilinen kulma on jarkeva reaalisessa Hilbertin avaruudessa:

Jos x,y # 0 ovat R-kertoimisen Hilbertin avaruuden E alkioita, niin mééritte-

lemme niiden vilisen kulman ¢ € [0, 27) tutulla kaavalla

(zly) = [lz[[lyllcose.
Olkoon esimerkiksi z = (277)%, jay = (37")%2, € (2. Tilloin (geometrisen

sarjan summina)

(z]y) anyn Y 6 =1/5
n=1
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jallz|la =+/>,(27)2 = 1//3 sekil vastaavasti ||y || = 1/+/8. Néin ollen

V24
cos p = = = ¢~ 11°

Funktioiden vélisid kulmia pohdittaessa kaikkein helpoin on tilanne, jossa
vektorit ovat kohtisuorassa. Tamé on sisdtuloavaruuksille varsin keskeinen ké-

site:

4.7. Maaritelma. Sisdtuloavaruuden E vektorit z,y € E ovat ortogonaaliset
(eli kohtisuorat), jos (x|y) = 0. Ortogonaalisuutta merkitddn = L y. Osa-
joukot A, B C E ovat ortogonaaliset, merkitdén A 1 B, jos x L y kaikilla
reAjay e B.

Ortogonaalisten vektorien summilla on seuraava tuttu ominaisuus. Hilbertin

avaruuksien hajotelmia konstruoitaessa silld tulee olemaan keskeinen rooli.

4.8. Lause (Pythagoras). Olkoon E sisdtuloavaruus. Jos {z1,...,x,} C E ja

vektorit ovat keskenddn ortogonaaliset eli x; L xy, kun j # k, niin
lzs+ oo+ Fan|* =2 P+ 22 I+ + [ 2a [

Huomautus. Kun kolmiossa a = ||z || ja b = ||y ||, niin ¢ = /|| [|2+ ||y ]|

joten tapaus n = 2 on alkeisgeometriasta tuttu lause a? + b* = 2.

b

Todistus. Viite osoitetaan induktiolla muuttujan n suhteen. Jos n = 2 ja x; L
Zo niin,
2y + @ |2 =(21 +x |21 +a2) = @0 [P+ (@1 [22) + (2] 20) + || 22|12
=z |” + [ 22|

Oletetaan, etté viite on osoitettu, kun n = k. Télloin kohdan n = 2 ja induktio-

oletuksen nojalla on voimassa

214+ ar+ap [P =z 4+ P+ || 2o P

ind.ol.
Pl P A e P e I

Ensimmaéinen yhtdsuuruus on voimassa, silld oletuksen nojalla
k

lin.
($1+...+xk|xk+1) = Z(ZL']|ZE]€+1):07

=1
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eli <x1++$k)J—xk+1 ]

Tilanteissa, joissa avaruuden vektoripari ei ole kohtisuorassa, voimme korva-

ta Pythagoraan suunnikasyhtalolla. (Piirrd ao. lauseesta esimerkkikuval)

4.9. Lause (Suunnikasyhtilo). Jos E on sisdtuloavaruus ja x,y € E, niin
lz+yll* + e —yI*=2(1= "+ [y ]*).
Todistus. Lasketaan suoraan: sisdtulon ominaisuuksista seuraa, etté
le+ylP+lz -yl =(z+yla+y)+(z—y|lz—y)
= (z]z)+(zly)+(ylz)+ (yly)
+(zlz) = (z]y) = (ylz)+(yly)
=2(lz I+ 1y |I*).
O

Suunnikasyhtélon avulla voidaan helposti tarkistaa, ettd monet konkreettiset
Banachin avaruudet eivdt ole Hilbertin avaruuksia (eli avaruuden normi ei voi

tulla sisdtulosta).
4.10. Esimerkki. (¢1,]-]1) ja (C(0,1),]| - |ls) €ivéit ole Hilbertin avaruuksia.
Ratkaisu: Olkoon x = (1,0,0,...), y = (0,1,0,...) € (' Tillsin
Iz +yll =110l =2
lz—ylh=1(1,-10...)h =2
[zl =1yl =1,
joten

le+yli+llz—yli=2"+2"=8 #F4=2|=|i+ [y

Siispa (', ] - ||1) ei ole Hilbertin avaruus.

Olkoon nyt f,g € C(0,1) kuvaukset f(t) =t ja g(t) =1 —t kun t € [0, 1].
Téalloin selvésti || f ||o= || g |loo= 1. Koska (f +¢)(t) =1ja (f —g)(t) =2t —1
kun ¢ € [0,1], niin || f + g|lo= || f — g ]|co= 1. Siis

1f + g5t f = gll2e=2# 4 =2(] f I+ g [1%),

eli (C(0,1), ] ]|e) el mydskéén ole sisdtuloavaruus. O

Huomautus. (1) Samoin (7, ||-]|,) ja (LP(£2), ||-]|,) eivéit ole Hilbertin avaruuksia
kun p # 2. (HT 4:4)
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(2) [Lisétieto] Itse asiassa suunnikasyhtélo (Lause 4.9) karakterisoi sisétuloa-
varuudet: jos E on sellainen normiavaruus, etté

le+yl* +lz—yl* =201z +lyl]*), kaikillaz,y € E,

niin £:n normi || - || on periisin sisdtulosta. Polarisaatiokaava (HT 4:2) kertoo
miten sisdtulon (-|-) tulee mééritelld, mutta sisdtulon ominaisuuksien veri-
fioiminen suunnikasyhtélosta ldhtien vaatii jonkinverran tyotd. (Tdmé on ns.
Jordan- von Neumannin lause, katso esimerkiksi sivu 8 kirjasta D. Amir: Cha-

racterizations of inner product spaces (1986)).

Seuraava kasite on keskeinen Hilbertin avaruuksissa.

4.11. Masritelmé. Jos A C E, niin joukon A ortokomplementti A+ on joukko
At ={yeE: (z|y)=0kaikillaz € A }.

Ortokomplementin ominaisuuksia varten tarvitsemme seuraavan aputulok-

Sen.

4.12. Lause. Sisdtulon ehto (x,y) — (x|y) madrdd jatkuvan kuvauksen E X
E — K.

Todistus. Jos xq € E ja yo € E, niin kolmioepayhtéilon ja Cauchy—Schwarzin
epayhtilon nojalla, sekd kehittamalla auki (z|y) = (2 — 2o+ 20|y — Yo + %o )

saadaan
(z|y) = (zolyo)| =[(z =20y —2yo)+ (x—20|yo) + (20| ¥y —v0)
<llz—=zollly—woll +lzo =2 | lwoll + [[zoll |l ¥ — w0,

missd oikea puoli — 0, kun = — x( ja y — . U

Kay ilmi, ettd monimutkaisenkin osajoukon A ortokomplementti on hyvin sdén-

nollinen:

4.13. Lause. Jos A C E, niin sen ortokomplementti A+ on avaruuden E
suljettu aliavaruus.

Todistus. Joukko A+ on avaruuden E aliavaruus: Jos yi,y2 € A+ ja a,b € K,
niin
(v)ay; +by) =alx|y) +0(x|y2) =0+0=0

kaikilla € A, joten ay; + by, € A*. Siispid At on aliavaruus.
Seuraavaksi huomataan, ettd jos x € F on kiinted vektori, niin

vt ={a}t ={yeE:(a|y)=0}
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on jatkuvan funktion y +— (x|y) alkukuva nollasta. Siispd joukko zt on sul-

jettu. Néin ollen mielivaltaisella A C F,
At = ﬂ xt
€A

on suljettujen joukkojen leikkauksena suljettu. 0

Huomautus. (a) Nolla-alkion 0 ortokomplementti on E eli {0}* = E.

(b) Koko avaruuden E ortokomplementti on {0} eli E+ = {0}. Nimittiin, jos
y € B+ niin (z|y) = 0 kaikilla z € E. Erityisesti (y|y) = ||y ||* = 0, joten
y=0.

(c) Sama péittely antaa: jos y € AN AL, niin y = 0.

Olemme itse asiassa verifioineet seuraavan hyodyllisen havainnon.
4.14. Lause. Jos y1,y2 € FE ja (x|y1) = (x |y ) kaikilla x € E, niin y; = ys.
Todistus. Koska 0 = (x |y, — y2 ) kaikilla x € F, niin y; — yo € E+ = {0}, eli

Y1 = Yo. O

Seuraavaksi alamme tarkastella minimointitehtavia. N&illa on monia sovel-
luksia, esimerkiksi differentiaaliyhtéloista aina kdytdnnon prosessien optimoin-
tiin asti. Kun tilanteita mallinnetaan Hilbertin avaruuksilla tulee (usein) teh-
taviksi selvittad, milla ehdoin joukoista 16ytyy normin minimoivia alkioita, ts.
jos E on Hilbertin avaruus ja A C E on osajoukko, niin milloin on olemassa

sellainen xg € A, ettd
|xo|| = inf{||z|| : z € A} ?

Koska avaruutemme ovat daretonulotteisia, minimien olemassaolo ei ole ollen-

kaan selvéd, kuten seuraava yksinkertainen esimerkki nayttaa.

4.15. Esimerkki. Olkoon e, = (0,...,0,1,0,...,0) € ¢?; siis jonon n:s termi

= 1. Jos A = Z—ﬁen : n € N}, tdlloin A on suljettu ja rajoitettu, koska
[22e, — m2e [I5 = (2H)% + (2£2)% > 2 kun n # m. Kuitenkaan ei 16ydy

sellaista vektoria x € A, jolle olisi
[z || =inf{[lyl: yeA}=1

n+2 __ n+2
koska [|2Ee, [l = =5 — 1 kun n — oo.
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Joukkojen kompaktisuus tietysti takaisi minimoivien alkioiden olemassaolon,
mutta daretonulotteisissa avaruuksissa tdmaé oletus olisi aivan liian rajoittava.
(Esimerkiksi suljettu ykksikképallo B = {z € ¢* : ||x|]s < 1} ei ole kompakti
joukko, koska ||, — e ||z = V2 kaikilla n # m, kun e, = (0,...,0,1,0,...,0) €
% missé 1 on n:ssa paikassa.) On itse asiassa yllittivii, ettd Hilbertin ava-
ruuksissa minimointitehtévé ratkeaa suhteellisen yleisesti. Olennainen ominai-
suus téllaisissa minimointitehtavissa on konveksisuus.

Muistetaan, ettd pisteiden x ja y véilinen yhdysjana on joukko
{z+tly—x): tel0,1]}={te+(1—-2t)y: te]0,1]}.
4.16. Maaritelméa. Vektoriavaruuden E osajoukko A on konveksi, jos pisteiden

x,y € A vélinen yhdysjana aina sisiltyy joukkoon A eli jos tx + (1 —t)y € A
aina, kun r,y € Aja 0 <t < 1.

A N

Kuva 5. Konveksi joukko (vasemmalla) ja ei-konveksi joukko

(oikealla); Kuvassa myos pisteiden x ja y viliset yhdysjanat.

4.17. Esimerkki. Olkoon E normiavaruus. Téll6in avoimet pallot B(a,r) ja
suljetut pallot B(a,r) ovat konvekseja joukkoja kaikilla a € F ja r > 0. Nimit-
téin, jos y1,y2 € B(a,r) ja 0 <t < 1, niin

[ty1+(1=t)y2—al = [[t(y1—a)+(1=t)(y2—a)|| < tllyr—all+(1=)[[y2—al <.

Tapaus B(a,r) samoin.

4.18. Lause. Jos F' on Hilbertin avaruuden E konveksi suljettu osajoukko, niin
on olemassa tasmélleen yksi normin minimoiva alkio xq € F', eli alkio xq € F

joka toteuttaa ehdon
|zo|| < || x| kaikilla x € F.

Toisin sanoen, || zq || = inf {||z]| : € F} = dist(0, F).
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Todistus. Olkoon § = inf{ ||z | : = € F }. Sovelletaan suunnikasyhtaloa (4.9)

lu+v|*+[Ju—v|*=2|ul|*+ 2||v]?* vektoreihin u = %x, v = %y, kun

x,y € F. Tasta seuraa, etta

1 1 1 r+y |2
Zle=yl2 =Sl + Syl - | 52|

2 2
Koska konveksisuuden nojalla %(x +y) € F, niin
(*) lz —ylI* <2l |*+2]y|* - 40
Jos nyt ||z || = ||y || = 4, niin arvion (x) nojalla ||z — y||* < 0, joten z = y.

Siis normin minimoiva alkio on ainakin yksiké&sitteinen, jos se on olemassa.
Olemassaoloa varten valitaan sellainen jono (x,)%2, C F, ettd ||z, | — 0,

kun n — oo. Korvataan z ja y arviossa (x) jonon alkioilla x,, ja z,,, josta
| Zn — Tm ||2 < 2|z, H2 + 2| 2 H2 — 46%,

koska 3 (x, + x,) € F kaikilla n,m. Silloin ||z, — 2y, | — 0, kun n,m — oo.

Siispé (,)5%; on Cauchyn jono Hilbertin avaruudessa FE, joten on olemassa

xo € F jolle x, — z¢ € E, kun n — oo. Koska normi | - || on jatkuva funktio,
niin

o = Jim 10 | = &
Koska F' on suljettu ja ()32, C F, niin raja-alkio zo € F. O

KuvA 6. Minimointiongelman yksikésitteisyyden geometrinen

ajatus konveksille joukolle (vasemmalla) ja ei-konveksille joukolle
(oikealla)

Edellinen lause voidaan muotoilla my06s invariantisti, niin ettei origolla ole

erikoisasemaa.
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4.19. Seuraus. Olkoon E Hilbertin avaruus, F' sen suljettu konveksi osajoukko
sekd x € E. Silloin on tasmdlleen yksi alkio yo € F, jolle

|z —yo || = dist(z, F).
Téssd dist(z, F') =inf{ |z —y||: y € F } on x:mn etdisyys F:std.
Todistus. Joukko x — F' on suljettu ja konveksi (tarkistal), seké
min{ |z —vy|: z—y€x—F}=min{ ||z —yl||: y€F }.
Nyt viite seuraa suoraan Lauseesta 4.18. 0]

Yo. lauseilla on suoraan sovelluksia konveksissa optimoinnissa, mutta niitéa
voidaan kayttdd monissa muissakin minimointitehtévissé, esim. variaatiolas-
kennassa.

Olemme todistaneet minimoivan alkion g, olemassaolon ja yksikésitteisyy-
den, mutta se voidaan myos helposti tunnistaa ! Seuraava lause kertoo, etté
|z — yo|| = dist(z, F) jos ja vain jos vektoreiden = — yy ja z — yo vélinen
kulma on tylppé kaikilla z € F. [Muista, ettd (R-kertoimisessa) Hilbertin ava-
ruudessa kahden vektorin a ja b vilinen kulma ¢ € [0,27) saatiin ehdosta
(alb) =llallllb]lcos¢.]

T x

/y T

z Y

Kuva 7. vasemmalla tylppa kulma; oikealla terava

4.20. Lause. Olkoon E Hilbertin avaruus seki F C E sen suljettu konveksi ja
epdtyhji osajoukko. Olkoon myds x € E jay € F.Tdlloin

|z —y| =dist(z, F) & Re(z—y|lz—y)<0 kaikilla z € F.

Todistus. Olkoon || x —y || = dist(x, F'). Jos z € F ja 0 < t < 1, niin konveksi-
suuden nojalla y +t(z —y) = (1 — t)y + tz € F. Siispé

[z —y—tlz—y) >z —yl?
josta kehittamalla vasen puoli auki sisétulon avulla saadaan

lo—yl* —2tRe(z —ylz—y)+ |z —ylI* > |l —y "
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Saamme tistd Re(z—y|z—y) < (t/2)|| 2 —y ||* kaikilla 0 < ¢ < 1. Antamalla
t — 0 ndhddén, ettd Re(z —y|z—y) <0.
Kééntéen, oletetaan ettd Re (z —y|z —y) < 0 kaikilla z € F. Télloin
oletuksen perusteella
le—z|P=lz—y—(z=y) |
=lz—yl*-2Re(z—yly—z)+[z—yl
>z —yl?
kaikilla z € F'. Tama tarkoittaa, ettd y € F' on normin minimoiva alkio, joten

|z —y || = dist(x, F'). Lause on niin todistettu. O

ORTOGONAALISET PROJEKTIOT

Sovellamme seuraavaksi minimointilausetta 4.19 erikoistapaukseen, misséd F
on suljettu vektorialiavaruus. Tamaé johtaa ortoprojektioihin, jotka tulevat ole-

maan lineaarisia kuvauksia.
4.21. Lause. Olkoon E Hilbertin avaruus ja M sen suljettu vektorialiavaruus.
Josx € E jay € M, niin

|z —y| =dist(z, M) < (x—y) LM (eli(z—ylz)=0Vze M).
Todistus. Oletamme ensin, ettd ||z — y || = dist(xz, M). Jos z € M sekid A € K,

niin lineaarinen kombinaatio y + Az € M (koska M on vektorialiavaruus), ja

Lauseen 4.20 nojalla
0> Re((z—yl(y+r2) —y)) = Re (M2 —ylz))
kaikilla A € K. Valitsemalla A = (z — y| z) tésté seuraa, etté
(z—yl2)F <0,

eli (z —y|z) =0 kaikilla z € M. Toisin sanoen, * —y € M=,

Kidntien, oletetaan nyt, ettd o —y € M*. Jos z € M, niin 2 —y € M ja
siten 0 = (z —y|z—y) = Re(z —y|z—y) kaikilla z € M. Lauseen 4.20
nojalla téstéd seuraa, ettd || x —y || = dist(z, M). O

Kun M on avaruuden FE suljettu vektorialiavaruus, olkoon P,,: £ — E ku-
vaus, joka liittda vektoriin x sen yksikésitteisen vektorin y € M, joka minimoi

x:n etiisyyden vektorialiavaruuteen M. Siis
(4.22) P,(x) =y josjavain jos |z —y| = dist(z, M).

Sanomme, ettd kuvaus P, on avaruuden E ortoprojektio vektorialiavaruudelle

M ja y = P,x on vektorin x ortoprojektio avaruudelle M.



FUNKTIONAALIANALYYSIN PERUSKURSSI 73

Huomautus. Havaitaan lisdksi, ettd Lause 4.21 antaa seuraavanlaisen tavan

karakterisoida vektorin x ortoprojektio:
(4.23) y= Pyr josjavainjos ye M ja r—y L M.

Toisin sanoen, ehdon (4.23) mukaan seuraava esitys médrdd ortoprojektion
yksikdsitteisest: kaikilla vektoreilla z € E:

(4.24) 1= Py(x)+ (v — Py()), missi Pyox € M ja x— Pyor € M*.

Yksikésitteisyys ndhdédan seuraavasti: jos ¢ € E ja x =y + 2, missd y € M ja
z € M+, niin tillsin Py (z) + (z — Py(x)) = y + 2. TAmé tarkoittaa, etti

Py(z) —y =2z — (xz — Py(z)) € M N M*+ = {0},

joten y = Py(x) (ja myds z = x — Py(x)).

Yllaolevista tuloksista saadaan erityisesti
(4.25) Pyo=0 kinz e M+, P,z=2 kunz € M.
Jos nimittdin x € M+, niin z = 0 + z on yksikiisitteinen esitys ehdossa (4.24),
joten siis P,z = 0. Jilkimméinen viite seuraa suoraan mééritelmésti (4.22).

Maarittelimme ylla ortoprojektion puhtaasti metrisend suureena, mutta Hil-
bert avaruuden vektoriavaruus-struktuurin takia pdddymme lineaariseen ope-

raattoriin.

4.26. Lause. Olkoon M suljettu vektorialiavaruus Hilbertin avaruudessa E.

Silloin ortoprojektio Py, : E — E on lineaarinen kuvaus.

Todistus. Lineaarisuuden havaitsemiseksi kdytetadn esitysté

T+ Ay = Byx + APy + (x — Pyzx) + My — Pyy),
54 eRJri
kun z,y € E ja A € K. Esityksesté ja ehdon (4.24) yksikisitteisyydesté seuraa,
ettd Py, (z + \y) = Byx + AP,y. Siis P, on lineaarinen.
OJ
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Olkoon E vektoriavaruus. Lineaarialgebrasta muistamme, ettd lineaarikuvaus
P: E — E on projektio, jos P> = P. (Téssd P? = Po P.) Mikili U = P(E) ja
V =ker P = {z € E : Px = 0}, sanomme etti P on projektio avaruudelle U
suuntaan V.

Laheinen lineaarialgebran késite on nk. suora summa. Sanomme, ettd £ on

aliavaruuksien U ja V' suora summa, merkitdén £ =U &V, jos
E=U+4+V={u+v:uelUwveV}, jaUNV ={0}.

Voidaan osoittaa, ettd jos P on projektio avaruudelle U suuntaan V, niin £ =
UaV. (Nimittdin: jos z € E, niin x = Pr+ (z— Px), missi Px € U = P(F) ja
r— Px € ker(P) = V.) Kédéantéen, jos £ = U @V, niin suora summa mééritte-
lee projektion P avaruudelle U suuntaan V. Nimittéin silloin jokaisella x € E
on yksikdsitteinen esitys x = u + v, missd v € U ja v € V. Asetetaan talloin
P(x) = u; nyt P on lineaarinen projektio ja U = P(E), V = ker P. [Néi-
den viitteiden (helpot) yksityiskohdat jatetddn yliméériiseksi lineaarialgebran

harjoitustehtéviksi].

4.27. Lause. Jos M on Hilbertin avaruuden E suljettu vektorialiavaruus, niin
E = M®M* ja P, on avaruuden E projektio aliavaruudelle M suuntaan M>.
Lisdksi

| Pux || < || z|| kaikille z € E,

joten Py; on jatkuva lineaarinen operaattori.

Todistus. Lauseesta 4.13 sivulla 67 muistetaan, ettd M=+ on avaruuden F vek-
torialiavaruus. Liséksi (4.24) osoitti etté jokainen x € E voidaan hajottaa sum-
maksi = Py,x+x — Py,x, missi Pyx € M jax— B, € M*+.Siis E = M +M+*.
Lisiiksi, jos * € M N ML, niin |z|*> = (z|x) = 0, joten z = 0. Siispi
MM+ ={0}ja E= M@ M?* on siten suora summa.

Seuraavaksi tarkastellaan esitysti z = P,z + 2, missid z = © — Pyoz € M .

Koska edells havaitsimme ettéi P,z = 0, niin lineaarisuuden avulla saadaan
P]\?[m - PM(PM:E) = PM<J: - Z) = PM:L‘ - -PMZ = PM.I’.

Siis P, on projektio. Ehto B, (E) = M seuraa kaavasta (4.23) [valitaan y = z].
Todettiin edelldi, etti M+ C Ker(P). Kaiintéen, jos x € E ja Py(x) = 0, niin
esityksen (4.24) yksikisitteisyydesti seuraa x = 0+ 2 € M+,

Lopuksi, normiarviota varten kéytetdan Pythagoraan lausetta (Lause 4.8),
lz)* = | Bz + (z — Pua) |I* = | Buz | + |z = Bz ||* = || Pz |1,

joten véite seuraa. 0
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4.28. Huomautus. (1) Lauseesta 4.27 seuraa myos, etté itse asiassa || By || = 1
kun M # E (Miksi ? !).

(2) Olkoon yleisemmin F' C E suljettu konveksi joukko. Seurauksen 4.19 nojalla
on olemassa sellainen metrinen projektio Pr : E — FE, ettd jokaisella x € F
péitee Prp(x) = y, missé y € F on se yksikésitteinen vektori jolle ||z — y|| =
dist(x, F). Metrinen projektio Pr ei yleensi ole lineaarikuvaus, mutta se on
kuitenkin aina kontraktio (HT 4:9):

| Pr(u) — Pr(v)]| < ||lu—ov| kaikilla u,v € E.

ORTONORMAALIT KANNAT

4.29. Maésritelmé. Sisdtuloavaruuden jono (e,) on ortonormaali (tai ortonor-
mitettu), jos

0, i#]
(eilej) = o
1, i1=7.
Toisin sanoen, jono (e;) on ortonormaali, jos e; L e; ainakuni # jja|le; || =1

jokaisella j.

4.30. EsimerkKki.
(1) Kanoniset kantavektorit e, = (0,...,0,1,0,...,0) € (2 missd nollasta

eroava termi on n:s, n € N, muodostavat ortonormaalin jonon avaruudessa ¢2.

(2) E = L*(0,2n) varustettuna siséitulolla

<x\y>=/0”x<t>mdt,

on Hilbertin avaruus; jono (x,),ez, missi
1 int 1

= ——€ = —_——

V2 V2

on ortonormitettu jono avaruudessa F. Nimittéin, jos n # m niin

xn(t) (cos(nt) +isin(nt)), n €Z,

1 2 Jp— 1 2 )
(Jin | xm) —_ / emtez'mt dt = — 61(nfm)t dt
21 Jo 27 J,

1 . ,
=L (e ioemioy
Z27T(n _ m) (6 e )

Edells kiiytettiin tietoa eimt = e~

Ortonormaaleja jonoja ja niiden médradmia vektorisummia voi helposti kont-

rolloida térkeén Besselin epdyhtdlon avulla.
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Lause (Besselin epayhtilo). Jos (e,) on ortonormaali jono Hilbertin avaruu-

dessa E, niin

(B) D lxlen)l’ <o)

kaikilla x € E. Erityisestu,

lim (z|ex) = 0.

k—oo

Huomautus. Besselin epdyhtilo (B) pétee myos &dérelliselle ortonormaalille jo-

nolle (ey,...,e,) C E. (Todistus kuten alla, mutta ilman vaihetta n — c0.)

Todistus. Jos (e,) on ortonormaali jono avaruudessa E ja x € E, niin havai-
taan aluksi ettd vektorit @ — Y ,_ (z]ex )ex ja > ,_, (x| ey )ex ovat kohtisuo-
ria toisiaan kohtaan kaikilla n € N. Nimittdin, ottamalla sisétulo termeittéin
saadaan

n

(431) (z—= (xleerle;) = (le;) =i (wlen)(enle;)
= (zlej) = (xle;) =0,

kun j = 1,...,n. Néin siis @ — Y ,_(z]eg)ex L > (x|ex)ex (muista:

ortokomplementti on vektorialiavaruus). Siten Pythagoraan lauseen mukaan
2 2
(432)  Jzl? = |2—Ti(zlede || +|| Tzl |

> | Siitelade | = il

Edelld my6s viimeinen yhtdsuuruus perustui Pythagoraan lauseeseen (ja siithen
ettd || e; | = 1 jokaisella j).

Olemme siis nédyttéaneet, etti jokaisella n € N pétee
n
Sl len)P < o
k=1

Antamalla lopuksi n — oo saadaan Besselin epayhtélo (B). O

4.33. Méaéritelmé. Jos (e,) on ortonormaali jono Hilbertin avaruudessa F ja
x € E, niin lukuja (x| ex ) sanotaan vektorin @ Fourier-kertoimiksi jonon (ey,)

suhteen.

Jos E on vektoriavaruus ja A C E, olkoon span (A) joukon A virittamé ava-

ruuden E vektorialiavaruus, eli

span (A) ::{Zkiai: neN, N eK a €A}

i=1
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Edelleen span (A) on aliavaruuden span (A) sulkeuma avaruudessa E.

Seuraava tulos antaa hyodyllisen ja konkreettisen kaavan ortoprojektiolle
vektoreiden ey, . . ., e, virittamaélle aliavaruudelle, tapauksessa missé (e, . . ., €,)

on &ddrellinen ortonormaali jono Hilbertin avaruudessa F.

4.34. Lause. Olkoon E Hilbertin avaruus, (e;)j—, C E ddrellinen ortonormaali

jono sekd M = span ({eq,...,e,}). Tdllsin
a) M on suljettu E:n vektorialiavaruus, eli M = span ({eq,...,e,}).

b) jos P = Py on ortoprojektio M :lle, niin

n

(4.35) Pa::Z(x\ek)ek, xeFl.
k=1

Todistus. Kaavan (4.35) méérittelemé kuvaus P on selvésti lineaarinen, koska
kuvaus = +— (z|e;) on lineaarinen kaikilla j. Lisiksi Pythagoraan lauseen ja
Besselin epéyhtélon nojalla | Pz ||* = >0 [(z]ex)* < ||z|* kun = € E,
joten P on jatkuva (luku 2).

Toisaalta, jos x € M, niin z = Zzzl A e joillakin skalaareilla A\, € K.
Ottamalla téstd sisdtulo e;m kanssa, saadaan ortogonaalisuuden nojalla A\; =
(z|e;),7=1,...,n. Mutta tdmé kertoo, ettd Px = x jokaisella z € M. Koska

Pz € M maéiritelmén nojalla, niin
M = {x € E:Prx =2z} = ker(I — P),

missé I on avaruuden F identtinen kuvaus. Jatkuvan lineaarikuvauksen I — P
ytimend M = (I — P)~*({0}) on niin ollen suljettu vektorialiavaruus.
Lopuksi, kuten yhtélossé (4.31) ndhdédén, etta

n

ejL(x—Z(ﬂek)ek):O, j=1,...,n,

k=1
eli yhtapitavisti z — Pr € M+, z € E. Lauseen 4.21 mukaan ehdot Px € M ja
x — Px € M+ karakterisoivat ortoprojektion yksikisitteisesti; vrt. myos (4.23).
Siis Pyyx = Y p_(x]eg)er, = Pz kaikilla x € E, joten olemme todistaneet

my0s viitteen b). O

4.36. Huomautus. (1) Pétee yleisesti: Jokaisessa Banachin avaruudessa jokainen
aarellisulotteinen aliavaruus on suljettu [Tdhén (ehké) palataan myohemmin].

(2) Lineaarialgebran kurssilta tunnetulla Gram-Schmidtin menetelméalld jo-
kaiseen Hilbert-avaruuden &irellisulotteiseen aliavaruuteen M voidaan kon-
struoida ortonormaali kanta (vrt. Lauseen 4.41 todistus alla); télloin Lause

4.34 antaa konkreettisen lausekkeen M :n ortoprojektiolle.
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(3) Voimme nyt yhdistdd Lauseet 4.21 ja 4.34, jolloin saamme seuraavan
tulkinnan: Jos (eq,....e,) on ortonormaali jono E:ssd, niin jokaisella z € F

funktio

(AL, An) H$—Z/\k6k
k=1

’, K" — [0, 00),

saa pienimmén arvonsa tismdlleen (!) silloin, kun

A = (z|ep), kaikilak=1,....n

‘ = dist(x, M).

Kyseinen pienin arvo on H r—> _(x|er)er

Tutkimme seuraavaksi ortonormaaleista vektoreista muodostettujen sarjo-
jen summautumista Hilbertin avaruuksissa. Osoittautuu, ettd summautuminen
riippuu vain kerroinjonon ominaisuuksista (yleisissd Banach-avaruus summissa

tilanne ei ole lainkaan yhté helppo):

4.37. Lause. Olkoon (ep)nen ortonormaali jono Hilbertin avaruudessa E. Jos
A € K kaikilla n € N, niin sarja

o0
Z Ak€r suppenee jos ja vain jos Z|/\k|2 < 00.
k=1 k=1

Tdlloin pdtee
(0.) 2 (e.]
| S = S
k=1 k=1

Todistus. Olkoon s,, = ZZZI Arer sarjan n:s osasumma kun n = 1,2, .... Tal-
16in médritelmén ja tdydellisyyden nojalla sarja Y .- | Axex suppenee jos ja vain
jos (s,,) on Cauchyn jono.

Olkoon tété varten p,q € N ja p < ¢, jolloin Pythagoraan lauseen nojalla

q p 9 q
g spll” = || 30 e = e[ = 2 e | = Z D
k=1 k=1 k=p+1

k=p+1

1ispéa umm S, ) mu Vi uchyn jonon avaruu jos ja vain
Siispé osas at odostavat Cauchyn jonon avaruudessa E jos ja va
jos positiiviterminen sarja »_,|\i|? suppenee. TAmé osoittaa viitteen ensim-

méisen osan. Jos nyt

o0
T = E Ak€hs
=1

niin sisdtulon jatkuvuuden ja ortonormaalisuuden nojalla

(le) = (Zm\e]): gggozxkekrej = lim 3" Mlexle;) =
k=1
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kaikilla j € N| mistd samoin

lo I = (ele) = (3 Anex ‘ p) =3 Mlerle) = 3 A= Yol
k=1 k=1 k=1 k=0
O

4.38. Seuraus (Riesz—Fischerin lause). Olkoon E Hilbertin avaruus ja (ex)ren

sen ortonormaali jono. Jos (A\,)32, € (%, niin loytyy sellainen x € E, etti
(xlek)=Ng, kaikilla k € N,

toisin sanoen, kuvaus x — ((x| ey ))ren on surjektio E — (2.

Todistus. Lauseen 4.37 nojalla x = Y, | Ayey suppenee E:ssa, ja Fourier ker-
toimet (x| ey ) = g kaikilla £ € N (vrt. edelld Lauseen 4.37 todistus). O

4.39. Méaéritelméi. Hilbertin avaruuden E ortonormaali jono (ey)nen on Hil-

bertin kanta (tai ortonormaali kanta) avaruudessa E, jos
span({e,: neN})=E.

Huomautus. (1) Jono (e,)neny on Hilbertin kanta jos ja vain jos (ej)nen on

maksimaalinen ortonormaali joukko avaruudessa E.

Todistus. Jos M = span({ e,: n € N }), niin M # E <= M* # {0}
(muista: £ = M & M~ Lauseen 4.27 nojalla). TAmé& on yhtépitivii sen kanssa,
ettd 16ytyy o € M=, jolle ||z || = 1. Témi on edelleen yht#ipitivii sen kanssa,
ettéd joukko {x}U{ e, : n € N } on ortonormaali <= M ei ole maksimaalinen

ortonormaali joukko avaruudessa E. 0

(2) Adrellisulotteisissa Hilbertin avaruuksissa E tilanne on helpompi (ja li-
neaarialgebran tiedot riittévit): jos dim(E) = n < oo, niin ortonormaali jo-
no (eq,...,e,) on Hilbertin kanta avaruudessa E. Nimittéin, ortonormaali jo-

no (ey,...,e,) on aina vapaa, joten dimension perusteella pétee jopa E =

span({ey,...,en}).

Seuraava Hilbertin kantojen karakterisaatiolause on keskeinen Hilbertin ava-
ruuksien teoriassa ja sovelluksissa. Tulos formuloidaan téssé ddretonulotteises-
sa tapauksessa (vrt. Huomautuksessa (2) oleva kommentti dérellisulotteisesta

tilanteesta).

4.40. Lause. Olkoon (e,)nen ortonormaali jono Hilbertin avaruudessa E. Sil-

loin seuraavat viisi ehtoa ovat yhtdpitdvia:

a) jono (en)nen on Hilbertin kanta avaruudessa E,
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b) sisitulot (z]e,) =0 kaikilla n € N jos ja vain jos x = 0,

o0

i(x|e,) e, (suppeneminen on

c¢) jokaiselle x € E on voimassa x = )
normin mielessd, el

N
o= (elen)en || =0, kun N — o),

n=1

d) jokaisella x € E on voimassa
Iz > =) I(zlen)l,
n=1

e) jokaisella x,y € E on voimassa

o0

(z]y) =D (zlea)(ylen).

n=1
Huomautus. (1) Ehtoa d) sanotaan Parsevalin yhtdldksi ja ehtoa e) Planchere-
lin kaavaksi. (Kirjallisuudessa on terminologiassa vaihtelua: joskus seké ehtoa
d) ettd e) kutsutaan Parsevalin yhtéloiksi.)
(2) Ehdossa b) esityksen x = >>° (z|e, ) e, kertoimet (z|e,),n € N, ovat
yvksikésitteiset kaikilla x € F.
(3) Vastaavanlainen karakterisaatio pitee kun dim(E) = mja (e,...,e,) C E
on ortonormaali jono. (Ehdoissa ¢) - e) summataan silloin vain 1:std m:&én.)

Todistus on helpompi variaatio allaolevasta.

Todistus. Havaitaan aluksi ettéd jokaisella joukolla A C E pétee

(E)J_ — AJ_’
missid A on Am sulkeuma. Nimittiin, jos v € AL ={r € E: (x]|a)=0Va€
A} niin sisitulon jatkuvuuden nojalla my6s (z|a) = 0 kaikilla a € A, eli
x € (A)*+. Toisaalta, kiidnteinen inkluusio (A)* C AL on selvi. Erityisesti, jos
M = span ({e, : n € N}), niin b) on yhtépitivid ehdon M+ = {0} kanssa.
TAméi taas on yhtipitiviid sen kanssa etti M = E, koska E = M & M~ (vrt.

Lause 4.27). Toisin sanoen, a ) ja b) ovat yhtapitavia.

Helposti havaitaan, etta
e) = d) = ).

Kéénteiseen suuntaan osoitetaan ensin, ettd b) = c¢). Oletetaan siis, ettd

ehto b) on voimassa. Jos x € F, niin olkoon

o0
/x\:Z(ﬂen)en,
n=1
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missé oikeanpuoleinen sarja suppenee avaruudessa F Besselin epayhtélon ja
Lauseen 4.37 nojalla. Nyt kaikilla k& € N pétee

(Flex) = Jim (D(xlen)en

er) = (a]er)

eli (T —x|er) = 0 kaikilla k£ € N. Ehdon b) nojalla siis T = x, joten olemme
ndyttineet, ettd c) pétee.
Lopuksi, ndytetdin ¢) = e). Koska oletuksen mukaan

o0

x:Z(x|en)en

n=1

kaikilla x € E, on siis taas jatkuvuuden ja lineaarisuuden perusteella

y) = lim S (wlen)(enly)

Mz

(ely) = lim (D (wlen)en K
:Z(m|en)(en|y) :Z($|€n)(y|€n)-

(Edelld oikeanpuoleinen sarja suppenee Holderin epdyhtélon perusteella.) [

Jos Hilbertin avaruudessa E ylipdatdan on Hilbertin kanta, niin selvésti £
on separoituva. Kay ilmi ettd tdmé& onkin ainoa rajoite Hilbertin kannan 16y-

tymiselle.

4.41. Lause. Jokaisessa separoituvassa Hilbertin avaruudessa E on Hilbertin

kanta.

Todistus. (1) Oletetaan, ettd dim F = n < oo. Silloin avaruudella E on lineaari-
nen kanta (xy, ..., z,). Kdyttamalld Lineaarialgebrasta tuttua Gram-Schmidtin
menetelmdd voidaan tésta kannasta konstruoida uusi, ortonormaali kanta. Té&-
mé on tehty yksityiskohtaisesti esim. Honkasalon monisteessa s. 70, Lauseessa
3.3.3.

Kertaamme téssé lyhyesti Gram-Schmidtin konstruktion: Olkoon
My =span({z;: 1<j<q})

Osoitetaan induktiolla luvun ¢ suhteen, ettd avaruudella M, on ortonormaali
kanta jokaisella ¢ = 1,...,n. Viite seuraa téasta, kun ¢ = n.

Tapaus n = 1 on selvi valitsemalla e; = || 71 || ~'x;. Oletetaan, etté avaruu-
della M, on ortonormaali kanta (ey,...,e;). Olkoon P, avaruuden E ortopro-
jektio aliavaruudelle M, ja y,11 = 2441 — Pyxg11. Koska jono (z4,...,2,) on

lineaarisesti vapaa, tiedimme ettd z,.1 ¢ M,, joten y,.1 # 0 ja y,o1 L My
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Lauseen 4.21 mukaan. Valitaan e, 11 = || Y11 || yg+1. Téll6in induktio-oletuk-
sen nojalla joukko {ej,...,e,11} muodostaa avaruuden M,y ortonormaalin
kannan, koska dim(M,41) = ¢ + 1. Siispé véiite on osoitettu.
(2) Oletetaan sitten, ettd dim £ = oco. Koska E on separoituva, voimme 16yt&é
tiheén jonon (z,);2,. Konstruoidaan induktiolla sellainen osajono (z,,), ettd
kaikilla p € N on voimassa:

(i) joukko {z,,...,7,,} on lineaarisesti vapaa, ja

(ii) @, € span ({Zn,, ..., @y, }) aina, kun 1 < m < ny, toisin sanoen,

(4.42) span ({Zn,, Tnys - - - Tn, }) = span({z, : 1 <r <ny}).

[Konstruktio: Jos on loydetty ny < ... < n, siten ettd ehdot (i) ja (ii) ovat
voimassa, olkoon luku n,4; > n, pienin luonnollinen luku m > n,, jolle

{Zny,- -, ZTn,, Tm} on vapaa joukko. T&ll6in myds

z, € span({Tp,, ... Tny, Tnyys })

aina kun n, < r < n,y;. Nimittédin: valinnan perusteella on cx, + Z?Zl Cjp, =
0 jollakin ¢ # 0 (mieti miksi!)]

Merkitadn y, = x,, kun & € N. Soveltamalla kohdan (1) ortonormeeraus-
tekniikkaa jonoon (y;) saamme konstruoitua avaruuteen E Hilbertin kannan
(er). Edelld tarvittava ominaisuus £ = span({e, : n € N}) seuraa jonon (x,,)
tiheydesté, sekéd ehdosta (4.42) (tarkistal) O

Olkoon (e;)jes separoituva Hilbertin avaruuden ortonormaali kanta, missi
J =Ntai J ={1,...,n} jollakin n € N. Télloin jokaisella x € E on yksiké-

sitteinen esitys
x:Z(x|ek)ek.
keJ
Olkoon aluksi J = N. Maéritellddn lineaarikuvaus T': £2 — FE asettaen

((Aren) =D Aeer, (M) € £2.
keN

Tallin T on lineaarinen isomorfismi (> — E (toisin sanoen, T on sellainen
lineaarinen bijektio /> — E, ettd T ja sen kiiéinteiskuvaus 7! ovat jatkuvia).
Nimittdin: Lauseen 4.37 nojalla

| T2 =Ty | = Y (o = wwenll = (O low — sl = |z — yllo
k

k
kaikilla z = (z3),y = (yr) € (. (Itse asiassa, T on jopa isometria, eli etii-
syydet séilyvit tarkalleen.) Lisdksi 7" on lineaarinen bijektio Lauseiden 4.37
ja 4.40 perusteella. Lineaarisuus seuraa suppenevien sarjojen ominaisuuksista
(tarkistal). Jos @ = (zy) € €* ja Tx = Y o wper = 0, niin x;, = 0 kaikilla
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k esityksen yksikésitteisyyden nojalla. Tosiaalta, jos @ = Y oo (] ey ey € E,
niin jono ((x | e ))ken € ¢? Parsevalin kaavan perusteella, ja

e}

r=> (z|ex)er = T((x]ex )ren)-

k=1

Tapauksessa J = {1,...,n} saadaan lineaarikuvaus 7': K" — E ehdolla

T((Ak)kej) = Z )\kek.

Téssikin T on samoin lineaarinen isomorfismi (K", || - ||2) — E.
Yhteenvetona siis kaikki separoituvat Hilbertin avaruudet ovat isomorfismia
vaille joko tyyppid €2 tai /5 = (K", || - ||2)!

4.43. Esimerkkeja.
(1) Olkoon e, = (0,...,0,1,0,...) € £* (ykkonen n:nnessa kohdassa) kun n =
1,2,.... Talléin (e,) on jonoavaruuden ¢? ortonormaali kanta: jos r = (x,,) € (2
ja0 = (z]|e,) =, kaikilla n, niin z = 0. (Lause 4.40, ehto b))
(2) Olkoon L?(0,1) = L?([0, 1]) reaalikertoiminen Hilbertin avaruus, joka koos-
tuu 2-integroituvista funktioista f : [0,1] — R, joille ||f||3 = fol |f(t)]?dt <
oo (tarkemmin: vastaavista ekvivalenssiluokista, vrt. lukua 3). Haarin systee-
mi (hn(2))5, on ehké helpoin tapa konstruoida Hilbertin kanta avaruuteen
L?(0,1)]. Lahdemme liikkeelle vilin [0, 1] karakteristisesta funktiosta ja valit-
semme ho(z) = xpq)(x) = 1 kaikilla z € [0, 1]. Selvésti || ho ||z = 1.

Muut kantafunktiot valitaan seuraavasti: Jos 0 < j < 2%, olkoon n = 2% + j

ja
A, = {i,jJrl] C [0,1],
2k 2k
A¥ = (%J‘;;/Q) A- = (‘jz;/Q’j;l).
Asetetaan
25 teAf
ha() = 22 (xap () = xa, (1)) = { —25, teA;

0, tE€ AT UA,

kunn=1,2,3,..., jan = 2"+ j kuten edelli.

(Piirré itsellesi neljén ensimmaéisen Haarin funktion hy, ..., hs kuvaajat !)
Niin muodostettu Haarin systeemi (h,,(x))5%, C L?*(0,1) on Hilbertin kanta.

[Mittateoreettisine yksityiskohtineen tdmé on pitkihko harjoitustehtévi, kat-

so HT 4:12 ja 4:13.] Haarin kannan Fourier-kertoimet funktiolle f € L?(0,1)
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saadaan kaavoista

(F1ho) = [ 0t (F1h) =2 [ sae= [ s

kun n = 2% + j kuten edelli. Siis kaikilla f € L?(0,1) on

NI

F=Y (f1hn)hn
n=0

ja sarja suppenee avaruudessa L*(0,1), so. L*-normin mielessé.

(3) Luvussa 5 osoitetaan, ettd jono (\/%ei"t)nez on ortonormaali kanta C-

kertoimisessa Hilbertin avaruudessa L?(0, 27).

Allaolevat kohdat (4) - (6) ovat tekstissd mainittu lisétietoina, eikd nditd
estmerkkejd luennoilla kdsitelty vuonna 2010.

(4) Haarin systeemilld on seuraava mainio skaalausominaisuus,
ha(z) = 22 by (2% — j)

kun n = j+2* jaz € A, kuten edelli. Téllaiset skaalaus-ominaisuudet helpot-
tavat merkittdvasti numerisointia. Toisaalta Haarin systeemin pulmana on se
ettd kantafunktiot h, ovat epédjatkuvia. Etsittdessd kantafunktioita, jotka ovat
jatkuvia tai sileité, ja joilla on samat skaalausominaisuudet, on paadytty

niin sanottuihin wavelet-kantoihin, joita on viime aikoina on tutkittu erityisen
paljon. N&illa on myos kaytdnnon mielenkiintoa monissa sovelluksissa, jotka
liittyvdt muun muassa signaalinkésittelyyn, kuvankésittelyyn jne. Pulmana on
ettel kompaktikantajaisella waveletilla (= funktion h; vastineella) ole esitys-
ta alkeisfunktioiden avulla, paitsi sarjakehitelména. Esitdmme siksi téssa vain

kuvan tyypillisestd wavelet-kannasta. Esimerkiksi, jos 1) on ao. kuvan funktio

tahan tulee kuva!!

niin funktiot 27/2¢)(2/z — k), missd € R ja j, k € Z, muodostavat Hilbertin
kannan L%:ssa.

(5) Soveltamalla Lauseen 4.41 kohdan (1) yhteydessé esiteltyd Gram—Schmidt

ortonormeeraus menetelmié polynomeihin saadaan Hilbertin kantoja moniin
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eri (painotettuihin) L*-avaruuksiin. Esimerkiksi, olkoon
1 4"
n(t) = — (= 1)"

n:s Legendren polynomi. Analyysin peruskurssien tietojen avulla tieddmme,
etta

1
2
(pn | i) = / OBt = 52

missé 0, on Kroneckerin d-symboli eli

1, n=k
0, n#k.

5nk =

Merkitdén e, = ,/2”; L pn. Voidaan todistaa, etti saatu jono (en)r2, on Hil-

bertin kanta avaruudessa L?([—1,1]). Jono voidaan konstruoida myés suoraan

kiyttamilli Gram—Schmidtin menetelmii polynomien jonoon (1,¢,¢%,¢3,...).

(6) Olkoon

LR, p) = { /- / FOPp) A< o0}, plt) = e

Talloin Hermiten polynomit

Ln/2] k(opyn—2k
(—1)"(2¢)
Hnt =n! s = ,]_,...
() =nt) Wn—ami o "0

muodostavat avaruuden L*(R, e‘t2) ortonormaalin kannan. My0s tdmé jono on
saatu Gram-Schmidtin menetelmélls jonosta (1,¢,¢2,3,...).

Laguerren polynomit méaritelldan kaavalla
n k
@) = S (1T o=
L (t)_kz;( 1) <n_k>k!, a>—-1,n=0,1,....

Systeemi (LS?));;OZO on ortonormaali kanta avaruudessa L?(R,te™").

Harjoitustehtavia

4:1 Olkoon (z,) sellainen sisituloavaruuden E jono, ettd |z,| — ||z| sekd

(zn]z) — [|z]|? kun n — oco. Niyti, ettd ||z, — x| — 0 kun n — oo.

4:2 Olkoon F sisdtuloavaruus. Totea, ettd seuraava polarisaatiokaava on voi-
massa:

(i) jos skalaarikunta K = R, niin

dzly) = llz+yl* =z —ol®, zyek
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(ii) jos skalaarikunta K = C, niin

zly) = llz +yl* =l —yl* +ilz +iyl* —illz —iyl®, 2yek.

4:3. Olkoon (z,,) Hilbertin avaruuden H jono. Sanomme ettd (z,) suppenee
heikosti kohti vektoria © € H jos (z,|y) — (z|y) kun n — oo kaikilla y € H.
Talloin merkitéisn z, — = kun n — oo. Néyté:

(i) jos m, — x ja lisiksi ||z,| — ||z| kun n — oo, niin ||z, — x| — 0 kun
n — oo,

(i) jos e, = (0,...,0,1,0,...) € £2 (ykkonen n:nnelld paikalla), niin e, — 0

avaruudessa ¢2 kun n — oo.

4:4 Totea, ettd avaruudet LP(0,1), 1 < p < oo,p # 2, eivit ole Hilbertin
avaruuksia (siis normi || - ||, el ole minkéén sisdtulon indusoima). [Ohje. Testaa

suunnikasyhtélon (Lause 4.9) voimassaoloa sopivilla yksinkertaisilla funktioilla

fiagl]
4:5 Maaritelldan uusi normi avaruuteen ¢2 asettamalla

[l = llzll2 + sup |za], 2= (2,) € £,
n

Niyté: || - || on ekvivalentti tavallisen normin || - ||» kanssa, mutta (€2 || - ||) ei

ole Hilbertin avaruus (ts. || -|| ei ole minkéén avaruuden ¢? sisétulon indusoima

normi).

4:6 Nayta: (i) A = {f € C(0,1) : f(0) = 1} on avaruuden C(0, 1) suljettu

konveksi joukko, jossa on ddrettéméan monta normin minimoivaa alkiota f.
(i) B = {f € C(0,1) : f(0) = 0ja [, f(t)dt = 1} on avaruuden C(0,1)

suljettu konveksi joukko, jossa ei ole yhtddn normin minimoivaa alkiota.

4:7 Laske
1
min / t? —a — bt — ct?|?dt.

a,b,ceR 1
[Ohje: Etsi sopiva ortoprojektio Hilbertin avaruudessa L?([—1,1]).]

4:8 Olkoon E Hilbertin avaruus, M sen suljettu vektorialiavaruus ja asetetaan
M+ = (M1)L. Osoita, ettd M+t = M. [Vihje: Jos x ¢ M, niiyti etti
x ¢ M*++ Lauseen 4.21 avulla.]

4:9. Olkoon F' = {f € L*(0,1) : [, fdu = 0}.

(i) Midrad ortokomplementti F'* etsimiilli konkreettinen esitys f = fi + fo,
misséd f; € F.

(i) Madraa etdisyys dist(g, F) = inf{||g — fll2 : f € F}, missi g(t) = €' kun
t e [0,1].
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4:10 Olkoon E Hilbertin avaruus ja ) # K C E suljettu konveksi osajoukko.
Minimointitulosten 4.18 ja 4.19 nojalla on olemassa kuvaus Py : £ — E| jolle
Pxx € K ja ||z — Pgz| = dist(z, K) kaikilla z € E. Osoita, ettd metrinen

projektio Pk on kontraktio, eli
”PK(El—PK.CEQH < Hl’1—332“> .fEl,.’EQEE.

[Juonikuvio. Olkoon y; = Pyxx; kun i = 1, 2. Lauseen 4.20 nojalla pétee Re(x; —
yilz — ;) < 0 kaikilla z € K kun i = 1,2. Sijoita z = yo kun i = 1, 2 = o
kun ¢ = 2, ja laske arviot sopivasti yhteen. Lopuksi sovella Cauchy-Schwarzin

epayhtéloé.|

4:11 Olkoon E Hilbertin avaruus, M C F suljettu vektorialiavaruus, seka
(en)nen Hilbertin kanta aliavaruudelle M. Néyté, ettd avaruuden E ortopro-
jektio Py, aliavaruudelle M on

[e.e]

PMx:Z(:U\en)en, re k.

n=1
[Ohje: katso Lauseen 4.34 todistusta.]

4:12 Néyté, ettd Haarin systeemi (h,(x))32, on ortonormaali jono avaruudessa
L?(0,1) = L*([0,1]).

4:13 Osoita, ettd Haarin systeemi (h,(z))>2, C L*(0,1) on Hilbertin kanta
etenemdlld seuraavien askeleitten kautta (kdyttden mittateorian tietoja):

(i) Dyadisten vélien Ay karakteristiset funktiot

Xa, € span ({ h, : n e NU{0} })

in £2(0,1) kaikilla k,

(i) x¢ € span ({ h, : n € N }) kaikilla avoimilla joukoilla G C [0, 1],

(iii) x4 € span ({ hy, : n € N }) kaikilla mitallisilla joukoilla A C [0, 1],

(iv) kaikki yksinkertaiset funktiot f € span ({ h, : n € N }),

(v) L*(0,1) =span ({ h,: n € N}).

4:14 (Banach-Saksin lause) Olkoon E Hilbertin avaruus ja (x)) C E sellainen
rajoitettu jono, ettd (zx|y) — 0 kun & — oo kaikilla y € E. Osoita, ettd on

olemassa sellainen osajono (zy,);en, etté keskiarvot
J
n
1 —
Yp = — E xg, — 0, n— oo
n“
J=1

[Ohje: Etsi induktiolla indeksit k1 < ky < ... siten, ettd |(zx,,, |z, )| < 1/3

kuni=1,2,...,7 jaj € N, sekéi kehiti ||y,||* auki sisdtulon avulla.]
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4:15 Olkoon T epétyhji joukko ja ¢?(T") kaikkien kuvausten f : I' — K muo-
dostama vektoriavaruus, joille

17115 =D 1F (I < oo,

yel

(Tallsin joukko {y € T : f(y) # 0} on numeroituva jokaisella f € ¢*(T).)
Niyta: (i) (¢2(T), ||-||2) on Hilbertin avaruus, (i) (¢2(R), ||-||2) ei ole separoituva.
[ Vihje: tarkastele osajoukkoa {e; : ¢ € R} C (*(R), missd ¢; : R — R on
mééritelty ehdolla e;(t) =1 ja e;(s) = 0 jos s # t.]

4:16 Normiavaruuden E konveksisuusmoduli on

. T+
p(e) = inf{ 1 - || Y

kun 0 < ¢ < 2. Avaruus E on tasaisesti konveksi, jos dg(e) > 0 kaikilla

|22,y € Bzl = 1=yl [z —yll = €}

0 < e < 2 (piirrd kuva !). Osoita, etté jokainen Hilbertin avaruus H on tasaisesti

konveksi. [Vihje: arvioi dy(¢) alaspdin suunnikasyhtilon avulla

4:17 Olkoon 2 C R™ rajoitettu avoin joukko, K : © x Q@ — C Lebesgue-

mitallinen kuvaus,
//\K(x,y)\Qd:cdy < 00.
QJo

sekd f € L?(Q2) annettu. Osoita, ettd on olemassa sellainen pieni dy > 0 etté

integraaliyhtalolla
) = @)+ | Klapun)iy

on yksikésitteinen ratkaisu u € L?(Q2) kaikilla luvuilla A € C, joille |\| < do.
[Ohje: tarkista Holderin epéyhtélon avulla, ettéd u — [, K (x, y)u(y)dy méasrit-
telee rajoitetun operaattorin L?(2) — L?(£2). Sovella Banachin kiintopistelause
kuvaukseen ®(u)(z) = f(x) + X [, K(z,y)u(y)dy avaruudessa L*(Q).]
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5. FOURIER-SARJAT

Fourier esitti vuonna 1822 ldmmdnjohtamista koskevien tutkimusten yhteydes-
sé kuuluisan menetelménsé esittdd mielivaltainen 27-jaksollinen funktio kehi-

telména
f(z) =co+cre™ +c_1e7™ + cpe®™ 4 - -

Téastéd nousee useita térkeitd kysymyksié, esimerkiksi

- suppeneeko sarja kohti funktiota f ja missd mielessé suppeneminen tapahtui-
si?

- Maaradko Fourier-sarja funktion f yksikésitteisesti ja miten kertoimet c,
kuvaavat funktion f ominaisuuksia ?

Namaé kysymykset ovat olleet keskeisia (koko) analyysin kehityksessd. Tutkim-
me seuraavaksi, mitd voidaan Hilbertin avaruus-metodeilla tasséd tapauksessa
saada aikaan.

Esitarkasteluja. Olkoon L? = L?(0,27) = L*([0,27]) ja f € L% Jos n € Z,
niin f:n n:s Fourier kerroin on mukavinta maaritella kaavalla

1

Fim =5 [ e

(Muistutus: e™® = cos(nz) + isin(nx) kun n € Z ja x € [0, 2], jolloin aina
|l |2 = cos?(nx) + sin(nx) = 1.) Esimerkiksi, jos

N N
= Z cpe™ = Z ¢y (cos(nz) + isin(nz)),
n=—N n=—N
eli f on trigonometrinen polynomi, talldin
Fin) = o [ Hw e = /
n C = Cp
o Rt F

kun n € {—=N,...,N}, ja f(n) = 0 kun |n| > N, kuten edelld summauksen ja
integroinnin jérjestyksen vaihtamalla helposti huomaa.

Olkoon (f|g) = fo g(x)dx sisitulo avaruudessa L2(0,27). Fourier-
kertoimet liittyvit ndin ortonormaahln jonoon (Esimerkki 4.30.(2))

(5.1) en(T) = \/12_7T e™. neZ, rel0,2n].
Nimittain

~ 1 : 1

Fin) = g [ F@ @ dr = <= (Flen)

(Huomaa erityisesti, ettéd téssi méiéiritelty Fourier kerroin f(n) eroaa luvun 4

—-1/2

yleisestd médritelméstéd 4.33 vakion (27) verran. )
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Jos f € L? (tai jos f € LP([0,27]), 1 < p < 00), sen n:s Fourier-osasumma

on

Zf et rel02n], n=0,1,2,...

k=—n
Huomaa, ettd summafunktio s, (f;x) on pisteittdin mééritelty jatkuva funktio,
koska funktio e?** on jatkuva kaikilla k € Z.

5.2. Lemma. Fourier-osasummalla s,(f;-) on integraaliesitys

salfin) =5 [ FOD =0t

missd

Dn(x) _ Z eikr _ sin ((n—‘r 5) CL’)

= sin (z/2)
on n:s Dirichlet'n ydin, kun n € NU {0}.

Todistus. Fourier-kertoimen f(n) mééritelmén, integraalin linearisuuden seké

kaavan e~tetk = ¢ik(z=t) poialla
" . - 1 [ .
— k tkr _ (_ t —ikt dt) ikx
) k}_:nf( = 3 (g [ e

:1 (Ze“"”t)dt L f() (z— 1) dt,

missé sils merkitaan

2n
E :6 —inx 1+€z:p+612x+”.+622n1>:e znm§ (ezx) )
k=—n k=0

(Muista, etti e*® = (¢*)* kun k € Z ja z € [0,27].) Soveltamalla (komplek-
siarvoisen) geometrisen sarjan osasummakaavaa saadaan

] 1— ei(2n+1)x e~inT _ 6i(n+1)x
Dy(z) = eine . - .
(2) =e ( 1 —eiv ) e

(Osasummakaava seuraa yhtilostd (1—z)(1+z+...+2") =1—2"" kunz € C

jan € N.) Kertomalla timi identiteetti puolittain termilld e=/2(e™ — 1) =
6@'3:/2 _ e—im/Q

, saadaan
(eix/2 — e’m/Q) D,(z) = cilnts)e _ g=i(ntg)e

Eulerin kaava e™ — e™™ = 2isinu (missi u € R) antaa lopuksi

2isin(z/2) Dy (z) = 2isin ((n + §)z) .
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L?-teoriassa tarvitaan lisiksi ns. Fejérin ytimet

n

ZDk(a:), re€[0,2n], n=0,1,2,...,
k=0

1
n+1

Kn(z) =

eli Dirichlet-ytimien aritmeettinen keskiarvo.

5.3. Lemma. i) Kaikilla n € NU{0} on voimassa

1 27 2
o . K, (z)dx = i D, (z)dz = 1.
i1) Funktio K,(x) > 0 kaikilla x € (0,27, ja lisiksi
2
K,(x) <

~ (n+1)(1 —cosd)’
kun 0 <6 <x <2m—4. (Tdssi 0 < § < m on kiinnitetty.)

Huomautus. Ominaisuus (iz) kertoo, ettd Fejérin ytimet K, ovat positiivisia ja
K,, — 0 tasaisesti, kun n — oo, kunhan z ei ole ldhelld paétepisteitd 0 tai 2.
Dirichlet-ytimilla D,, ei ole néitd ominaisuuksia. Tésté syystd Fourier-sarjojen

pisteittdisen suppenemisen teoria on vaikeaa!

Todistus. (i) Koska 5 027Temt dt = 6,0, saadaan

1 2T n 1 2 .
— D, (z)dx = — W dr =1
o, (x)dx kz_:n . /0 e x

kaikilla n = 0,1,2,.... Siispd sama viite pitdd paikkaansa Dirichlet-ytimien
aritmeettiselle keskiarvolle K.
—inT

(ii) Lemman 5.2 todistuksessa osoitimme, etti (¢ —1)D,, (1) = /"1 —¢

Taman vuoksi

n

(n+ DEL (@) — (e —1) = (e — 1) Y (¢*Dr — b))

Yhtéalon oikean puolen sarja on kahden geometrisen sarjan erotus, joten edelleen

hieman sieventamalld saadaan

(n 4 1)Kn<$)(€m . 1)(672’30 . 1) _ (efix . 1)(6” Z(ezz)k . Z(efm)k)
— %(ei(nﬂ)x —1)— e—itn )z | q

= (=T ) — e T 41 =2 9cos((n+ 1)) .
Koska (e — 1) (e7® — 1) = 2(1 — cos z), saamme lopuksi ratkaisemalla

K, (z) = 1 —cos((n+1)x)

(n+1)(1 —cosx) = 0.
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16

y = Dg(x) sl y = Ks(x)
12+
8 of
4 Ar
NN NA! ANV ot
_4I 1 1 1 1 1 1 04‘ > 1 1 1 P | =
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

Kuva 8. Dirichlet’n ja Fejérin ytimet (n = 8)

Huomaa, ettd koska cos(t) < 1 kaikilla ¢, niin Fejérin ydin on tosiaankin po-
sitiivinen. Edelleen, Fejérin ytimelle 1oydetysté esityksestd ja kosinin ominai-

suuksista seuraa etti
2

(n+1)(1 — cos?d)
kuin 0 < 6 <z <27 —0 < 2. O

Ky(z) <

Seuraavaksi tutkimme Fejérin ytimien kéayttaytymistd konvoluutioissa. Seuraa-
va keskeinen tulos tunnetaan Fejérin lauseen nimellé.

5.4. Lause. Olkoon f :[0,2n] — C jatkuva, f(0) = f(27), seki

2
K% f(z) = % 1) Kole =ty
kun x € [0,27] ja n € N. Silloin
[ K x f = flloo="sup [Kyx f(z) = f(z)] =0,

z€[0,27]

eli K, * f(x) — f(x) tasaisesti valilld [0, 27], kun n — oo.

Todistus. (vrt. Reaalianalyysi I) Oletuksen nojalla f on tasaisesti jatkuva ja se
voidaan jatkaa 27-periodisena koko reaalilukujen joukkoon R. My6s K, on 27-
periodinen ja jatkuva, joten havaitaan aluksi ettd muuttujanvaihtoa v = x — ¢

soveltamalla saadaan

2m T—2m
K, * f(x) = % i F(t) Koz —t)dt = —% flz —u) K,(u)du
1 2

Olkoon € > 0 annettu. Koska f on tasaisesti jatkuva, niin 16ytyy sellainen
§ >0, ettd

=)= (o) < -
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kaikilla |u| < ¢ ja z € [0, 2n]. Merkitéén
M =||flle= sup |f(u)] < oo
u€[0,27]

Lemman 5.3 kohdan #7) nojalla on olemassa sellainen ng € N, ettd
€
1M
kun § < u < 27 —§ jan > ng. Lemman 5.3 kohdan i) ja konvoluutiokaavan
K, = f = f x K,, avulla saadaan nyt

0 < K,(u) <

2

e @) = 0 = | [ e =) = @) Kot

<3 | o= = @) Ktw)du

2 27 —0
[
\0 27—0 1 .,
=5

.

~~

=1
Kasittelemme erikseen integroinnit yli edelld madrattyjen vélien. Lemman 5.3

kohdan i), 2m-periodisuuden ja luvun § valinnan nojalla

1 /° 1 [0 €
__W/é|f(x—t)—f(x)|K()dt<§% K (t)de <5,

Termin I, tapauksessa

1 27—0

h=g | a1~ f@IK0)at

5
<2(supf ) swp K(n) <oM ==
[0,27] | ( )‘ z€[6,2m—4] ( ) 4M 2

Siispé jokaisella z € [0, 27] on voimassa [ K, * f(z) — f(z)| < [+, < §+5=¢

kaikilla n > ng, joten viite seuraa. ([l

Huomautus. Lemmojen 5.2 ja 5.3 seké integraalin lineaarisuuden nojalla saa-
daan

n

Kn*f(w):<%+1kz_o Dk> ZDk n_li_lkz_osk(f;x)

kun z € [0,27] ja n € N. Lauseen 5.4 perusteella siis jatkuvan 27-periodisen

funktion f Fourier-osasummien aritmeettinen keskiarvo suppenee tasaisesti
kohti f:44 valilla [0, 27] ja siten myos pisteittiin kaikilla « € [0, 27].

Seurauksena téstd saadaan téarked yksikésitteisyysominaisuus.

~

5.5. Seuraus. Jos f € C (0,2m) on 2mw-periodinen (eli f(0) = f(2r)) ja f(k) =
0 kaikilla k € Z, nun f = 0.
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Todistus. Jos f(k) = 0 kaikilla £ € Z, niin s,(f;2) = > 5 f(k) ehe = ()
kaikilla n € N ja x € [0,2n]. Lauseen 5.4 jilkeisen huomautuksen nojalla
f(z) =lim, K, x f(x) = 0 kaikilla z € [0, 27]. O

Siis jatkuvien funktioiden tapauksessa Fourier-kertoimet madraavat funktion
yksikésitteisesti, eli jos f ja g ovat jatkuvia ja 2m-periodisia, seké f(k:) =g(k)
kaikilla k£ € Z, niin f = g.

Tavoitteenamme on laajentaa em. yksikésitteisyystulosta L2 funktioille. T4-
té varten todistamme seuraavan keskeisen approksimaatiotuloksen LP-funktioille.’?
Téama tulos kertoo sen, etté sileéit funktiot ovat tiheédssé avaruudessa LP([0, 27)),

kun p # oo.

5.6. Lause. Olkoon f € L*([0,2x]), missi 1 < p < oo, ja e > 0. Tallgin on

olemassa 2m-periodinen C'*-funktio g, jolle

(A) Hf—gmz(oTﬂw—a@wﬂu)p<a

Todistus. Havaitaan aluksi, ettd K, *g on aina C'*°-funktio, silld se on Lauseen 5.4
jélkeisen huomautuksen nojalla darellinen summa trigonometrisista funktiois-
ta, jotka ovat C*>°-funktioita.

Lauseen 5.4 nojalla riittda siis 10ytad jatkuva 2m-periodinen funktio g, jolle

(A) on voimassa, silld talloin

1 = Knxgllp< | f =g llotllg — Kn* gl

missé

2w %
IM—M%NF(/MW—KMMMMQf@M—KﬁM&HQ
0

kun n — oo. (Edelld vakio ¢ = (2m)1/7.)

Etsitdan haluttu jatkuva funktio g "asteittain”

(1) Olkoon f = X suljetun joukon F C [0,27] karakteristinen funktio. Asete-

taan
1

T 1+ ndist(x, F)’

In() kun z € [0,27] ja n € N.

Etéisyysfunktio « — dist(z, F') on jatkuva (tarkistal), joten g,: [0,27] — R
on jatkuva kaikilla n € N. Lisdksi g,(z) = 1 kaikilla n € N, jos ¢ € F ja
gn(x) — 0, kun = ¢ F ja n — oo, silld talloin dist(x, F') > 0. Siis g, — X5

SVertaa myos kurssi Reaalianalyysi I
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pisteittédin, kun n — oo. Koska 0 < g, (x) < 1 kaikilla = € [0,27] ja n € N, niin
Lebesguen dominoidun suppenemisen lauseen nojalla,

27
dimn [ gn = Xp llp = Yy [ lon(2) = Xp(@)[d

27
= [ Jim]ga(o) = X @) do = 0.

n—00
0

Lopuksi, muuttamalla tarvittaessa funktiota g, pienessé vélissé [O, ﬂ voi olet-

taa etté g,(0) = gn(27). Esimerkiksi, jos g, on vililld [0, 2] lineaarinen funktio
jolle §,(0) = g,(27) ja gn(+) = gn(%), niin néin syntyvé “lisévirhe” on

1

1/n
19 — Gnllhy = / g (t) — Gn(t)Pdt < =
0 n

tahan tulee kuval!

(2) Olkoon f = X, avoimen joukon A C [0, 27| karakteristinen funktio. Talléin
viite seuraa kohdasta (1), koska komplementti A° = [0,27] \ A on suljettu ja
Xa=1=Xae

(3) Olkoon f = X 4, kun A C [0,27] Lebesgue-mitallinen joukko. Téll6in Le-
besguen (ulko)mitan méaaritelmén nojalla 16ytyy sellainen jono avoimia jouk-
koja G, C [0, 27], etté

Gn DA kaikillan e N ja lim pu(G,\ A4) =0,

kun g on Lebesguen mitta. Olkoon € > 0. Valitaan n € N niin suureksi, etta
w(Gn \ A) < (¢/2)P. Kohdan (2) nojalla 16ytyy sellainen jatkuva 27-periodinen
funktio g, jolle || g — xa, [|,< §. Siispa

13 1 13 g
19— xallp<Ilg—xcn o+l Xcn — xa l[p< 3 + (G \ AP < st5=¢

(4) Olkoon f € LP([0,2x]) mielivaltainen. Lebesguen integraalin fozﬂ | f(t)[Pdt
méédritelmén nojalla 16ytyy sellainen yksinkertainen mitallinen funktio

n

g= ZanAj7

j=1
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ettd || f — g |,< e, missd A;,..., A, C [0,27] ovat mitallisia joukkoja. Sovelta-
malla kohtaa (3) kuhunkin karakteristiseen funktioon Y A, 16ydetaén sellainen

jatkuvat 27m-periodiset funktiot g;, etté
H o< —
XAJ g] p ,',_11‘1\47

missé M = max{|ay|,...,|a,|}. Siispd kolmioepayhtéalon nojalla

[ 1= 0
j=1

S S =alb+ > ai(Xu, =)o
j=1
<If=glo+ D laglll g = Xa, llo
j=1

< 5+Z|aj|ﬁ < 2e.

j=1

Koska Z?zl a;g; on myos 2m-periodinen jatkuva funktio, véite seuraa. 0

5.7. Huomautus. (1) Lause 5.6 ei pdde tapauksessa p = oo, koska C(0,27) ei
ole edes tihed avaruudessa (L>([0,27]), || - ||oo) (vrt. harjoitus 3:8).

(2) Lauseen 5.6 nojalla sileiden C'*°-funktioiden muodostama aliavaruus on ti-
hed myos avaruudessa LF(a,b), kun a < b ja 1 < p < oo, miki seuraa lineaari-
sesta "muuttujanvaihdosta” [a, b] — [0, 27].

(3) Jos f € LP(R), kun 1 < p < 00 ja € > 0, niin on olemassa (dominoidun

konvergenssin perusteella) sellainen M < oo, etti

[ lapds <
Im
kun Jy = {z € R : |z| > M}. Tésta voidaan padtelld, ettd vektorialiavaruus
C>(R) N LP(R) on tihed avaruudessa LP(R), kun 1 < p < oo (vapaa HT).
(4) Jos 2 C R on mitallinen, u(£2) > 0 ja f € LP(Q)), niin asetetaan

ry f(l’), YIS Qa

fx) =

0, reRN\Q,

jolloin f € LP(R). Tamén avulla voidaan pédtelld, ettd C°°|q N LP(2) on tihed
avaruudessa LP(Q2), kun 1 < p < oo, missd C®|q = {fio : f € C*(R)}.

(5) Voidaan myds osoittaa, ettd p-integroituvat C'*°(R")-funktiot muodostavat
tihedn aliavaruuden avaruudessa LP(R") (1 < p < o0), katso Reaalianalyysi I,
luku 2.4. (n-ulotteinen tapaus on vdhén hankalampi, koska kdytimme edelld

hyvaksi Fejérin ytimien K, = n+r1 Y r—o Dy, erikoisominaisuuksia).
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Seurauksena saadaan yksikisitteisyys myods L2-funktioiden Fourier-sarjoille:

5.8. Seuraus. Jos f € L*(0,27) ja

1

:% ;

27
f(k) f®)e *dt =0 kaikilla k € Z,

~

niin f = 0. Siis: jos f,g € L? ja f(k) = q(k) kaikilla k € Z, niin f = g.
f jos [, g J g : g

Erityisesti, jos

e™  xel0,2n], n€Z,

niin (e, )nez on Hilbertin kanta avaruudessa L?.

Todistus. Olkoon € > 0 mielivaltainen. Approksimaatiolauseen 5.6 nojalla on
olemassa sellainen jatkuva 2m-periodinen g € C(0,27), etta || f — g2 < e.
Fejérin lauseen 5.4 sivulla 92 mukaan konvoluutio K, * ¢ — g tasaisest:

valilla [0, 27, kun n — oo, joten
9= Knxglla<V2rllg— Knx gl <e

kun n € N on riittdvan iso. Sivun 93 huomautuksen nojalla

n

1 n
K,*g= —— Z sk(f,) = Z ager  (trigonometrinen polynomi),
k=0 k=—n

missé eg(xr) = #eik’”. Koska (eg)kez ortonormaali jono, niin Huomautuk-
sen 4.36 sivulla 77 nojalla vastaava ortoprojektio minimoi etdisyyden aliava-

ruuteen span({e; : —n < k < n}), eli

Hf— i(ﬂ@k)@k ’2§Hf— iakek

k=—n =—n

L

Toisaalta, oletuksen nojalla (f|ey) = V27 f(k:) = 0 kaikilla & € Z, joten

kolmioepéayhtélon perusteella

Il =]) 7= S (Fleyen], < || £~ e
k=—n

< Hf—gHerHg—Kn*gH2<25.

Koska £ > 0 oli mielivaltainen, niin f = 0.
Lauseen 4.40 sivulla 79 ehdon b) nojalla jono (e,)nez on Hilbertin kanta

avaruudessa L?(0, 27). O
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YHTEENVETO (FOURIER-SARJOJEN L?-TEORIASTA)
Kokoamme lyhyesti saamamme tulokset Fourier-sarjojen L?-teoriasta.
1 _inz

1.) Jose, = =€

2) Jos f € L? ja f(n) = #(ﬂen) = 0 kaikilla n € Z, niin f = 0. (Seu-
raus 5.8) Siis (e,)nez on Hilbertin kanta avaruudessa L.

,n € Z, niin (e, )nez on ortonormaali jono avaruudessa L2

3.) Jos f € L2 niin

e}

F= 3 (Fleden=3 Fme™.

n=—0oo n=—0oo

missé sarja suppenee L?-mielessd. Konkreettisesti:

2{: f Mx

k=—n

27

lim =0.

n—oo

~

(Lause 4.40 sivulla 79 ja Seuraus 5.8, koska ( f | e, Jen(x) = f(n)e™ kaikilla
n€Zjax€l0,2n].)

4.) Parsevalin identiteetin eli Lauseen 4.40 sivulla 79 kohdan d ) nojalla

1271 2Tr2_OOA2 2
sl = oo [ Vr@Pde= 37 1fP, s e L2

k=—00
koska f(n) = \/LQ?( flen) kaikilla n € Z.

5.) Kédntien, jos (Ar)rez € €*(Z), niin tllsin on olemassa f € L?(0,27), jolle

-~

Flk) =X, kaikilla k € Z.

Taméi on Riesz—Fischerin lause eli Seuraus 4.38 sivulla 79. (Edelld f(t) =
\/%7 Sor . Axe™ on haluttu funktio.)

6.) Plancherelin kaavan Lauseen 4.40 sivulla 79 kohdan e ) nojalla kaikilla f, g €
L? pitee

oo
1 27 - ____

(1) =5 | Fealds= 3 Fogio.

Pisteittdisen suppenemisen teoriasta mainitsemme seuraavan sovelluksen, jo-

ka toimii esimerkiksi jatkuvasti derivoituville funktioille.

5.9. Lause. Jos f: R — R on 2mw-periodinen ja toteuttaa Lipschitz-ehdon
|f(z) — f(y)| < Llx — y| kaikilla x,y € R, niin funktion f Fourier osasummat

n

sn(fix) = Z f(l{:)eikm — f(x), kunn — oo,

k=—n
kaikilla x € R.
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Todistus. (ei todistettu luennoilla vuonna 2010) Jos h € L?, niin Besselin

epayhtalon nojalla

/Oﬂh(t) cos(nt) d ((h|e™ )+ (hle™))

T
2

l\:)ln—

((hlen) + (hlew)) =0,

kun n — oo. Samoin

2
lim [ A(t)sin(nt)dt = 0.
n—oo 0
Valitaan nyt

sin(t/2)

T&llsin Lipschitz-ehdon nojalla funktio h, € L*([0,2n]) C L*([0,2n]), koska

|he ()] < L% — 2L kun t — 0+. Lemman 5.2 nojalla

1 2

salfi) = J@) = g2 [ Dula =011t~ f(2)

— 5 | Datorfte =0yt = 1) = o [ Dute) (o =) = @) e

Toinen identiteeteistd seuraa Lauseen 5.4 sivulla 92 todistuksessa olevasta kon-
voluutiokaavasta ja viimeinen siitéd, ettd Lemman 5.3 sivulla 91 nojalla Dirich-
letin ytimen intgraah f D, (t)dt = 1. Koska

sin ((n + %)t)
sin(t/2)

sin(nt) cos(t/2)
sin(t/2)

D,(t) = = cos(nt) +

niin yhdistamallad edellisid identiteettejd saadaan

27

salfi2) = f(a) = 5- / cos(nt) (f(z — ) — f(z)) dt

1 2
+ 5 h,(t) cos(t/2) sin(nt) dt.
T

Koska kiinte#lld x € R funktiot f(x — ) — f(x) € L? ja h,(t)cos(t/2) € L?,
niin todistuksen alkuosan raja-arvokaavojen perusteella siis

lim [s,,(f; ) = f(x)] = 0.

n—oo
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SOBOLEV-AVARUUDET

Olkoon f € C(0,27) jatkuvasti derivoituva, f(0) = f(27). Télldin osittais-

integroinnilla saadaan

— 1

7109 = o [ 70t = /f g [T an = ),

kaikilla k € Z. Parsevalin identiteetin (Lause 4.40 sivulla 79) nojalla saadaan

(5.10) —/ WO+ 17O d = 3 (01 k) k)

k=—o00
Riesz-Fischerin lause (Seuraus 4.38 sivulla 79) vihjaa, ettd kaava (5.10) voi-
si olla voimassa yleisemmille funktioille f ja ettd on olemassa avaruuden L2
vastine derivoituville funktioille; siis avaruus, joka koostuu funktioista f € L?,

joille my6s f/ € L?. Tdmé johtaa seuraavaan pulmaan.
Ongelma. Miki on "derivaatta” f’, jos f € L??

Tarkastellaan aluksi testifunktioiden avaruutta Z2(2), missi 2 = (a,b) C R on
avoin véli (voi olla Q = R). Palautetataan mieleen, ettd jos ¢ : R — R on

jatkuva, niin

supp(¥) := {z € R: ¢(x) # 0}
on funktion ¢ kantaja. Asetetaan nyt
2(Q) ={v e C®R) : supp(¥)) C Q on kompakti }

(Muistutus: Heine-Borelin lauseen nojalla (Vaisala: Topologia I, 13.14) kantaja
supp(?) on siis suljettu ja rajoitettu joukko R:ssd).

Huomautus. Jos ¢ € 2(£2), niin sen derivaatat 1* € 2(Q) kaikilla k € N.

Olkoon € avoin vili ja f € CY(Q) jatkuvasti derivoituva. T#llin osittais-

integroimalla saadaan

(5.11) / flode = — / f¢'dx  kaikilla ¢ € 2().
Q 0

Edellisessé kaavassa ei ole sijoitustermia, silla testifunktio ¢ héavida joukon 2
reunalla. Kaavan (5.11) avulla voimme siis yrittdd samaistaa derivaatan f’ ja

sitd vastaavan lineaarikuvauksen

wH—éﬂ@M@M

missi p € Z(Q) ja f € CY(Q). Otamme téméin havainnon lihtokohdaksi heikon

derivaatan maaritelmassa.
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5.12. Mé&iritelméd. Olkoon Q = (a,b) avoin vili ja f € L?*(Q). Funktio
g € L*(Q) on fmn heikko derivaatta (eli yleistetty derivaatta tai distribuu-

tioderivaatta), jos

/ gpdr = — / [ dx  kaikilla ¢ € 2().
Q Q
Jos f:lla on heikko derivaatta g, niin merkitaéin edelleen g = f’.

Osoitamme seuraavaksi, ettéi funktion f € L?*(2) heikko derivaatta on yk-
sikéisitteinen (jos se on olemassa), seki jos f € C'(Q) niin heikko derivaatta

samaistuu L%-mielessi tavallisen derivaatan f’ kanssa (toki edellyttien etti
e L3(Q)).

5.13. Lemma. Olkoon f € L*(Q) ja Q rajoitettu avoin vili. Jos g1, gs € L*()
toteuttavat ehdot

(5.14) /glgodx:—/fgo'dx:/gwdx kaikilla o € 2(9),
Q 0 Q

nun g1 = go.
Erityisesti, jos f € CYQ) on jatkuvasti derivoituwva ja f' € L*(Q), niin

silloin tavallinen derivaatta f' on myds funktion f heikko derivaatta.

Todistus. Oletuksesta (5.14) ja integraalin lineaarisuudesta seuraa, etta

/(91 —go)pdz =0 kaikilla ¢ € 2(Q).
Q

Tallsin (g1 — go) L 2(Q) avaruudessa L*(€2), missd 2(Q) C L*(Q) on vek-
torialiavaruus. Riittid siis niyttéi, ettd 2(Q) = L*(Q) normin || - ||, suhteen,
silld téllsin testifunktioiden ortokomplementti 2(Q)4 = WL = {0}, joten
g1 = g» avaruuden L*(Q) alkioina.

Koska €2 on rajoitettu vili, niin Lauseen 5.6 sivulla 94 perusteella tiedimme
ettd C°°(Q) N L2(Q) = L*(N2). Tamin tiedon nojalla riittéikin todistaa, etti

C>(Q) N L) € 2(22) avaruudessa L?(Q).
Olkoon §2 = (0, 1) (yleinen tapaus €2 = (a, b) palautetaan téhén lineaarisella

muunnoksella). Todetaan ensin, etta kiintedlld 0 < € < }1 on olemassa funktio
ne € C(9), jolle pétee

1. 0 < n(x) <1 kaikilla z € Q,

2. nollan ja ykkosen ympéristoissd funktio 7. on identtisesti nolla, eli
Ne(x) =0, kun0<z<etail —e <z <1,

3. funktio 7.(z) = 1 kaikilla 2e < x < 1 — 2¢.
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Sellaisen funktion tarkka konstruoiminen jatetéén harjoitustehtaviksi (HT 5:5).
(Kannattaa ldhted liikkeelle tiedosta, etti

eV x>0
0, <0

h(z) =

on C'*°-funktio, vrt. Reaalianalyysi I.)
Jos fo € C*(2) N L?(Q) on mielivaltainen, niin selvisti . fo € 2(Q). Le-

besguen dominoidun konvergenssin lauseen nojalla

| o= e foll2 = / 11— (@)l fole) 2 dz — 0,

kun e — 0. (Tarkasti ottaen: LDK pitdé edelld soveltaa mielivaltaisella posi-
tiivisella jonolla (&), jolle limy &, = 0.) Siispi C>°(Q) N L3(Q) C 2(Q) avaruu-
dessa L*(€2), joten lauseen ensimmiinen viite on todistettu.

Jos f € CY () ja f' € L*(Q), niin kaavasta (5.11) ja yksikisitteisyydesti

seuraa, ettd f’ on heikko derivaatta f:lle (L?-mielessi). O

5.15. Huomautus. Lemman 5.13 todistus perustuu Lauseeseen 5.6 sivulla 94, ja
siten valin €2 on oltava rajoitettu. Jos 2 C R on rajoittamaton avoin vili, niin
tdmé tekninen rajoitus voidaan helposti kiertdd soveltamalla Lemman tulosta
sellaisiin avoimiin rajoitettuihin véleihin Qy C Qy C -+ C Q, ettd Q = i $Y.

Huomautus (Lisétieto). Y14 olevien heikkojen derivaattojen tarkastelu johtaa
distribuutioihin (eli yleistettyihin funktioihin). Néihin joudutaan (esimerkiksi)

seuraavista luontevista vaatimuksista:

(a) jokainen jatkuva funktio on distribuutio,

(b) jokaisella distribuutioilla on kaikkien kertalukujen derivaatat, jotka ovat
edelleen distribuutioita. Jos f € C*, niin sen derivaatta "distribuutiona”
on tavallinen derivaatta f’.

(c) derivaatan tavallisten laskusdintojen tulee olla voimassa (distribuutioi-
den tulo on ongelmal).

(d) distribuutioilla tulee olla riittdvén hyvid suppenemisominaisuuksia (ra-

japrosesseja varten).

Itse asiassa, distribuutio médritelldén lineaarikuvauksena A: 2(2) — K.
Jokainen jatkuva f € C'(€) médraa lineaarikuvauksen Ay : 2(Q2) — K ehdolla
As(p) = [, fede, kun ¢ € 2(Q) (siis (a) on voimassa). Jos méirittelemme

kaavan (5.11) sivulla 100 motivoimana:

N(p) = —-M¢), ¢ec2(),
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niin ehdot (b) ja (c) tulevat tdytetyiksi. Kohtaa (d) varten testifunktioiden ava-
ruus Z(Q) pitiaa lisiksi varustaa sopivalla topologialla 7, jolloin distribuutiot
ovat tarkalleen jatkuvat lineaarikuvaukset (2(2),7) — K. Tamén topologian
méadrittely seké karakterisointi vaatii lisétyoté, joten se sivuutetaan télla kurs-

silla.b

5.16. Esimerkki. Olkoon 2 = (—1,1) ja

0, <0
H(zx)= ! (Heawvisiden funktio).
1, >0

Tallsin H € L*(Q), mutta kaikilla ¢ € 2(Q) pitee

- / o (2)H(z) dz = / #x) do = p(0) - (1) = ~o(0).

1
=0

Toisaalta: koska H'(z) = 0 tavallisessa mielessd kun x # 0, niin ei ole olemassa

funktiota g € L*(9), jolle samalla my6s

/ g(2)p(x)de = p(0)  kaikilla ¢ € Z(Q).
Q
(Vrt. myos Lemmaa 5.13.)

Huomautus. Heavisiden funktion H derivaatta "distribuutiona” on ns. Diracin

deltafunktionaali 9, jolle

d(z) =0 kun z # 0 ja /5(x)dx:1.

Q
Télloin d ei voi olla tavallinen funktio, vaan se on aito distribuutio; itse asiassa
d on lineaarikuvaus ¢ +— ¢(0) : Z(2) — K. [Huomaa my0ds, ettd edellisessi

esimerkissa heikko derivaatta on eri asia kuin derivaatta "distribuutiona”.|

5.17. Maéritelmé. Olkoon Q = (a, b) avoin vili. Sobolev-avaruus H' = H'(Q)

koostuu niistd, L2-funktioista f, joilla on heikko derivaatta f’ € L? eli
H'={ f € L*): funktiolla f on heikko derivaatta f' € L*(Q) }.

Merkintd H! viittaa derivaatan kertalukuun ja H Hilbertin avaruuteen. Usein
merkitiin myos H' = W) = WhH2,

5.18. Lause. H' on Hilbert-avaruus varustettuna sisdtulolla

(f1h) = / @)R@) + f @R @) de, foh e HY.

Okatso esimerkiksi Walter Rudin: “Functional Analysis”.
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Todistus. Avaruuden H' miiritelmiin ja Cauchy-Schwarzin epiyhtilon 4.2 si-
vulla 62 nojalla muoto (f,h) +— (f|h) on hyvin médritelty, silld funktiot
£ohy f 10 € L2(Q). Lisiksi

If = Al = /Q[(f(fr) — h(2))(f(z) = h(x)) + (f = h)'(x) (f = h)'(z)] dz
=F/ ()~ (z)

=|f=hlL+ 1 = HlL

kaikilla f,h € H'. Edellé (f —h) = f' — k' yksikisitteisyyden nojalla (Lemma
5.13), koska

[ =w0ar= [ pode— [Wode= [(1-notds. o€ (@)
Q Q Q Q

Jos (f,) € H' on Cauchyn jono, niin jonot (f,) C L3*(R) ja (f’) C L*()
ovat myos Cauchyn jonoja. Koska L?*(€2) on tiydellinen, niin 15ytyy sellaiset

f,g € L*(Q), ettd f, — f ja f, — g avaruudessa L*(Q). Riittd4 siis ndyttia,
ettd g on funktion f heikko derivaatta, eli g = f.

Jos ¢ € (), niin
/fngoldxz—/ﬂlgpdx
Q Q

kaikilla n € N, joten Cauchy—Schwarzin epayhtdlon nojalla
/fgp’dx—i—/ggodm
Q Q

kun n — oo. Siis

[ =t0¢ ta [ o= e

< =l Mz + g = Fullzll @l — 0,

/ggpdx = - / [ dr  kaikilla ¢ € 2(9),
Q 0
eli f'=g¢€ L*Q). O

Tarvitsemme allaolevassa sovelluksessa Sturm-Liouvillen ongelmaan (Lause
5.25) joitakin Sobolev-funktioiden perusominaisuuksia. Aluksi osoitetaan seu-

raava versio analyysin peruslauseesta heikoille derivaatoille.

Huom.: sivujen 104 - 113 viliset todistukset ei kiyty lapi luennoilla

vuonna 2010

5.19. Lemma. Jos f € L*(Q) ja [, f¢'dx = 0 kaikilla ¢ € 2(Q) (eli siis
heikko derivaatta f' = 0), niin f(x) = C (vakio) m.k. x € §, toisin sanoen,
on olemassa vakio C jolle joukko { x € Q: f(z) # C' } on 0-mittainen.
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Todistus. Olkoon Q = (a,b). Kinnitetéién funktio ¢ € 2(Q) jolle [, v dx = 1.

Jos w € Z(Q2) on mielivaltainen, niin asetetaan

ota) = [ (w)= ([ wan)un)

Talloin ¢ € 2(€2). Témén havaitsemiseksi lasketaan ensin funktion ¢ derivaat-
ta, joka on ¢'(t) = w(t) — ([ wdz)y(t). Olkoon nyt vili [c,d] C Q = (a,b) sel-
lainen, ettéd supp(¢) Usupp(w) C [e, d]. Silloin kaikilla ¢ € [a, ¢] pdtee ¢(¢') =0
ja kaikilla d' € [d, b] liséksi

o) = oldt) o) = [ o= [ (w0 ( [ war)o) a
/ dt—/w dt/ z)dz =0,

silld [ ¢ da = 1. Siispd supp(¢) C © on kompakti.

Oletuksen ja Fubinin lauseen” nojalla on siis

O—/fgodx—/f ( (/wdx)w())dt
- o (0= [ s r) an

Koska w € 2(Q) on mielivaltainen ja 2(Q) = L?(Q) (Lauseen 5.13:n todistus),

niin tasté seuraa, etta

—/fwdt:() mk. zeQ.
L
=C=vakio
]

Mééritelméin perusteella f € L*(2) ja heikko derivaatta f' € L?*() kun
f € HYQ). Analyysin peruslauseen (Lemma 5.19) avulla voimme osoittaa,
ettd Sobolev-funktiot f € H'(2) ovatkin hieman sileitd myds tavallisessa mie-
lessé. Tarkemmin sanoen seuraava tulos on voimassa. (Tdmé on erikoistapaus

yleisemmaésta Sobolevin upotuslauseesta.)

5.20. Lause. Jos Q = (a,b) on rajoitettu vili, f € H'(a,b) ja f' € L*(Q) on
sen heikko derivaatta, niin
(a) on olemassa (tasaisesti) jatkuva IE la,b] — K, jolle flz) = f(z) mk
x € Q, eli funktion f médrdimd L-luokka sisdltdd jatkuvan edustajan f
(b) i
T) :/ (@) dt + f(xg) m.k. x,x0 € (a,b).
o

7integroimisjfirjestyksen vaihto, kts. Mitta ja integraali kurssi
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Huomautus. (1) Ominaisuus "on olemassa jatkuva edustaja” on vahvempi kuin
ominaisuus "m.k. jatkuva”. Esimerkiksi vélin [0, 1] karakteristinen funktio X 0.1
on jatkuva m.k. x € R, mutta ei ole olemassa sitéd vastaavaa jatkuvaa edustajaa.
(2) Jos f on jatkuva funktio, jolle 16ytyy tavallisessa mielessd f'(x) m.k. x € Q
ja f' € L*(Q), niin téllsin (b) ei aina pide (Reaalianalyysi I: on olemassa
jatkuva ns. Cantorin funktio f : [0,1] — [0,1], jolle f'(x) = 0 m.k. x € [0, 1],
sekd f(0) =0, f(1) =1).

Lauseen 5.20 todistus. Voidaan vapaasti olettaa, ettd (a,b) = (0,1). Olkoon
zo € (0,1). Méadritelladan funktio
_ / £t dt
Zo

joka on hyvin méiritelty, koska f € L?(0,1) C L*(0,1) Schwarzin tai Hélderin
epayhtilon nojalla. (Téssd kohdassa tarvitaan, ettd vili Q on rajoitettu.) Jos

z,y € (0,1) ja x < y, niin Holderin epdyhtélon nojalla

Ih( |_/ftdt—/f dt‘
g(/ 7 |2dt> ([ 1dt) <11 £l — i,
Me )

=ly—=|2

o

eli h on tasaisesti jatkuva (0,1) — K ja siten my6s jatkuva vélilla [0, 1].

Viite: f(z) — h(z) = C (vakio) m.k. = € (0,1) (Huom: kohdat (a) ja (b)
seuraavat heti tisté).

Voidaan olettaa edelld merkintdjen helpottamiseksi ettd xy = 0. Olkoon ¢ €
2(0,1) mielivaltainen. Fubinin lauseen, heikon derivaatan mééritelmén seké

(1) =0, avulla saadaan

/O1 ¢ (2)h(z) dz = /01 ¢'() (/0 f@) dt) dz
Fub. /01 7(b) (/tl o (z) dx) dt = —/01 f'(t)p(t) dt

-~

=p(1)—¢(t)==¢(t)

- / O (1) dt

/0 (1) — F(1)dt =0

joten
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kaikilla ¢ € 2(0,1). Siispd Lemman 5.19 nojalla f(z) — h(z) = C m.k.
z € (0,1). (Perustele itsellesi miten edelld Fubinin lausetta kdytetdan, kun

integroimisjoukkona on
A={(z,):0<2<1,0<t<z}={(z,8):0<t<1,t<z<1})
O

Seuraavassa oletetaan aina, ettd Sobolev-funktio f € H'(a,b) on jatkuva

(siis edustajana Lauseen 5.20.(a) mielessi) ja erityisesti

fla) = lim f(z) ja f(b) = lim f(x)

r—a+ r—b—

ovat olemassa (katso Lauseen 5.20 todistus). Siis téssé mielessd
H'(a,b) C C(a,b) (={ f: |a,b] = K: f on jatkuva }).
Kirjoitetaan nékyviin pari seurausta Lauseelle 5.20.

5.21. Seuraus. Jos f € H'(a,b) ja heikko derivaatta f' € C(a,b), niin f €
Cl(a,b).

Todistus. Lauseen 5.20 ja derivaatan f’ jatkuvuuden nojalla
fla) = fan) = [ Foyat
o
kaikilla xg, x € [a, b]. O

5.22. Seuraus. Joukko Hl(a,b) = { f € H'(a,b): f(a) = f(b) =0 } on

avaruuden H'(a,b) suljettu aliavaruus (ja siten Hilbert avaruus).
Todistus. HT 5:9. O

Huomautus. (1) Koska avaruuden H' funktiot ovat jatkuvia, niin 27-periodisessa
tapauksessa H1(0, 27) voidaan karakterisoida Fourier-kertoimien avulla: eli funk-
tio f € H(0,2m) ja f(0) = f(2m) jos ja vain jos

o)

FeLX0.2m) ja Y (1+E)f(k)] < co.
k=—o0
Tamé seuraa sivulla 100 olevasta johdantotekstistd Sobolev-avaruuksiin, kun
lisdksi yhdistamme tdhén péadttelyyn HT:ssa 5:7 osoitettua tulosta.
(2) Sobolev-avaruudet voidaan rakentaa korkeammissakin dimensioissa ja LP-

avaruuksissa: kun 2 C R™ on alue ja 1 < p < co méaritelldan

W (Q) = {f € L*(Q) : fm heikot osittaisderivaatat 0 f,...,9,f € LP(Q)}.
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Vastaavasti vaatimalla, ettd LP-funktion f kaikkien korkeintaan astetta® k ole-

vat heikot derivaatat 0“f € LP, voimme myos maéritelld Sobelev-avaruudet
WH(Q) sekic H*(Q) = W5(Q). Téllsin voidaan osoittaa Lauseen 5.20 sivul-

la 105 vastine eli erikoistapaus Sobolevin upotuslauseesta:

Jos k> 2 ja Q C R" on riittévén silefireunainen, niin H*(2) C C(Q).
SOVELLUKSISTA DIFFERENTIAALIYHTALOIHIN

Hilbertin avaruus-metodeja voidaan kiyttad apuna myos differentiaaliyhté-
16iden ratkaisemisessa. Tarkastellaan klassisena esimerkkind Sturmin—Liouvillen
vhtilsitd: Oletetaan, ettd on annettu funktiot p € C1(0,1), ¢ € C(0,1) ja etsi-
tddn funktiota u € C?(0,1), joka toteuttaa seuraavat ehdot

—(p(x)u'(2)) + q(z)u(x) =0 kaikilla z € (0, 1)
u(0) = o, u(l) = 6.

Teemme seuraavat lisdoletukset: on olemassa sellainen § > 0, ettd

(SL)

(5.23) p(z) >0 ja q(x)>6 kaikilla z € [0,1]

Seuraava téirked heikon ratkaisun kisite kytkee yhteen differentiaaliyhtilot ja
Hilbertin avaruudet.

5.24. Maéritelmé. Funktio v € H'(0,1) on yht#lén (SL) heikko ratkaisu, jos
u(0) = a, u(l) = 3 seké

1 1
| e @e@ st [ g ds =0
0 0
kaikilla testifunktiolla ¢ € 2(0,1).

Toisin sanoen, funktio u on Sturmin-Liouvillen yht#lon (SL) heikko ratkaisu,
jos funktion pu’ heikko derivaatta on qu. Todistamme nyt Hilbertin avaruus-

menetelmilla seuraavan tunnetun tuloksen.

5.25. Lause. Jos p ja q ovat alhaalta rajoitettuja ehdon (5.23) mielessd, niin
yhtdlolli (SL) on yksikdsitteinen ratkaisu u € C?(0,1).

Todistamme véitteen useissa pienissé askeleissa.

1. askel: Ensimméisend askeleena osoitetaan, ettd

Viite. Jos u € C? on yhtdilion (SL) klassinen ratkaisu, niin u on myds heikko
ratkaisu. (Klassinen ratkaisu u € C?(0,1) tarkoittaa tdissd, etti toinen deri-
vaatta u” on jatkuva suljetulla vililli [0,1] ja u toteuttaa reuna-arvotehtivin
(SL).)

8sanomme, ettid 9% f = Ot ...0% f on astetta k, jos aq +ag + -+, =k
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Todistus. Olkoon ¢ € 2(0,1). Nyt osittaisintegroimalla saadaan

| e+ )@ ar = [ pw)snde)

—i—/o go(x)\( — (pu')'—i—qu)(m)j dz = 0.

TV
=0

Sijoitustermi haviéd, koska ¢(0) = ¢(1) = 0. Siis v on Mééritelmén 5.24 nojalla
my6s heikko ratkaisu. 0

2. askel: Asetetaan avaruuteen H'(0,1) uusi sisétulo

<wwzﬁp@wmﬂam+4qmmmﬂmm

Selvésti (u|v) on funktion u suhteen lineaarinen, (u|v) = (v|u) ja liséksi
(-]-) on aidosti positiviinen, silla p(z) > 6 > 0 ja g(x) > 6 > 0. Siispa (- |-)

on todella sisitulo avaruudessa H'(0,1).
Viite. Joukko H'(0,1) varustettuna sisdtulolla {-|-) on Hilbertin avaruus.

Todistus. On siis vield niytettivi, ettdi H(0,1) on tiydellinen normissa

lull == v{ulu), we H(0,1).

Olemme olettaneet, ettd & < p,q ja koska p sekd g ovat jatkuvina funktioina

rajoitettuja valilla [0, 1], niin jollakin vakiolla M > 0 on
0<d<plx)<M<oo, 0<d<gqx)<M<oo.

Nyt
= ll* :/0 [p(a)|u'(z) = '(2)* + q(z)u(z) — v(@)]*] do

< M/O [/ () = /(@) + [u(z) — v(@)P] dz = M| u—v ][

Samoin ndhdédn, ettd o||u — v |3, < |||u — v||]>. Siis, jos (u,) on Cauc-
hyn jono avaruudessa (H',|||-|||), niin se on Cauchyn jono myds avaruudes-
sa (H, |- ||m). Koska (H,||-||z) on tédydellinen (Lause 5.18 sivulla 103),
niin 16ytyy sellainen v € H', ettd ||u, — u||n — 0, kun n — oo. Télldin
Wl wn —ull] < M||u, — ||z — 0, ja siis myds avaruus (H', ||| - |||) on tdydelli-

nen. O

3. askel: Seuraava askel on ndyttad, kuinka yhtédlolle (SL) loydetddn heikko

ratkaisu.

Viite. Yhtdlolla (SL) on heikko ratkaisu.
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Todistus. Olkoon E = (H"',{-]-)), missi sisdtulo (-|-) on sama kuin askelees-
sa 2, jolloin siis £ on Hilbertin avaruus. Kiinnitetdén aluksi jokin f € E, jolle
f(0) = aja f(1) = 3, esimerkiksi funktio f(z) = a+ (5 —a)x kelpaa. Seurauk-
sen 5.22 sivulla 107 nojalla H} on avaruuden H' suljettu aliavaruus ja edelli-
sen askeleen todistuksen nojalla H} on myds avaruuden E suljettu aliavaruus.
Siispd voimme soveltaa luvun 4 normin minimointituloksia: Seurauksen 4.19

sivulla 71 nojalla on olemassa yksikésitteinen g € Hj, jolle

I f =gl =inf{ [ f—hll: heH}
Edelleen Lauseen 4.21 sivulla 72 nojalla (f — g) L Hy sisétulon (|- ) suhteen.
Jos nyt merkitdén v = f — g, niin
u(0) = f(0) —g(0) =a-0=a ja wu(l)=f(1)—g(1) =2
Koska selviisti 2(0,1) € Hj(0, 1), niin jokaisella p € 2(0, 1) pétee

1
0=(f=91%) = | Pl @)y (@) + de)ula)pla)) dz
0
eli funktio v on yhtélon (SL) heikko ratkaisu! O

Huomautus. Edella esitetty heikon ratkaisun konstruointi voidaan tulkita myds

Dirichlét’n periaatteena: Jos

I(u) :/o [P (@) + g(@)u(@)*]dz = [l u I,

niin yhtilén (SL) heikko ratkaisu on funktio ug € H'(0,1), joka toteuttaa
reunaehdot ug(0) = «a, ug(1) = 3 ja jolle pitee

I(ug) =inf{ I(u) : u(0) =ajau(l)=70}.

4. askel: Téassd askeleessa osoitamme, ettéd yhtélolld (SL) on korkeintaan yksi
ratkaisu. Yhdessé edellisen askeleen kanssa tdmé takaa sen, ettd yhtalolla on
tarkalleen yksi heikko ratkaisu. Tétd varten tarvitsemme seuraavan lemman,
joka osoittaa, ettd testifunktiot ovat tihedssd avaruudessa Hj (mutta eivéit

kuitenkaan koko Sobolev-avaruudessa H' !1).

5.26. Lemma. Testifunktioiden sulkeuma 2(Q2) = H(Q), kun Q on rajoitettu

avoin vili ja sulkeuma otetaan H'-normin suhteen.

Todistus. Oletetaan seuraavassa laskujen yksinkertaistamiseksi, ettd 2 = (0, 1).

Ensiksi, 2(Q) C Hj(Q), koska 2(Q) C Hg(Q) ja aliavaruus Hy(Q) C H'(Q)
on suljettu.
Kédntéen, jos f € H} (), niin Lauseen 5.20 sivulla 105 nojalla

f(x) = / o
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Edelleen Lemman 5.13 sivulla 101 todistuksessa osoitettiin, ettd 2(Q) = L*(Q)
(normin || - ||2 suhteen), joten 16ytyy g € Z(2), jolle || f' — g ||2< e. Koska véli
0, 1] on rajoitettu, niin tieddmme, ettéd || f/ — g |1< || f' — g|l2< €. Siten

W | [ ewa]=| [ -] <o ries

missé ensimméinen yhtélo seuraa tiedosta 0 = f(1) = fol f(t)de
Viitteen osoittamiseksi haluaisimme nyt konstruoida funktion h € 2(0,1),
jolle seké || f — k|2 ja || f' — B ||2 olisivat pienid. Hyvé kandidaatti vaikuttaisi

olevan funktion g integraalifunktio, eli

(xx) h(z) = /Owg(t) dt.

Kuuluuko A kuitenkin avaruuteen (0, 1)? Jotta se kuuluisi, on oltava h(1) = 0,

miké tarkoittaa, ettd vakio

c:/olg(x)dx:O.

Meilld on edelld tiedossa ainoastaan arvio (x). Korjataksemme tdmén puutteen
argumentoimme Lemman 5.19 tapaan: kiinnitdmme testifunktion ¢ € 2(0,1),
joka toteuttaa ehdot o > 0 ja || ¢ |[1= fo t)dt = 1. Olkoon nyt g := g — cp.
Silloin g € 2(0,1), [, gdt =0 ja liséiksi

19 = glla= lel @ ll2< ell @ ]2

arvion (*) nojalla. Voimme nyt vaihtaa funktion g funktioksi g, jolloin kaa-
van () médradma integraalifunktio h € 2(0,1). Nyt loppuargumentti etenee

suoravilvaisesti:
B2, = 1 )2 d !
17 =hl = [ 150 - a+ (17 - K@ s
(o -ga) dx+/ (@)~ Gla) P da

/ /\f )l dt) do +11 7' 51

S/ 1F') =g dt+ || f =gl 201+ [ ¢ [l2)%*
0

Toiseksi viimeinen arvio seuraa Cauchy—Schwarzin (tai Holderin) epdyhtéilon
nojalla. Siispd H}(Q2) € 2(Q). O

Edeltavan lemman avulla voimme nyt osoittaa askeleen 4. viitteen:

Viite. Yhtdlon (SL) heikko ratkaisu on yksikdsitteinen.
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Todistus. Osoitimme 3. askeleessa, ettd jos g € HJ on se yksikdsitteinen alkio,
jolle f —g L HJ, niin u = f — g toteuttaa yhtélon (SL).

Kéantéen, jos u; toteuttaa yhtélon (SL), niin reunaehdon nojalla u; = f—gj,
missi g1 € Hy(0,1). Heikon ratkaisun mééritelmén nojalla (u; | ) = 0 jokai-
sella ¢ € 2(0,1) eli f — g1 L 2(0,1). Mutta Lemman 5.26 mukaan 2(0,1) =
Hj, joten f — gy L Hgy. Siispd Lauseen 4.21 sivulla 72 nojalla || f — g1 || =

dist(f, H}), joten Lauseen 4.18 sivulla 69 nojalla u; = f —g; = f — g = u, eli
heikko ratkaisu on yksikésitteinen. ([l

5. askel: Viimeisend askeleena osoitamme, etté edellisissé askeleissa konstruoitu
yksikésitteinen heikko ratkaisu on myos klassinen ratkaisu, josta Lause 5.25

seuraa.
Viite. Yhtilon (SL) heikko ratkaisu u on klassinen ratkaisu eli u € C?[0,1].

Todistus. Alkujaan tiedetéin, etti u € H', joten v’ € L*(0,1). Koska p €
C1(0,1), niin tulo pu’ € L*(0,1). Koska tulon pu’ heikko derivaatta on qu € L2,
niin tiedimmekin siis, ettd pu’ € H'(0,1), joten Lauseen 5.20 nojalla funktio
pu' on jatkuva. Edelleen, koska p > ¢ > 0, niin v’ € C(0, 1), joten olemme
johtaneet, etti itse asiassa u € C'*(0,1).

Nyt (pu') = qu € C(0,1) myds klassisessa mielessi, joten pu’ € C1(0,1),
misti seuraa edelleen, ettd u € C?(0,1). O

Lisdtietoja: (1) Edella esitetty Sturmin—Liouvillen yhtéldiden ratkaisumene-
telméd voidaan soveltaa korkeammissa dimensioissa ns. elliptisiin yhtdloihin,

joiden prototyyppi on Laplacen yhtdilo

Au =0,
ulon = .

missd (2 C R” on alue ja A = Z?Zl g—;. Ratkaisustrategia toimii kuten edell&:
J

i) Klassinen ratkaisu on heikko ratkaisu
i1) On olemassa heikko ratkaisu
i71) Heikko ratkaisu on yksikésitteinen (joten myos klassinen ratkaisu on yk-
sikésitteinen )

iv) Heikko ratkaisu w on riittdvin sdinnéllinen (eli edelld u € C?).
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(2) Historiallisesti, Bernhard Riemann (1826-1866) ratkaisi yhtdlon Au = f
juuri edelld mainitun Dirichlét'n periaatteen avulla. Karl Weierstral (1815
1897) aiheutti sensaation kriittiselld artikkelillaan "Uber das Sogenannte Di-

richletsche Princip”, jossa hén esitti seuraavan vastaesimerkin: Jos

s = [ ew@par

1

niin ei ole jatkuvaa funktiota wug, jolle ug(1) =1, ug(—1) = —1 ja
J(up) =1inf{ J(u) : u(—1)=1,u(l)=—-1}.

Nimittéin, jos

arctan =
p(r) = =, >0,
arctan =
niin
€
/
T) = ,
() (arctan 2)(z2 + €2)
joten
2e 4
J(p) < —— — 0, kune — 0.
arctan

B
Miksi Dirichlét'n periaate ei toimikaan? Syy (joka ymmérrettiin vasta 1900-
luvulla) on se, ettei H' (tai H}) ole tiydellinen normissa

1
lul = / 2l (2)P de.

1

Téstd nimenomaisesta syystéd oletettiin edelld, ettd p,q > ¢ yhtélossd (SL).
Edelld oleva normi vastaa (SL)- yhtélén normia, kun ¢ = 0 ja p(z) = z%
Oletuksesta ¢ > ¢ voidaan luopua, mutta jos funktiolla p on nollakohta tilanne
muuttuu radikaalisti.

Weierstrassin kritiikilld on ollut huomattava merkitys differentiaaliyhtaloi-
den teorialle ja variaatiolaskennalle, vaikka Dirichlét’n periaate nyt pystytdéan

perustelemaan tdsmaéllisesti Hilbertin avaruuksien teorian avulla.

Harjoitustehtavia

5:1 Olkoon f € L*(0,27) ja P(t) = >_,_ _, axe’™ kiinted trigonometrinen po-
lynomi. Laske konvoluutiofunktion

P f(z) = — /OWP(gs—t)f(t)dt

T om

Fourier-kertoimet f;k\f (m) funktioiden f ja P Fourier-kertoimien avulla. [Fu-

binin lausetta saa kdyttda vapaasti.]
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5:2 Tarkastellaan Hilbertin avaruutta L?(0, 27) varustettuna siséitulolla (f|g) =
2m N

o Jf(t)g(t)dt. Laske funktion g(t) = ¢, t € [0,27], Fourier kertoimet ortonor-

maalin jonon (=¢™),ez suhteen. Laske normi ||g||» seki integroimalla, etté

Parsevalin yhtalon avulla, kun pidetdén tunnettuna etta (#emt)nez on Hil-

bertin kanta avaruudessa L*(0,27). [Huomaa sivutuotteena kaava > " | = =
2

]
5:3 Olkoon f: R — R 2m-periodinen funktio. Nayta:

(i) jos f &€ C¥ niin |f(n)] < M(1+|n|)"* kaikilla n € Z,

(i) jos f e L2 ja |f(n)] < M(1 + |n|)~**2 kaikilla n € Z, niin f € C*.
Edelld £ € N ja M on vakio.

5:4 Néyté: jos f € L*(0,2m) ja >, 5 |f(n)| < oo, niin f : [0,27] — C on jat-
kuva funktio (eli funktion f ekvivalenssiluokka L?:ssa siséltii jatkuvan edusta-
jan). [Vihje. Ndytd, ettd vastaava Fourier-sarja » - f(n)ei™® on absoluut-
tisesti suppeneva Banachin avaruudessa avaruudessa C(0, 27).]

5:5 (i) Néytd, ettd funktio h € C*°(R), kun

eV x>0

0, z < 0.

(ii) Olkoon 0 < € < 1. Néyté (i)-kohdan perusteella, etté on olemassa funktio
ne € C*((0,1)), jolle pitee 0 < n.(z) < 1 kaikilla z € Q, n.(z) = 0, kun
O<z<etall—e<x<l,sekdn(r) =1 kaikilla 26 < x < 1 — 2¢.

5:6 Naytd, ettd funktio

hz) = 1—|z|, josxze[-1,1]

0, muulloin

kuuluu Sobolev-avaruuteen H'(R) ja méériti sen heikko derivaatta b’ € L*(R).

5:7 Olkoon f € L? = L*([0,27]) funktio jolle S2°° _ n?|f(n)|* < oco. Riesz-
Fischerin lauseen nojalla on olemassa sellainen g € L2, ettd §(n) = inf(n)

kaikilla n € Z. Nayta, ettd g on funktion f heikko derivaatta, eli

/0 ﬂg(:t:)gb(x)dx =/ ’ f(x)¢' (z)dr kaikilla ¢ € D((0,27)).

[Vihje: todista aluksi véite kun f on trigonometrinen polynomi ja yleinen ta-
paus approksimoimalla.]

5:8 Olkoon f,(z) = 2* kun x € (0, 1). Milld vakion o € R arvolla f,, € H*(0, 1),
eli siis milloin seki f, € L*(0,1) ja sen heikko derivaatta f, € L?(0,1)?

5:9 Osoita, ettd Hj(0,1) = {f € H'(0,1) : f(0) = f(1) = 0} on avaruu-
den H'(0,1) suljettu aliavaruus. [Vihje. Johda arvio |f(z)| < 2||f|lz, kun
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f € H*(0,1) ja z € (0,1). Lihde liikkeelle Lauseen 5.20 antamasta jatkuvas-
ta edustajasta f, jolle f(x) = fyx f(t)dt + f(y) kaikilla z,y € (0, 1). Holderin
epayhtilo auttaa eteenpéin.|



116 FUNKTIONAALIANALYYSIN PERUSKURSSI
6. LINEAARISET OPERAATTORIT

Luvussa 5 osoitimme, etté jos f € L2, niin vastaavan Fourier-sarjan osasummat
suppenevat kohti f:44 L2:-normissa (kts. Seuraus 5.8 sivulla 97). Osoitimme
myos, ettd jos f on jatkuva ja 2m-periodinen funktio, niin Fourier-osasummien
aritmeettiset keskiarvot suppenevat tasaisesti kohti funktiota f (kts. Fejérin
lause 5.4 sivulla 92). Koska nélké vain kasvaa sy6dessd, niin voimme miettid

uusia luontevia Fourier-sarjoihin liittyvid kysymyksié:

Kysymys 1: Suppeneeko Fourier-sarja L'-normissa, jos f on L!-funktio ?
Kysymys 2: Suppeneeko jatkuvan funktion Fourier-sarja pisteittdin 7 Eli jos
f e C(0,2m) ja f(0) = f(2m), onko

n
flo) = lim > Flk)et = lim s, (f; ) kaikilla 2?
k=—n

Niiden kysymysten ratkaisemiseksi meidéan on tutkittava Fourier-osasummien
sn(f; +) ominaisuuksia lineaarisena operaattorina f +— s,(f; ) (ja vastauksiin
palataan luvussa 7). Itse asiassa, jatkuvan lineaarikuvauksen késite on funktio-
naalianalyysin keskeisidi peruskésitteitd. Palautetaan lyhyesti mieleen kurssin
alkupuolella (luvussa 2) jo esitellyt lineaariset operaattorit.

Olkoon F ja F' K-kertoimisia vektoriavaruuksia. Kuvaus 7': £ — F on line-

aarinen, jos
T(ax + Py) = oTx + Ty

kun x,y € F ja a, 3 € K. Lineaarisesta kuvauksesta kaytetdéan usein nimitysta
lineaarinen operaattori; nédin erityisesti siind tapauksessa, ettd T' on jatkuva.
Luvussa 2 késittelimme jo lineaaristen operaattoreiden jatkuvuutta (kts.
Madritelma 2.24 sivulla 23 ja Lause 2.30 sivulla 25). Osoitimme muun muassa,
ettd lineaarikuvaus 7' : F — F on jatkuva jos ja vain jos sen operaattorinormi

| T|| on &&rellinen, missé

I T || = sup || Tz ||r,

r€EBR

ja B ={z € E : ||z]| <1} on avaruuden E suljettu yksikkopallo.
Téssé luvussa tarkastelemme operaattoreiden itsensd muodostamia avaruuk-
sia. Tatd varten otamme kiayttoon muutaman uuden merkinnén. Olkoon E ja

F normiavaruuksia. Asetamme

L(E,F)={T: E — F| T on lineaarikuvaus},
Z(E,F)={T: E — F| T on jatkuva lineaarikuvaus},
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ja erityisesti, kun F' = E, merkitsemme Z(F) = Z(E, F). Osoittautuu, etta
jatkuvat lineaariset operaattorit muodostavat normiavaruuden, kun normiksi

valitaan operaattorinormi.

6.1. Lause. Olkoot E ja F' normiavaruuksia, joissa skalaarikuntana on K. Tél-
loin L (E, F) on K-kertoiminen normiavaruus, jossa normina on operaattori-

normi
T ||T|:=sup{||[Tz|lr: z€E,|z|lg <1}
Todistus. Jos S, T € L(E, F'), niin vastaava summaoperaattori on
(S+T)(z)=Sz+Tzx, z€kFE.
Kuvaus V = S+T on lineaarinen kuvaus £ — F', silld jos x,y € Eja o, € K,
niin
V(az + fy) = S(ax + fy) + T(ax + By)
=aSz+ Sy +alx+ [Ty
=a(Sz+Tx)+ B(Sy +Ty)
= aV(z) + BV (y).
Samoin kuvaus ¢S on lineaarinen £ — F, missd (¢S)(z) = ¢Sz, kun v € E
ja c € K. Talloin L(E, F') on vektoriavaruus, kun nolla-alkiona on nollakuvaus
0(z) = Op kaikilla x € F (lineaarialgebran yksityiskohdat vapaa HT).
Néytdmme seuraavaksi, ettd Z(F, F') on avaruuden L(FE, F') vektorialiava-
ruus ja kuvaus 7'+ || T' || on normi vektoriavaruudessa .2 (F, F'). Témén néyt-
tdmiseksi kdydadn lapi normin aksiomat:

(N1) Olkoon S, T € Z(E,F)jax € B = {x € E : ||z| < 1}. Télléin

soveltamalla kolmioepéayhtéloa avaruudessa F' saadaan, etté
[(S+D)z|lp=|Sz+Tz|p <|Szlr+|Tzlr<[|S|+T]
koska || z || < 1. Siis

1S+ T| = sup || (S+T)z|r <[ ST+ITI

r€BE

Erityisesti, operaattori S+ 7" on jatkuva (ts. rajoitettu), eli S+ 71 € Z(E, F).
(N2) Olkoon ¢ € K ja x € Bg. Talloin || cTx ||r = |c||| Tz ||, joten

||| =sup{ ||cTz||p: x € Bg } =|c|sup{ || Tz||r: x € Bg }
= le[IT]-

Erityisesti ¢I' € Z(F, F). Yhdessi edellisen kohdan (N1) kanssa tésté seuraa,
ettd Z(E, F) on vektoriavaruuden L(FE, F') vektorialiavaruus.
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(N3) Operaattorinormin positiivisuus on selvé. Jos || T'|| = 0, niin || Tz || =
0 kaikilla © € E eli Te = Op kaikilla x € E. Siispd T = 0, missd 0 on
nollaoperaattori. Kddanteinen suunta on selva.

Siispa (Z(E, F), || -||) on normiavaruus. O

Tutkimme seuraavaksi, milloin avaruus £ (£, F)) on Banachin avaruus eli
taydellinen operaattorinormissa. Tétéd varten meidén on pohdittava hiukan eri-
laisia operaattoreihin liittyvid suppenemiskésitteita. Koska lineaariset operaat-
torit ovat kuvauksia, voimme puhua niiden pisteittéisestd suppenemisesta. Siis
jos E ja F ovat normiavaruuksia ja A C E on osajoukko, niin sanomme et-

td jono kuvauksia f,,: A — F suppenee pisteittdin joukossa A kohti kuvausta
f:A— F, jos

lim f,(z) = f(x) kaikilla z € A.

n—oo
Havaitsemme aluksi, ettd pisteittdinen suppeneminen siilyttaé lineaarisuu-

den eli lineaaristen kuvausten pisteittdinen raja on myos lineaarinen kuvaus.

6.2. Lause. Olkoot E ja F normiavaruuksia ja (T,,) C L(E, F') jono lineaariku-
vauksia, jotka suppenevat pisteittdin E:ssd kohti kuvausta T: E — F. Talloin
TeL(EF), eiT:E— F on lineaarinen.
Todistus. Suoraan laskemalla saadaan
T(Ax + py) = lim T,( Az + py) = lim AT,z + pT,y)
=Tz + uTy.
O
Seuraavaksi herdd kysymys, séilyyko lineaarisen kuvauksen jatkuvuuskin pis-

teittdisessd suppenemisessa ? Vastaus on yleisessé tapauksessa kielteinen, kuten
seuraava konkreettinen esimerkki osoittaa.

6.3. Esimerkki. Olkoon P = { z : x on R-kertoiminen polynomi } ja || z ||co=

SUPg<s<1|2(t)], kun x € P. Méadrittemme jokaisella n € N kuvauksen
Thx=n(z(1) —z(1-1)), zeP.

Télloin 7T,, : P — R on lineaarinen ja T,, € Z(P,R), koska |z(1)] < ||z ||
jalz(1 = )] < |2, joten || Tha || < 2n|| 2 ||o. Siispé || T, || < 2n. Toisaalta

(erotusosamaara)

r(1) —z(1—3)

lim T, xr = lim

n—oo n—oo

S 8
=
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joten jono (T,) suppenee pisteittdin kohti kuvausta 7: P — R, missd x +—

2/(1). Kuvaus T ei kuitenkaan ole jatkuva: jos x,(t) = ¢*, niin || z, [|= 1 ja

|Tx,| = |z, (1)] = n, joten || T'|| > sup|Tz,| = oo.

Siis normiavaruuden jatkuvien lineaarikuvausten pisteittdinen raja ei valtta-

méttéd olekaan jatkuva. (Ehké ylldttden, tdydellisyys pelastaa tilanteen, kuten

tulemme nikemé&dn luvussa 7 kiyttdmailla tasaisen rajoituksen periaatetta.)
Palaamme pisteittédisen suppenemisen tarkastelun jélkeen operaattorinormin

maaradmain suppenemiseen.

6.4. Maaritelma. Jos (T,)nen C Z(E,F) ja T € Z(E,F), niin sanomme,
ettd jono (7},) suppenee kohti operaattoria T' operaattorinormin mielessd (eli
tasaisesti), jos

lim || T,, = T|| = lim (sup ||T,z —Tz||) = 0.

Téalloin merkitsemme T, — T kun n — oo, tai lim,,_. 1, = T.

Huomautus. Jos T,, — T" operattorinormin mielessé kun n — oo, niin 7,

suppenee myos pisteittdin kohti operaattoria T, silla kaikilla x € E pétee
| The =Tl = [[(To =Tz || < | T =T [z ]| =0,

kun n — oo.

Kadnteinen véite e kuitenkaan pida paikkaansa.

6.5. Esimerkki. Maidrittelemme lineaarikuvaukset 7, : ¢! — ¢! asettaen

Tnl‘ = (07 s aOa Tny L4l Tp42y - - - )7
——
n—1 kpl

kun z = (2,)%2, € ¢! jan € N. Téllin

o0

0
I T =D il <Dl = [,
=n k=1

k

kun x € (', joten kuvaukset T, ovat jatkuvia ja || T}, || < 1. Edelleen, T;,(x) — 0
kaikilla 2 € (' eli T, — 0 pisteittdin. Nimittdin: || T,z = > =, |zx| — 0 kun
n — oo kaikilla x = (z3) € 1.
Kuitenkaan jono (7},) ei suppene operaattorinormin mielessé kohti nollaope-
raattoria: Jos
en=1(0,...,0,1,0,0,...) € £},
——
n—1 kpl

niin Ty,e, = e, jasiis | Te, 1= || en ||1= 1, joten || T}, || = 1 kaikilla n € N.
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Olemme jo todenneet, ettd jatkuvien lineaaristen operaattoreiden pisteit-
tdinen suppeneminen ei takaa jatkuvuutta. Suppeneminen operaattorinormin
suhteen muuttaa tilanteen, kuten seuraava tulos osoittaa. Liséksi, seuraavan
keskeisen tuloksen avulla voimme rakentaa uusia Banachin avaruuksia ldhtien

tunnetuista avaruuksista.

6.6. Lause. Jos E on normiavaruus ja F' on Banachin avaruus, niin £ (E, F)

varustettuna operaattorinormilla || - || on Banachin avaruus.

Todistus. Olkoon (7},) Cauchyn jono avaruudessa .Z(E, F)) ja € E. Talloin
[T = Tz || = [| (T = T)z | < T = T [l |2 ],

kun n,m € N, joten jono (T,z) on Cauchy avaruudessa F. Koska F' on tdydel-
linen, niin jono (7,,x) suppenee; merkitédén tété rajaa
Tr = lim T,x, x€FE.

n—oo

Siispé jono (7T,,) suppenee kohti kuvausta 7' pisteittéin, joten Lauseen 6.2 si-
vulla 118 nojalla T" on lineaarikuvaus £ — F'.

Viite. T € Z(E,F) ja ||T — T,|| — 0 kun n — oo.

Olkoon ¢ > 0. Koska (7,,) on Cauchyn jono avaruudessa .Z(FE, F'), niin on
olemassa sellainen ng € N, ettd aina kun n,m > ng, niin || 7,, — T,,, || < &. Jos

x € E ja | x| <1, niin silloin
| Tor — Tz |lp = [ (To = Tz |lp < | To = Tl | 2lle < | Th — T || < e

Pitamalld edelld piste x € E ja luku n € N, n > ng, kiinteinéd ja antamalla

luvun m kasvaa rajatta tista seuraa, ettd
| Thr —Tx||p = lim || Tx — Thxl||r <e,
m—0o0

jasiis | (T, —T)z || < € aina kun n > ng ja x € Bg. Néin ollen kuvaus T,,, — T’
on jatkuva, joten myos

T="T,—(Tw—-1T)
on jatkuva. Operaattorinormin méaéritelmén ja viimeisimmén arvion nojalla

||Tn_T||§€v

kun n > nyg, joten jono (7,,) siis suppenee avaruudessa (£ (FE, F), || - ||). Siisp4
(Z(E,F),|l-]|) on tdydellinen. O

Operaattorien avaruuksissa on myos algebrallista rakennetta, silld voimme
madritella operaattoritulon yhdistettynd kuvauksina. Seuraava lause kertoo sa-

man tarkemmin.
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6.7. Lause. Olkoot E, F ja G normiavaruuksia sekd T € ZL(E,F) ja S €
Z(F,G) rajoitettuja lineaarisia operaattoreita. Silloin yhdistetty kuvaus ST =
SoT e Z(E,Q) ja

ST < IS

(siis operattorinormi on submultiplikatiivinen).

Todistus. Lineaaristen kuvausten yhdiste on lineaarinen (Lineaarialgebran no-
jalla), joten ST € L(E,G). Jos x € E ja ||| <1, niin

15Tl = [15(Tx) lle < ST Tz lle < ISTITI.

Siispd ST € Z(E,G) ja || ST || < || S| T]]. (Toki kuvauksen ST jatkuvuus
seuraa myos Topologia I:n tiedosta, ettd jatkuvien kuvausten yhdiste siilyy
jatkuvana.) O

Huomautus. Banachin avaruutta E sanotaan Banachin algebraksi, jos avaruu-
den FE alkioille on maéritelty tulo E x E — FE; (z,y) — zy, joka toteuttaa

seuraavan ehdon:
lzyl <l=lllyll, Vz,yek,

seka liséksi algebran ehdot: (kaikilla z,y, z € E ja A € K)

z(yz) = (zy)z, (tulon assosiatiivisuus),

r(y+z) =xy+xz, (v+y)z=xz+yz, (osittelulait),
(Ax)y = May) = x(\y), (skaalarilla kertomisen ja tulon yhteys).

6.8. Esimerkki. (1) Lauseiden 6.6 ja 6.7 nojalla .Z(E) on Banachin algebra,
kun £ on Banachin avaruus, normina on operaattorinormi ja tulona ST on
kuvausten yhdistdminen.

(2) Jos X on kompakti avaruus, niin jatkuvien funktioiden X — K muodos-

tama Banachin avaruus C'(X) on Banachin algebra, kun normina on || - || ja
tulona (fg)(z) = f(z)g(z),x € X.

Tutkimme seuraavaksi milloin kéinteiskuvaus 7! on jatkuva, kun T : E —
F on lineaarinen bijektio. M&éritelmén mukaan T-'(y) = z jos ja vain jos
Tx =y (missi z € Ejay e F).

6.9. Lause. Olkoon E, F normiavaruuksia ja T: E — F lineaarinen bijektio.

Télloin T~ on lineaarinen ja
(6.10) T7! jatkuva <= on olemassa a > 0, jolle | Tx|| > a| x|, v € E

(eli lineaarikuvaus T on alhaalta rajoitettu).
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Todistus. Jos x,y € F' ja A, i € K| niin
TOT '+ pT ' y) = NTT "o+ pITT 'y = Av + py = T(T Az + py)).

Koska T on bijektio, niin tisté seuraa, ettd N1tz + puTly = T71(\x + uy).
Siispd 7' on lineaarinen. Osoitetaan seuraavaksi ehto (6.10).
"=": Koska T'z = 0 jos ja vain jos z = 0, niin voidaan olettaa £ # {0} ja
F # {0}. Talloin on siis olemassa zp € F, zg # 0, jolloin
[T~ o |

0< — < HT‘1 I
||$0||

Siispd 0 < || T7'|| < oo, joten luku 1/|| T~ | on #érellinen. Jos z € E on

mielivaltainen, niin ||z || = || T'Tz || < || T7|||| Tx ||, joten
1
(m) Azl < 1Tzl = e E.
Voidaan siis valita o = || 77! || 7!, josta seuraa viitteen timi suunta.

7<": Oletetaan, ettd || Tz || > af x || kaikilla z € E. Jos y € F' on mielival-
tainen, niin valitaan x = T~1y. Silloin T = y ja oletuksen perusteella

. 1 1
1Tyl =zl < =Tz ]| = =]yl
(0% «

joka on voimassa kaikillay € F. Siispd || 77! || < 1/a < oo (eli 7! on jatkuva).
U

6.11. Seuraus. Olkoot E, F normiavaruuksia ja T: E — F lineaarinen bijek-
tio. Silloin T on homeomorfismi jos ja vain jos on olemassa sellaiset vakiot
a, 3 >0, joille

(6.12) allz|| <||Tz|| < Bz kaikilla x € E.

Todistus. Tama seuraa valittomasti Lauseesta 2.30 sivulla 25 ja Lauseesta 6.9.

O

6.13. Mairitelmi. Jos T' € Z(F, F) toteuttaa Seurauksen 6.11 ehdot (6.12),
niin sanomme jatkossa, ettd 7" on lineaarinen isomorfismi ja ettd avaruudet F

ja I ovat (lineaarisesti) isomorfiset.
Téaydellisyys séilyy lineaarisissa isomorfismeissa.

6.14. Lause. Olkoot E ja F' normiavaruuksia seki T € L (E, F) isomorfismi.

Silloin E on tdaydellinen jos ja vain jos F' on tdydellinen.
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Todistus. Symmetrian mukaan riittda osoittaa véite vain toiseen suuntaan. Ole-

tetaan siis, ettd E on tdydellinen. Olkoon (z,),eny Cauchyn jono avaruudessa
F. Silloin

1T 20 = T | = 1T (@0 — 2 | S NT T [ 20 = 2 |, mom €N,

ja (T7'2,)nen on siis Cauchyn jono avaruudessa E. Koska E on tdydellinen,
niin 771z, — y (jollakin y € E) kun n — oo, ja

2w =Tyl = 1T(T  w) = Ty | < | TN T 20—y — 0,
kun n — oo. Téten myos F' on taydellinen. 0

Erikoistapauksena, jos normit |- ||; ja || -||2 ovat ekvivalentteja E:ssi (kts.
Madritelma 2.11 sivulla 15), niin Lauseen 6.14 nojalla (E, || - ||1) on tdydellinen
jos ja vain jos (E,| - |l2) on tdydellinen. (Téssa siis identtinen kuvaus /g on
isomorfismi (E, || - 1) — (£, - ||2)-)

6.15. Esimerkki. (a) Jos (an)nez € (P(Z) ja X, on vilin I karakteristinen
funktio, niin kuvaus
T: (@n)nEZ = ZGHX[n,n—‘rl)
nez

méérad isomorfismin 7': ¢P(Z) — E, missd F = spcm{X[n :n € Z} on ava-

n+1)
ruuden LP(R) suljettu aliavaruus. Itse asiassa, 7" on isometria eli | Tx || o) =

| z || kaikilla © = (an)nez € P(Z), koska
/ 1> X sy @ dz =) lanf? aikilla (an)nez € #(Z).
R ez nez

(b) Osoitamme, ettéd jonoavaruus ¢ = {(z,) : lim, x,, olemassa} on isomorfinen
avaruuden ¢y kanssa (molemmissa sup-normi |||/ = sup,, |Zy])-

Jos © = (x,) € ¢, niin merkitddn ¢(x) = lim, x,. Maaritelldén T : ¢ — ¢
asettamalla T'(z,) = (y,), missd y; = {(z) ja y, = xp—1 — €(x) kun n > 2.
Téalloin T'(z,,) € ¢ ja T on lineaarinen kuvaus ¢ — ¢, (tarkistal). Lisdksi

[T2][oc < sup |2n| + [£(z)] < 2[l2]|o,

joten T" on jatkuva (ja ||T|| < 2). Méaéritellddn seuraavaksi S : ¢y — ¢ ehdolla

S(xn) = (Tpy1 + T1)nen kun (x,,) € ¢o. Téll6in S on lineaarikuvaus ¢y — ¢, ja
152 ]|oo = sup [Tn41 + 71| < 2[|2]oc,
n

eli myos ||S]| < 2. Lisdksi T o S = id,, ja S oT = id,., joten T on bijektio (ja
S =T-1). Nimittin,

T(S(2,)) = T((Tns1 + T1)nen) = (21,9 + 21 — 21,23 + 71 — 71,...) = (2,)
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kaikilla (z,,) € cp. Yhtdlo S o T = id, todetaan samoin.

(c) [Lisdtietoja) Jos p # g, niin ¢? ei ole isomorfinen avaruuden ¢? kanssa (to-
distus sivuutetaan). Samoin avaruus L” on isomorfinen avaruuden L? kanssa
<= p = q. Jonoavaruus £? on isomorfinen er#in avaruuden L4 suljetun aliava-
ruuden kanssa, jos ¢ > 2. Mutta jos ¢ < 2, niin tdmé ei pdde. Néiden todistuk-
set ovat epétriviaaleja ja sivuutetaan. Liséksi jokainen separoituva Banachin
avaruus E on isomorfinen avaruuden C(0, 1) suljetun aliavaruuden kanssa (ja

taménkin todistus sivuutetaan).

(d) [ei késitelty vuonna 2010] Sturmin—Liouvillen yhtéloiden yhteydessi tar-

kastelimme tavallisen normin

17 = ([ 07@P + 1) de)

lisdksi my6s normia

1/2

1/2

1
, /
I1£1e = (| (£ @Pp@) + 1@ Pata)) dx)
missd 0 < 0 < p,q < M < oo. Silloin osoitimme, etta
Vol fllu < (1 lle < VM f |l

ja siten || ||z ja || - ||z m#drdividt avaruuteen H' saman topologian ja mo-

lemmat normit ovat téaydellisia.

Todistamme seuraavaksi varsin hyddyllisen laajennusominaisuuden jatkuvil-

le operaattoreille.

6.16. Lause. Olkoon E normiavaruus, F' Banachin avaruus, M C E vektoria-
liavaruus (jota ei oleteta suljetuksi) sekd T: M — F jatkuva lineaarikuvaus.

Tdlloin on olemassa yksikdsitteinen jatkuva lineaarikuvaus T:M — F, jolle
Tz =Tz kaikilla z € M ja | T| = || T

Todistus. Olkoon z € M mielivaltainen. T&lloin 16ytyy sellainen jono (z,) C
M, jolle x,, € B(z, %) kaikilla n € N, joten z = lim z,,. Jos p,q € N, saadaan

HTxp_qu | = HT(xp_xq) | < ”T“pr — g4 I,

joten (T'x,) C F on Cauchyn jono. Koska F' on Banachin avaruus, niin jonolla
(T'xy)nen ON raja-arvo f(z) € F (tdssd vaiheessa f(z) on vain merkinté, joka
kertoo, ettd raja-arvo riippunee pisteesti z). Havaitaan seuraavaksi, ettd tdméa
raja-arvo on riippumaton jonon (z,) valinnasta. Nimittéin, olkoon (y,) C M

toinen jono jolle myos z = lim,, y,. Toistamalla edellinen paattely jonolle (y,,)
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16ydetédn raja-alkio u = lim,, Ty, € F. Koska ||z, —yn || — || # — 2| = 0, niin
kuvauksen 7' jatkuvuuden nojalla

0= lim T(z, — y,) = limTx, — lim Ty, = f(z) — u.

n—oo
Siispa u = T'(z). Piittelemme téstd, etté raja-arvo

f(z) = lim Tz,

n—oo

riippuu vain pisteestid z € M eiké lainkaan approksimoivan jonon valinnasta.
Nyt siis z — 7T(z) on kuvaus M — F. Jos z € M ja valitaan z,, = z kaikilla

n € N, niin

T(z) = lim Tz, = Tz,

n—oo

joten T on kuvauksen T laajennus.
Osoitetaan seuraavaksi, etta T on lineaarinen kuvaus M — F. Olkoon T,y €
M ja o € K. Valitaan sellaiset jonot (x,) C M, (y,) C M, ettd
lim z, =z ja lim y, =y.
T#lloin myos jono (z,) = (x,+ay,) C M ja tdmé jono suppenee kohti vektoria

x + ay. Siispi alkuosan perusteella

f(z + ay) = lim T(z, + ay,) = lim Tz, + lim oTy, = f(m) + ozf(y).

n—oo

Edellisessa kaytimme liséiksi operaattorin 71" lineaarisuutta seké kolmioepéayhté-
164 siihen, ettd raja-arvon voi jakaa kahteen osaan. Edellinen lasku siis osoittaa,
ettd T on lineaarinen.

Osoitetaan seuraavaksi, etté | T|| = || T'|| (tdstd seuraa ettd T on jatkuva
sulkeumassa M). Jos z € M, niin valitaan sellainen jono (z,).en C M, ettd

z = lim,, x,,. T4lloin

Tz = lim Tx,,.

Koska || Tz, || < || T|||| z» || kaikilla n € N ja koska kolmioepayhtélon nojalla

[ [| = | 2 [, niin
| B2l = lim | T | < Tim Tl 2l = T 2
joten || T|| < || T || ja erityisesti T on jatkuva. Toisaalta, jos z € M, niin
[Tz = [Tz < [Tl 2],

joten myds || T < [| 7.
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Vield on osoitettava kuvauksen T yksikésitteisyys. Olettakaamme, ettd S on
jatkuva lineaarinen kuvaus M — F, jolle Sz = Tz kaikilla z € M. Koska
kuvaus S — 7' on jatkuva M — F, niin jokaisella z € M on voimassa

Sz — Tz = lim Sz, — Tz, =0,

n—oo

kunhan (x,)nen € M on jono, jolle z, — z kun n — oo. Siispd Sz = Tz
kaikilla z € M ja kuvaus T on siten yksikésitteinen. 0

Lause 6.16 on eris lineaarioperaattoreiden filosofian kulmakivista. Esimerk-

kina tarkastellaan Fourier-muunnosta.

6.17. Esimerkki. Jos f € L'(R) on integroituva ja k € R, asetetaan

(F) f(kz) = \/% / f(z)e ™ dy (funktion f Fourier-muunnos).
R

Koska |f(x)e”™**| = |f(x)|, kun z,k € R, on ylld mainittu integraali hyvin
médritelty kaikilla f € L'(R). Koska Fourier-sarjojen L2-teoria on kaikkein

toimivin (luku 5), haluaisimme maééritelld Fourier-muunnoksen myos kaikille
f € LAR).

Ongelma: L*(R) ¢ L*(R), joten (F):ssa oleva integraali ei ole miéritelty
kaikilla f € L?*(R) (tarkista, ettd esimerkiksi funktio f(z) = min{l,|z|7'}
kuuluu L?(R) \ L}(R)). Mik# neuvoksi ?

Ratkaisu: Oletetaan aluksi, ettéd f € L'(R)NL*(R). Télldin voidaan todistaa

(el kuitenkaan tehdé téssid) Parsevalin identiteetin vastine

[ fopa= [ P, ser®nre.
Toisin sanoen, jos M = L'(R) N L*(R) C L*(R), niin kuvaus T : f — f on
lineaarinen isometria || - ||o—normissa. Lauseen 6.16 nojalla kuvaus 7' laajenee
jatkuvaksi lineaarioperaattoriksi M — L2(R), missi lisiksi osoittautuu etti
M = L*(R). Niin Fourier-muunnos f saadaan méériteltyd kaikille f € L2(R).

Nimittéin, jos f € L*(R), niin fx[_nn € L'(R) N L*(R) kaikilla n > 0.

Lebesguen dominoidun konvergenssin lauseesta seuraa, etta
1 Xienn) — 22 = /{ P =0 o
x:|x|>n

joten siis M = L?*(R) (tarkista yksityiskohdat!).
Yo. méarittelyprosessi voidaan kuvata myos konkreettisemmin. Nimittéin,

jos f € L*R), niin edelld dominoidun konvergenssin ja Lauseen 6.16 nojalla
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(yksikésitteisyysosa!) saadaan myos

f(k) = lim —/ f(z)e ™ dx  kaikilla f € L*(R).

NEUMANNIN SARJA

Jos E on Banachin avaruus, 7' € Z(F) ja on olemassa jatkuva kddnteis-
kuvaus T-! € Z(F), sanomme usein, ettd T on kdidntyvd (isomorfismin si-
jasta). Seuraavalla sovelluksissa hyddyllisella menetelmailld, eli niin sanottulla
Neumannin sarjalla, pystymme useissa tilanteissa selvittdméadn annetun ope-
raattorin kddntyvyyden ja jopa madraaméian kdanteisoperaattorin eksplisiitti-
sesti. Merkitsemme avaruuden F identtistd operaattoria I = idg, siis [x = x
kaikilla # € E. Edelleen operaattorin T iteraatteja merkitsemme 7° = I,
TF=ToTo---oT (k kappaletta).

6.18. Lause (Neumannin sarja). Olkoon E Banachin avaruus ja T € Z(F)

jatkuva lineaarikuvaus. Jos || T || < 1, niin operaattori I — T on kddntyvd ja

(I-T)" ZTk—I+T+T2
k=0

missd yo. sarja on absoluuttisesti suppeneva avaruudessa £ (F).

Todistus. Lauseen 6.7 nojalla || T% || < || T'||* jokaisella k € N. Nyt

oo o0
DAITHI< DI ITF < oo,
k=0 k=0

miké suppenee, silld || 7']] < 1 ja oikean puoleisin sarja on geometrinen sarja.
Koska Z(F) on Banachin avaruus (Lause 6.6), niin Lauseen 3.23 sivulla 40

nojalla sarja

S = lim S, = hmZTkE.i”( )

n—oo n—oo

suppenee. Tarkastellaan nyt osasummia Sn. Koska
(I-T)Sy=1+T+ - +T"—(T+T?+- - +T")=1-T""' =8,(I-T),
niin

|(I=T)S, —I||<|T|I"™ =0 kunn — oo
eli rajalla (I —T)S = I. Vastaavasti ndhdéén, ettd S(I —7) = I, eli I =T
on bijektio ja S on operaattorin I — T kddnteisoperaattori. (Huomaa, etti

tulokuvaukset U +— UV ja U — VU ovat jatkuvia Lauseen 6.7 nojalla, kun V'

on kiinte# jatkuva operaattori.) O
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6.19. Esimerkki. Palaamme jo johdantoluvussa sekd Banachin kiintopiste-
lauseen yhteydessé tarkastelemaamme esimerkkiin (kts. Esimerkki 3.41 sivul-

la 54) eli tarkastelemme integraaliyhtdlod

(+) f() + / Ko 0)f(t)dt = g(z), < [0,1],

missd K € C([0,1] x [0,1]) on jatkuva ja || K ||« < 1. Osoitamme nyt kéyt-
tamélla Neumannin sarjaa, ettd jos g € C(0,1), niin talloin yhtalolla (x) on
yksikésitteinen ratkaisu f € C'(0,1). Asetetaan

:/lmx,t)f(t)dt, ze[0,1], feC(,1).

Olemme jo osoittaneet, ettd T' € £ (C(0,1)) ja || T]| < || K ||o< 1. Nyt voim-
me soveltaa Neumannin sarjaa operaattoriin —7', silla | =T7'|| = || T] < 1.
Siispd operaattori I + T = I — (—T') on kddntyvé, joten kirjoittamalla yht&lo
(*) operaattorimuodossa ja kayttadmélla operaattorin I 4+ 7" kddntyvyytti sekéd
Neumannin sarjaa saamme

I+T)f=g < f=I+T)"g=) (-T
k=0
Sivutuotteena konstruoimme ratkaisun f € C(0,1) sarjana. (Saatua sarjaa
kannattaa verrata Banachin kiintopistelauseen antamaan konstruktioon, vrt.
Esimerkki 3.41.)

Koska kééntyvyys on (oleellisesti) algebrallinen ominaisuus, niin kaantyvit
operaattorit muodostavat ryhmén kaikkien jatkuvien operaattoreiden joukossa.

Taméa seuraa seuraavasta huomiosta.

Huomautus. Merkitsemme Inv(L(E)) ={T € L(E): T kéiéntyvéi} Jos S, T €
Inv(L(E)) niin yhdistetty kuvaus ST on kiiéntyvi ja (ST)™' = T-1S™! koska
STT 1St =881 =TjaT 'S7IST=T"'T=1. Llsak51,Jos S e Inv(E(E))

niin myds S~ on kisintyvi ja (St =S,

Neumannin sarjan avulla voimme my0s tarkastella, minkédlainen joukko kééan-

tyvien operaattereiden joukko on topologisessa mielessa.

6.20. Lause. Olkoon E Banachin avaruus. Tdlloin

(i) jos T € ZL(E) on kidintyvi ja S € £ (E) toteuttaa arvion || S| < || T |,
nun talloin T — S on kddntyvd.

(1) kddantyvien operaattorien joukko Inv(L(E)) ={T € ZL(E): T kddntyvd }

muodostaa avoimen ryhmdn avaruudessa £ (E) operaattorintulon suhteen.
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Todistus. Koska T' € Z(FE) on kidéntyvé, niin erotus 7" — S voidaan esittaa
tulona T'— S = T(I — T~'S). Oletuksen ja Lauseen 6.18 nojalla || T71S || <
IT71IIS]| < 1, joten Neumannin sarjan nojalla operaattori I — T~1S on
kédntyva. Siispé edellisen huomautuksen nojalla my6s tulo-operaattori 7'(1 —
T71S) = T — S on kisintyvd. Tami osoittaa viitteen (i). Kohta (i) seuraa
nyt edellisestd huomiosta, ettd kddntyvit operaattorit muodostavat ryhmén ja

kohdasta (i), jonka nojalla kdéntyvien operaattorien joukko on avoin. 0

Harjoitustehtavia
6:1 Anna esimerkki jatkuvista lineaarikuvauksista S,T" € L(FE) (sopivassa Ba-
nachin avaruudessa E), joille ||ST|| < ||S]| ||T]|. Voitko valita jopa S = T'7

6:2 Madritellaan kuvaus 7' : C(0, 1) — ¢>° kaavalla
Tf=(fA/k)ken = (f(1), F(1/2), f(1/3),...), [ €C(0,1).

Néyté, ettd T on rajoitettu lineaarikuvaus C'(0,1) — ¢°° (sup-normi molem-

missa), ja maaraé sen normi ||7']]. Onko 7" injektio? Enté surjektio?
6:3 Olkoon T(f) = f' (heikko derivaatta) kun f € H'(0,1). Néyti, etti T €
L(H'(0,1), L*(0,1)) ja mé&rdd operaattorinormi ||T||. [Vihje: Etsi funktioita
fn € HY0,1) joille || follo = 1 ja || full2 < £ kun n € N]
6:4 Varustetaan
C*([0,1]) = {f : [0,1] — R|f ddrettoman monta kertaa derivoituva}

sup-normilla || f|lcc = sup{|f(s)| : s € [0,1]}. Totea, ettd derivaattakuvaus
D : C>(]0,1]) — C>=([0,1]), D(f) = f', on lineaarinen, mutta ei jatkuva.
6:5 Olkoon T : ¢ — K lineaarikuvaus T'(zy) = > oo, ). Néyti:

(i) T on jatkuva (€%, - ||1) — K,

(i) T ei ole jatkuva (€1, - [ls) — K.
6:6 Olkoon 1 < p < oo. Etsi sellainen jatkuva lineaarinen injektio S : # — (P,
jonka kuva Im(S) = {Sxz : © € ¢} ei ole suljettu avaruudessa (7. [Vihje. Riit-

taé etsid haluttu esimerkki diagonaalioperaattoreiden (zy) — (agzy) joukosta,

missé (ay) on sopiva rajoitettu skalaarijono, ja muistaa HT 4:4]

6:7 Olkoon F ja F' normiavaruuksia, seki 7' : ' — F lineaarikuvaus. Oletam-
me, ettd (T'z,) C F on rajoitettu jono aina kun jonolle (z,,) C E on voimassa
lim,, oo T, = 0. Niiytd, ettidi T on jatkuva (eli rajoitettu).

6:8 Olkoon T : (' — (! lineaarikuvaus T'(x;,) = (k—_]ilmk), kun z = (z) € ('
Tutki, onko olemassa z € ¢! jolle ||z||; = 1 ja [|Tz||, = ||T||-
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6:9 Olkoon F Banachin avaruus, ja T' € L(E) operaattori, jolle ||T'|| < 1. Johda

Neumannin sarjasta ldhtien virhearvio

- |17
I(I+T)" —T+T| < .
L= [T

6:10 Olkoon H Hilbertin avaruus ja S € L(H) sellainen lineaarikuvaus, etti

|(Szlz)| = cllz|]*, =€ H,

missi vakio ¢ > 0. Néyté, ettd S on kédntyvi operaattori, ja [|S7!| < 2.

[ Muistutus: surjektiivisuutta varten tutki vektoreita € I'm(S)=*.]

6:11 Olkoon FE Banachin avaruus, 7' € L(F) jatkuva lineaarinen kuvaus ja
A € K\ {0} sellainen luku, etta || T"| < |A|™ jollakin n € N. Osoita Neumannin
sarjan avulla, ettd AI — T on kééntyva operaattori. [ Vihje: pyri kirjoittamaan
AN —T" = (AN —T)S = S(A — T) sopivalla operaattorilla S € L(E).]

6:12 Olkoon V : C(0,1) — C(0,1) Volterra operaattori

/f te[0,1], fec1).

Néytéd induktiolla, ettéd ||[V"| < 2 kaikilla n € N. Péittele edellisesté tehté-
vésté, ettd Volterran mtegraahyhtalolla

—/Otf(s)dSZg(t), t €10,1],

on yksikésitteinen ratkaisu f € C(0,1) kaikilla annetuilla g € C(0,1) ja ska-
laareilla A € R, A\ # 0.

6:13 Osoita, ettda Volterra integraaliyhtalolla

— /Otf(s)ds =g(t), tel0,1],

on yksikésitteinen jatkuva ratkaisu f € C(0,1) kaikilla annetuilla g € C(0,1)
ja skalaareilla A € R, A # 0. [Vihje. Olkoon (V f)(t fo s)ds kun t € [0, 1]
ja f € C(0,1). Osoita, ettda A" — V™ on bljektlo JOS n € N on riittdvin
iso, kilyttdmalld Neumannin sarjaa ja arviota [|[V"|| < & (HT 4/9). Kaavasta
AN =V = (AT N2V 4 AV 2 V) (AT — V) seuraa, etti \[ —V
on bijektio.]

6:14 (Heisenbergin epimddrdisyysperiaate lineaarikuvauksille) Olkoot A ja B
lineaarikuvauksia ¢ — (2, joille AB — BA = I» (identtinen kuvaus). Todista,
ettd silloin A ja B eivdat molemmat voi olla rajoitettuja operaattoreita. [Idea.

Verifioi ensin induktiolla, etta

AB" — B"A=nB"', n=12,....
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Jos olisi A, B € L(¢?), niin johda tésti ristiriita riittdvin suurilla n.|
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7. TASAISEN RAJOITUKSEN PERIAATE

Taydellisyydesté puristetaan maksimaalinen hyoty seuraavan Bairen lauseen
avulla. Bairen lause on keskeinen todistettaessa kahta funktionaalianalyysin
"kolmesta suuresta perustuloksesta”, nimittédin tasaisen rajoituksen periaate
(tdmé luku) sekd avoimen kuvauksen lause (luku 8). Kolmas néistd suurista
perustuloksista (Hahn-Banachin lause) tulee dualiteetin yhteydessé luvussa 9,
ja se er perustu taydellisyyteen. Koska Bairen lauseella on lukuisia muitakin
sovelluksia, tarkastelemme sité yleisissd metrisissd avaruuksissa.

Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Palautetaan mieliin: pistejono (z,)nen C X

on Cauchyn jono, jos jokaista ¢ > 0 vastaa n. € N, jolle
d(z,,z,) <&, aina kun p,q > n..

Aivan kuten normiavaruuksienkin tapauksessa, metrinen avaruus (X, d) on
taydellinen, jos sen jokainen Cauchyn jono (z,) C X suppenee: tosin sanoen,
on olemassa z € X, jolle lim,, d(x,, z) = 0.

Bairen lause kasittelee avoimia tiheitd osajoukkoja V' C X. Esimerkkeja
tillaisista ovat V' = R?\([0,1] x {0}) C R?, tai vaikkapa R\Z C R.

Huomautus. Osajoukko V C X on tihed < V =X <= B(z,r)NV # 10
kaikilla z € X, r > 0 < W NV # () kaikilla avoimilla ) # W C X

Seuraava topologisluonteinen lause on nk. Bairen lause tai Bairen kategoria-

lause, jonka esitti ensimméisend Rene Baire (1874-1932).

7.1. Lause (Bairen lause). Olkoon (X,d) taydellinen metrinen avaruus. Jos

V; C X, j € N, on numeroituva kokoelma avoimia tiheitd osajoukkoja, niin

o0
ﬂ V; on tihed avaruudessa X.
j=1

Erityisesti siis (\,2, V; # 0.

Todistus. (Kts. Vaisala: Topologia II, 10.8) Todistusidea: on osoitettava, ettd

B(z,r)N (n Vo) # 0

n=1
kaikilla x € X jar > 0.

Koska V; on tihed loytyy y; € Vi N B(x,r). Joukko V3 N B(z,r) on avoin,
joten on olemassa sellainen 0 < ry < 1, etté sulkeuma B(y;, ) C Vi N B(z, 7).
Oletuksen nojalla V5 on tihed, joten loytyy y2 € Vo N B(yp, 7). Koska oikean-
puoleinen leikkausjoukko on avoin niin on olemassa sellainen 0 < ry < 1/2,
ettd B(ya,72) C Vo N B(y1, ).
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Jatkamalla tatd konstruktiota saadaan pistejono (y,) C X, jolle
B(Yn, 1) C Vo N B(Yn—1,7n-1), n=12,...,

missd 0 < r, < 1/n. Koska y,, € B(yn,r,) kaikilla m > n konstruktion
perustella, eli d(Ym,yn) < % kaikilla m > n, niin (y,) on Cauchyn-jono. Koska
(X,d) on téydellinen, on siis olemassa z = lim, y,. Koska ym € B(Yn, )
kaikilla m > n, niin antamalla m — oo péatee myos rajalla ettéd z € m C
V., N B(x,r) kaikilla n. Néin siis piste z € B(z,r) N (", —; Vo). O

Huomautus. Bairen lause ei pide ylinumeroituville perheille: joukko V; = R\{t¢}

on avoin ja tihed R:ssi kaikilla ¢t € R, mutta N;erV; = 0.
Bairen lause tulee usein kéyttoon seuraavassa (yhtéapitdvéissid) muodossa:

7.2. Seuraus. Olkoon (X, d) tdydellinen metrinen avaruus, ja

X = D E,,
n=1

missd F,, C X on suljettu kaikilla n € N. Tdlloin on olemassa sellainen indeksi
ng € N, ettd joukko F,, sisdltid avoimen pallon B(xg,ro) sopivilla xo € X ja
ro > 0 (erityisesti sisus int(F,,) # ().

Todistus. Olkoon V,, = X \ F,, kun n € N, jolloin V,, C X on avoin kaikilla
n € N. Tehddén vastaoletus ja oletetaan, ettei joukko F, sisélla avointa palloa

B(z,r) milladn n € N, eli siis
V,NB(z,r) # 0 kaikillaz € X, r > 0jan € N.

Siten V,, on tihed ja avoin jokaisella n € N. Nyt Bairen lause mukaan leikkaus

Mo—, Vs, on tihed avaruudessa X. Erityisesti siis 16ytyy sellainen alkio = € X,

etta - - -
re (Vo= (X \F)=X\JFu
n=1 n=1 n=1

(Oikeanpuoleisin yhtdsuuruus tulee de Morganin laista.) Toisaalta, yo. seikka
on ristiriidassa oletuksen X = (J'~ | F), kanssa. Siispid vastaoletus on véiérd ja

viite seuraa. U

Muotoilemme aluksi ensimmaéisen suurista lauseista ja todistamme sen so-

veltamalla Bairen lausetta.

7.3. Lause (Banach-Steinhausin lause eli tasaisen rajoituksen periaate). Ol-
koon E Banachin avaruus, F' normiavaruus ja {Ty}acs kokoelma jatkuvia li-
neaarikuwvavksia T,,: E — F (missd indeksijoukko J # O on mielivaltainen).

Tdlloin on kaksi (toisensa poissulkevaa) vaihtoehtoa: joko
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(1) on olemassa sellainen luku M < oo, etti
| To || < M jokaisella o € J,

tas

(2) on olemassa kiinted vektori x € E, jolle
sup|| Tox || = o0.
acJ
Erityisesti, jos M(x) := sup,e;|| Tax || < 0o jokaisella x € E, niin

sup|| To || = sup(sup || Thx||) < 0.
aeJ acJ zEBg

Huomautus. Jos viite (1) ei toteudu, niin a priori on olemassa vektorit x, € F
(v € J),joille | zo || = 1jasup,|| Taxa || = co. Viite (2) sanookin, etté voidaan

valita yksi ja sama vektori x € E kaikilla o € J.

Ennen kuin todistamme Banach—Steinhausin lauseen, tarkastelemme hieman
sen kayttoa.

Ensimmaisend tasaisen rajoituksen periaatteen sovelluksena osoitamme vah-
van parannuksen pisteittiisen rajaoperaattorin jatkuvuudelle (katso Esimerk-
ki 6.5 sivulla 119 ja Lause 6.6 sivulla 120).

7.4. Lause. Olkoon E Banachin avaruus, F normiavaruus ja (T,)) C L (E, F)
sellainen jono jatkuvia lineaarikuvauksia, ettd Tx := lim,, .. T,x on olemassa
kaikilla x € E. Talloin T € L (E,F), eli T on jatkuva lineaarikuvaus.

Todistus. Kuvaus T on lineaarinen Lauseen 6.2 sivulla 118 nojalla. Oletuksen
mukaan jono (7),x) suppenee avaruudessa F’ jokaisella x € E. Siispé jono (1,,7)
on Cauchyn jono ja edelleen Lauseen 3.3 sivulla 32 mukaan rajoitettu. Néin

M(x) =sup||Thz| < oo kaikilla z € E.

neN
Siten Banach—Steinhausin Lauseen 7.3 nojalla 16ytyy sellainen M < oo, ettéd
| T, || < M kaikilla n € N. Saadaan

[Tz = T || Tow || < sup|[ T, | - |« || < M|z
- neN

kun z € E, joten || T'|| < M. O

Léhtoavaruuden taydellisyys on edelld olennainen ehto:

7.5. Esimerkki. Esimerkissi 6.3 sivulla 118

P ={z: x on R-kertoiminen polynomi }, ||z |s= sup |z(t)],
te€[0,1]

Thr =n(z(l) —z(1-1)), kunz e P,
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Esimerkissé 6.3 naytettiin, ettd 7,, € Z(P,R) ja T,x — Tx kun n — oo,
missd Tz = 2/(1), kun o € P. Lisdksi télloin T ¢ Z(P,R), eli T ei ole jatkuva.
Johtopaatokset:
(7) (P,]|-]]) el ole taydellinen (tdmé&n seikan voisi toki todistaa suoraan,
vrt. Huomautusta 3.11),

(77) Oletus, ettd E on Banachin avaruus on olennainen Lauseessa 7.4.

Koska olemme saaneet jo hieman esimakua Banach—Steinhausin lauseen tehok-

kuudesta ja voimasta, niin siirrymme lauseen todistukseen.
Banach—-Steinhausin lauseen todistus. Olkoon
Fn,a)={zeE: |[Tox| <n},

kun o € J, n € N. Kuvaus f,: x +— || T,z || on kahden jatkuvan kuvauksen yh-
disteeni jatkuva. Siispd F(n,«) = f;1([0,n]) C E on suljettu joukko jokaisella
a € J ja jokaisella n € N, silld joukko [0,n] C R on suljettu ja f, on jatkuva
(vrt. Vaisdla: Topologia I, 6.13). Télloin myos leikkausjoukko
F, = ﬂ F(n,a) C E on suljettu,
acl

silld mielivaltainen leikkaus suljetuista joukoista on edelleen suljettu.

Oletetaan nyt, ettd vaihtoehto (2) ei pade. Véitteen todistamiseksi on siis
osoitettava, ettéd télloin vaihtoehto (1) on vélttaméttéd oltava voimassa (téssi
askeleessa on Banach-Steinhausin lauseen epétriviaali osa).

Olkoon téata varten x € E mielivaltainen. Koska oletimme, ettd vaihtoehto
(2) ei pide, niin

sup|| Tz || < o0.
acJ
Siten 16ytyy sellainen n € N, etti

supl| Tz || < n.
acJ

Siispa x € F(n,«) jokaisella o € J eli x € F),. Tésté seuraa heti, etta

E = G E,.
n=1

Koska E on Banachin avaruus, niin Seurauksen 7.2 nojalla 16ytyy sellainen

N € N ja sellainen avoin pallo B(xg,rg), etté
(76) B(.’Eo, 7"0) C FN-

Osoitamme lopuksi, ettd ehdosta (7.6) seuraa, ettéd || 1oz || < 2N/r( jokaisella
a € J ja jokaisella x € Bg. Olkoon x € FE ja || z| < 1. Talloin zg + roz €
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B(zg,10), joten || Th(xo + roz) || < N. Kuvauksen T, lineaarisuuden nojalla

saadaan
1 1
| Tox || = —|| To(rox) || = —|| To(zo + 1o7) — To(20) |
2N
< — (HT (o + roz) || + || Ta (o) ||) < o M
Siis || To || < M jokalsella a€ J. O

7.7. Esimerkki. Olkoon (a)reny C R sellainen annettu lukujono, etté reaalinen

sarja
(7.8) i arry  suppenee R : ssi kaikilla jonoilla (x;,) € £'.
Havaitaan aluksi, ettd jos (ax) € ¢°° on rajoitettu jono, niin (7.8) toteutuu:
S ] ] < supla] S el < o0, kun (zy) € £
k=1 JEN

Siispé sarja > agyx) suppenee (jopa itseisesti), kun jono (zj) € ¢'. Her#d kysy-

mys, onko olemassa muita lukujonoja (ay), joille (7.8) on voimassa?
Osoitamme kéddnteisen suunnan eli jos lukujono (ay) toteuttaa ehdon (7.8),

niin (ax) € *°. (TAma esimerkki liittyy laheisesti luvun 9 duaalisuusteoriaan.)

Todistus. Asetetaan kaikilla n € N

n

fn(x) = Zajl’j kun z = (Ik) c /.

J=1

Tillsin f,, on lineaarinen /! — R kaikilla n € N ja

Fal@)l = \Zam <

< max |ag| - ||z |1 < o0
k=1,...,n

|a]\ || < nax ‘ak|2|xa|
J=1 J=1

kaikilla x = (z3) € ¢! ja kaikilla n € N. Siis f, on jatkuva ¢ — R kaikilla

n € N. Oletuksen (7.8) nojalla on olemassa raja-arvo

lim f,(z) = lim E a;xr; = E a;rj =
n—oo n—oo

kaikilla z = (z;) € ¢'. Koska ¢! on Banachin avaruus, niin Lauseen 7.4 perus-
teella f € Z(',R), eli f on jatkuva. Talldin siis

13wl = 1f@)] < [flll2ll kaikilla 2 = (2) € €'
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Sijoitetamalla vektorit

r=e,=(0,0,...,0, 1 ,0,0,...) €', keN,
k:nnes

kuvaukseen f havaitaan, etta
suplag| = supl|f(ex)| < sup [[fl[[[ ex [x = [IF]] < o0,
kEN k k
joten (ay) € £>°. O
BANACH-STEINHAUSIN LAUSEEN SOVELLUKSIA FOURIER-SARJOIHIN

Luvussa 5 osoitimme, ettd jokaisella L?-funktiolla f vastaava Fourier-sarja
S o ]/‘\(k)ei'”’ suppenee ainakin L2-normin mielessi, seké Fejérin lauseen 5.4
nojalla jatkuvalla funktiolla f Fourier-osasummien keskiarvo suppenee tasai-
sesti kohti f:#&. Lisiksi muistamme, ettd C'-funktioilla f Fourier-sarja suppe-
nee pisteittdin (Lause 5.9) kohti f:44. Edellisten tietojen valossa seuraava tu-
los on yllattava (tdméd Banach—Steinhausin lauseen sovellus oli ainakin yllétys

loytoaikanaan):

7.9. Lause. On olemassa jatkuva 2mw-jaksollinen funktio f € C(0,2w), jonka

Fourier-sarja

hajaantuu pisteessi z = 0.

Todistus. Olkoon

sa(fiz) = > f(k)e™, ze0,2q],

k=—n
n:s Fourier osasumma. Naytdmme, ettd on olemassa sellainen jatkuva funktio

f € C(0,2m), jolla f(0) = f(27) ja

sup|s, (f;0)| = oo,
neN

misté erityisesti seuraa, ettd funktion f Fourier-sarja hajaantuu, kun z = 0.
Edelleen tésté seuraa, ettd S,(f;0) 4 f(0), kun n — oo.
Kosntruktiossa tarvitaan myos joitakin luvun 5 tietoja. Lemman 5.2 sivul-

la 90 mukaan
1 27
salfie) = 5= [ 1O = 1)t = (D, (o)

missd D,, on Dirichletin ydin

(7.10) Do) = 3 e = M
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Asetetaan

1) Aa(f) = =S —5 | ropanat

2w
k=—n

kaikilla n € N. T&lloin kuvaus A,, on lineaarinen C'(0,27) — C, ja

)/f 0] < o [Pl

—Dn(t)
L 'W%/wmw,
2 Jo

kun f € C(0,27), joten || A, || < (27)7t|| D, || kaikilla n € N. Viitdmme, etti

edellinen arvio on itse asiassa yhtdsuuruus, eli myos

1 2
(7.12) 1A > — / Do(#)] dt Kaikilla n € N,
2m Jo
Liséksi vditdmme, ettd
(7.13) hm H D, |1 = hm / (t)| dt =
(Yhdessi kaavan ||A, || = (27)7Y|| D, |1 ja tasaisen rajoituksen periaatteen

kanssa tdmé osoittaa véitteen, kuten tulemme pian huomaamaan.) Osoitetaan
ensin jalkimmaéinen raja-véite (7.13), silld sen argumentti on suoraviivaisempi.
Ideana on soveltaa Analyysista tuttua arviota [sin(3)] < £ < t kun ¢ > 0,
esitykseen (7.10). Suoraan arvioimalla ja muuttujanvaihdon s = (n+ %)t avulla

saamme silloin

2 27 Isin((n + 3t i dt
/ yDn(t)\dtz/ Mdtz/ |sin((n+%)t)|7
0 0
(n+1/2)w
:/ |SlH8|— > Z / |sin s| ds
0

n

— 00, kun n — o0

wIH

SHES

k_

(koska harmoninen sarja >~ ; + hajaantuu). Edelld tunnetusti f ]smt\ dt =
Jy Isint| dt = 2 kaikilla k.
Osoitamme seuraavaksi epayhtélon (7.12). Olkoon g,, funktio

1, kun D,(—t) >0
9nlt) =
—1, kun D,(—t) <0

jolloin siis g, (t)Dp(—t) = |D,(—t)| kun ¢t € [0,27]. Talloin on olemassa jono
jatkuvia 2m-periodisia funktioita (f;) € C(0,27), joille

—1<f;(t) <1 ja lim f;(t) = gn(t) pisteittdin kaikilla ¢ € [0, 27].
j—o0
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Téamé& ndhdédan vertaamalla Lauseen 5.6 todistukseen tai tekemélléd suora pat-
tely. (Itse asiassa, g, = X, — X e, missé funktion D,, jatkuvuuden nojalla jouk-
ko F,, = {t € [0,27] : D,(—t) > 0} on suljettu. Haluttu funktiojono (f;) on
siis konstruoitu jo Lauseen 5.6 osissa (1) ja (2).)

tahan tulee kuval!!

Koska || fj|loc < 1 jokaisella j € N, niin Lebesguen dominoidun suppenemi-

sen lauseen avulla (majoranttina funktiota |D,| € L') saadaan (7.11):sta

27

1
[ A [ Z sup An(f;) = lim A (f;) = lim o— [ f5(¢) Dy (—t) dt
jEN J—00 J—00 27‘{' 0
1 2 1 2w
= — n(t) Dy (—t)dt = — D,(—t)|dt.
57 | oODu(tat = o [ Do)

Siis epéyhtalo (7.12) pétee, ja siten || A, || — oo, kun n — oco. Nyt Banach—
Steinhausin lauseen 7.3 vaihtoehto (2) jaa jéljelle, koska suljimme juuri vaih-
toehdon (1) pois. Siten on olemassa sellainen jatkuva 2m-jaksollinen f € C(0, 27),
jolle

SUp [ An(f)] = sup fsn(f; 0)] = o0,

miké osoittaa véitteen. [Kommentti: Tarkasti ottaen, Lause 7.3 sovellettiin

edelld kuvausten A,, rajoittumiin Kn suljettuun vektorialiavaruuteen
Cor(0,2m) = {f € C(0,27) : f(0) = f(2m)} C C(0,27).

Témé on mahdollista, koska normin ||A,|| arvioinnissa kuvaukset f; € Cax(0,27)
kaikilla j, joten ||A,|| = ||Ax| kaikilla n.] O

Lisdtietoja Fourier-sarjoista: - Du-Bois—Reymond (1876): on olemassa kon-
kreettinen jatkuva 27 -periodinen f, jonka vastaava Fourier-sarja Zf(k)e”“
hajaantuu pisteessd x = 0 (kts. [Korner: Fourier Analysis, luku 18]).

- Banach ja Steinhaus (1927): Lauseessa 7.9 oleva ei-konstruktiivinen esi-
merkKi.

- Kolmogorov (1926): on olemassa sellainen integroituva f € L'(0,27), jonka

Fourier-sarja hajaantuu joka pisteessi x € [0, 27] !
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Muistamme, etté jos f € L2, niin funktion f Fourier-sarja suppenee L?-normin
mielessd. Kysymys: Onko sama voimassa avaruuden L! funktioille ?? Vastaam-

me tdhén negatiivisesti myos Banach—Steinhausin lauseen avulla.

7.14. Lause. On olemassa sellainen f € L'(0,27), ettd

|- 3 Fwer|

k=—n

-+ 0, kun n — oo.
1

Todistus. Maéritellddn Ty, : LY(0,27) — L'(0,27) asettamalla

(Tnf)(x) = sn Z f(k)e™ = (D, f)(x),

k=—n
kun f € L'(0,27), x € [0,27] ja n € N. Kuvaus 7T, on lineaarinen, koska
Fourier-kerroin f — f(k) = = Ozﬂ f(t)e~*tdt on lineaarinen kaikilla k € Z.

Selvésti

1 [ : 1
Fol< 5 [ 1@l e =g 7

kun f € LY(0,27) ja k € Z. Tistd saamme avaruuden L' kolmioepiyhtilon

avulla trigonometrisen polynomin 7, f normille yldarvion

1Tl = | 3 Fiigets

k=—n

< D> IFEIE [l < @n+ 1)) f
k=—n

kaikilla f € L'(0,2n), joten T,: L'(0,27r) — L'(0,27) on jatkuva kaikilla
n € N.
Palautammme vield mieliin Fejérin ytimet (kts. Lemma 5.3 sivulla 91) lu-

vusta 5:
J

j—l-lkz

Olkoon n € N kiinted. Tieddmme sivulla 91 olevan Lemman 5.3 sekd Fejérin
Lauseen 5.4 (sivulla 92) perusteella, ettd T, (K;) = D, * K; = K; x D,, — D,
tasaisesti vélilla [0, 27] kun j — oo (téssé Fejérin lause on sovellettu jatkuvaan
funktioon D,,). Koska

[T0(K5) = Dally < 27| T0(K;) = Dullee = 0 kun j — oo,

niin ||75,(K;)||1 — ||Dnll1 kun j — oo. Liséksi Lemman 5.3 perusteella K; > 0

1 2w
— K (t)dt=1
27T/0 ]() )

joten (27) 7| K || = 1 jokaisella j € N. Yhdistdmilld saadaan siis

ja

2| T || 2 sup | T (£5) Nl 2 N || To(K5) [l = (1 Dl
J
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Edellisen Lauseen 7.9 todistuksen mukaan || D, ||y — oo, joten || T, || — oo
kun n — oo. Siis Banach-Steinhausin lauseessa vaihtoehto (1) ei ole voimassa.
Néin siis Banach-Steinhausin vaihtoehto (2) jad ainoaksi mahdollisuudeksi,
joten on olemassa funktio f € L'(0,2) jolle
sup [T (f) [ = sup [lsn(£; )l = oo.
ne

neN

Johtopéétokset: vastaava Fourier osasummien jono (s,(f;-))aen €l voi supeta
avaruudessa L!(0,27), joten erityisesti || f — s,(f,)[[1 - 0 kun n — oco.
0

Huomautus (Lisdtietoja). (1) Edellinen Lause 7.14 (sekd toki em. Kolmogo-
rovin tulos vuodelta 1926) ndyttad, ettd Fourier-sarjojen yhteydessd avaruus
L' poikkeaa huomattavasti avaruudesta L?. Her#éd kysymys, miten muut LP-
avaruudet kiyttdytyvit ? Voidaan todistaa (sivuutetaan talla kurssilla), sovel-
tamalla joko funktioteoriaa tai nk. singulaarisia integraaleja, ettd jos 1 < p <
00, niin funktion f € LP(0,27) Fourier-sarja suppenee LP-normissa kohti funk-
tiota f, eli
If = sn(f5)llp = 0, kunn — oo,

kaikilla f € L?(0,2m).

(2) Pisteittiisestd suppenemisesta tiedetédéin, ettd jos 1 < p < oo ja f €

LP(0,27), niin Fourierin osasummille pétee

f(z) = lim i Fk)e* mk. z € 0,2

k=—n

Tama tulos on varsin syviéllinen Carlesonin—Huntin lause 6o-luvulta.

Harjoitustehtavia

7:1 Olkoon F, F ja GG Banach avaruuksia. Kuvaus A : £ x F — G on bilineaari-
nen, jos kuvaukset A (y) : x — A(x,y) ja As(x) : y — A(z,y) ovat lineaarisia

kaikilla z € E ja y € F. Osoita, etté bilineaarinen kuvaus A on rajoitettu, eli
sup{[|[A(z, y)|| : [lz] < 1, [lyl] <1} < oo,

jos ja vain jos lineaarikuvaukset As(z) : ' — G ja A;(y) : E — G ovat jatkuvia

kaikilla z € E ja y € F. [Taikasana: tasaisen rajoituksen periaate.

7:2 Olkoon (a;) C R sellainen annettu jono, etté sarja

Z axzr  suppenee kaikilla jonoilla (zy) € co.
k=1
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Niytd, ettd (az) € 1. [Vihje. Argumentoi Esimerkin 7.7 tavoin Banach-Steinhausin

lausetta kédyttden.|

7:3 (Osgoodin tasaisen rajoituksen periaate, 1897) Olkoon (f,) C C(0,1) jono
jatkuvia funktioita [0,1] — R, jotka ovat pisteittiin rajoitettuja, eli M(x) =
sUp,en | f(2)] < oo kaikilla x € [0, 1]. Osoita, ettd on olemassa avoin véli
(a,b) C [0,1] ja luku M < oo, siten ettd |f,(x)] < M kaikilla x € (a,b) ja
n € N. [Vihje. Imitoi Banach-Steinhausin lauseen todistusta.|

7:4 Olkoon f, : R — R jatkuva funktio kaikilla n = 1,2,.... Oletetaan,
ettd ddrellinen raja-arvo f(zr) = lim, . fn(x) on olemassa kaikilla x € R.
Osoita, ettd funktion f epéjatkuvuuspisteiden joukko D(f) = {z € R :
[ epéjatkuva pisteessd x} on laiha, eli D(f) = UX_, F,,, missi sulkeumilla
F,,, ei ole sisdpisteiti. Padttele: pisteittiiselld rajafunktiolla f on ainakin yksi
jatkuvuuspiste. [ Vihje: aseta

1
Fom={x€eR:|fu(v) = forr(z)| < — kaikilla k =1,2,...}
m

ja tutki joukkoa Uy, pn(Emn \ int(Ep ). Téssé int(F,,,) on sisépisteiden jouk-
ko.]

7:5 Olkoon E normiavaruus ja M C FE &arellisulotteinen vektoriavaruus. Néay-
té, ettd M on suljettu avaruudessa E. [Idea: olkoon (z1,...,x,) normitettu
lineaarinen kanta aliavaruudelle M, sekd (ey,...,e,) tavallinen koordinaatti-
kantajono avaruudessa K”. Olkoon T': (K", | - ||1) — M lineaarikuvaus

n n n

T(Z Crer) = chxk kun chek e K".

k=1 k=1 k=1

Tallin T on isomorfismi (K™, || - ||;) — M. Kéénteiskuvaus T-! on jatkuva
Lauseen 6.9 nojalla, koska {(c1,...,¢,) € K" : >0 |ex] = 1} on kompakti

joukko Heine-Borelin lauseen nojalla.|

7:6 Olkoon

coo = {(zn)r2y € £°° : z,, # 0 vain dérellisen monella n € N}.

Osoita Bairen lauseen seurauksen 7.2 avulla ettei avaruudessa cgg ole sellaista

normia || - ||, etté (coo, || - ||) olisi Banach avaruus. [Vihje: coo = U2, F,,, missi
F, =le1,...,e, kunn € Nja (e,) on luonnollinen kantajono. HT:n 7:5 nojalla
F,, on suljettu avaruudessa (cqo, || - ||) kaikilla n € N. Aliavaruuksilla F, ei

kuitenkaan ole sisdpisteitd, vrt. HT:n 2.5 argumenttia.]
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7:7 Osoita, ettd ¢! on laiha joukko avaruudessa 2, eli

0= G D,,
n=1

missi int(D,) = 0, eli sulkeumilla D,, ei ole sisiipisteitd avaruudessa 2 kun
n € N. [Apu: osoita, ettd Bp C £2 on suljettu joukko, jolta puuttuu siséipisteiti.

LDK:n diskreetti versio sarjoille on téssd hyodyllinen.]

7:8 (ei-missddn derivoituva funktio)
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8. AVOIMEN KUVAUKSEN LAUSE

Palautamme aluksi mieleen Topologian kursseilta ehké tutut perusasiat ylei-
sestd avoimen kuvauksen késitteestd. Maarittelemme ensin avoimen kuvauksen

globaalin ehdon avulla.

8.1. Maaritelmé. Jos X ja Y ovat metrisid avaruuksia, niin kuvaus f: X — Y
on avoin, jos f(U) = {f(a) : a € U} on avoin avaruudessa Y aina, kun U on
avoin joukko avaruudessa X.

Huomautus. Yleisemmin, jos X ja Y ovat topologisia avaruuksia niin avoin ku-
vaus f: X — Y maéaritelladn samoin. Koska kurssin tarpeet liittyvat Banachin

avaruuksiin, niin tyoympéristoksi riittda kuitenkin metriset avaruudet.

Avoin kuvaus f: X — Y voidaan my0s yhtépitavéisti méaritella seuraavalla
lokaalilla tavalla. (On hyva huomata, ettd tulos on tdysin analoginen vastaa-

vaan yhteyteen pisteittéisen ja globaalin jatkuvuusehtojen valilla.)

8.2. Lause. Jos (X, d) ja (Y,d') ovat metrisii avaruuksia, niin kuvaus f: X —
Y on avoin pisteessi a € X jos ja vain jos jokaista v > 0 wvastaa sellainen
" >0, ettd

Ba(f(a),r') C f(Bala,r)).

Todistus.

"=" Oletetaan, ettd f on avoin kuvaus, ja olkoon a € X sekd r > 0 mieli-
valtaisia. Koska f(a) € f(Bga(a,r)), missa oletuksen perusteella f(Bgy(a,r)) on
avoin joukko Y':ssd, niin on olemassa sellainen 1’ > 0, etti

By (f(a),r") C f(Ba(a,r)).

"<=" Oletetaan, ettd Proposition ehto on voimassa. Jos U C X on mielivaltainen
avoin joukko ja a € U, niin avoin pallo By(a,r) C U sopivalla r > 0. Oletuksen
nojalla olemassa sellainen " > 0, ettd By (f(a),r’) C f(Ba(a,r)). Erityisesti
siis f(a) on joukon f(U) sisdpiste. Koska tdmé on voimassa jokaisella a € U,
niin f(U) on avoin joukko Y:ssé O

8.3. Esimerkki. (1) Kuvaus f: R — R, f(x) = |z| ei ole avoin nollassa, silla
f(—e,e) = [0,¢), miké ei ole pisteen 0 = f(0) ymparisto. (Jatkuva kuvaus ei
siis aina ole avoin.)

(2) Projektio P: R? — R, P(x,y) = z, on avoin jokaisessa tason R? pisteessi,
koska (z — e,z +¢) C P(B((z,y),r) kun (z,y) € R? ja r > 0. Toisaalta,
kuvaus T: R? — R?, T'(z,y) = (z,0), ei ole avoin miss#in pisteessi; itse asiassa
T(R?) =R x {0} ei sisélld yht#ifin avointa joukkoa.
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(3) Olkoon X = (R, ), missd 7y on tavallinen euklidinen topologia ja Y =
(R, 75), missé 75 = P(R) on diskreetti topologia. T&ll6in identtinen kuvaus
id : X — Y on avoin jokaisessa R:n pisteesséd, mutta ei jatkuva missdan pistes-
sa.

8.4. Huomautus. Jatkuva kuvaus ei aina ole avoin (Esimerkki 8.3.(1)), eikd

avoin kuvaus ole aina jatkuva (Esimerkki 8.3.(3)).

Kuinka avoimen kuvauksen késite toimii lineaaristen kuvausten tapaukses-
sa? Seuraava tulos nayttad, ettd lineaarisille kuvauksille avoimuus jo pisteessé

0 takaa avoimuuden (Vrt. Lause 2.30 sivulla 25).

8.5. Lause. Olkoot E ja F normiavaruuksia seki T: E — F lineaarinen.
Tdlloin T on avoin kuvaus jos ja vain jos T on avoin pisteessi 0, eli jokaista
r > 0 vastaa sellainen r’ > 0, ettd T(B(0,r)) D B(0,r).

Todistus.

"=" Tama suunta on todettu Propositiossa 8.2.

"«<" QOletetaan, ettd T on avoin pisteessé 0. Olkoon = € E ja r > 0. Sil-
loin 16ytyy sellainen ' > 0, ettd T(B(0,r)) D B(0,r’). Téiten kuvauksen T
lineaarisuuden perusteella

T(B(x,r)) =T(x + B(0,r)) =Tx+T(B(0,7)) D Tz + B(0,r") = B(Tz,r"),

eli 7" on avoin myds pisteesséd x. Proposition 8.2 nojalla T' on siis avoin kuvaus.
OJ

Havaitsemme, ettd jos E ja I ovat normiavaruuksia ja T': E — F on avoin
lineaarikuvaus, niin 7" on surjektio. (HT 8:1). Tamé& havainto tarkoittaa, et-
té topologinen lisdoletus (avoimuus) implikoi algebrallisen tiedon (surjektiivi-
suus). Tavoitteenamme on nyt osoittaa, ettd yllattden Banachin avaruuksien
jatkuville lineaarikuvauksille T my0s kddnteinen viite pétee: surjektiivisuu-
desta (joka on pelkkd “algebrallinen” ehto) seuraa, ettd 7' on avoin (joka on
topologinen ehto!)

Ennen kuin todistamme tédmén vaitteen, muotoilemme tuloksen tarkasti.

Seuraava lause on perdisin Stefan Banachilta (1892 — 1945).

8.6. Lause (Avoimen kuvauksen lause). Jos E ja F' ovat Banachin avaruuk-
sia ja T € L(E,F) on surjektio (eli T(E) = F), niin T on avoin kuvaus;

erityisesti on siis olemassa sellainen s > 0, ettd
Br(0,5) C T(Bp(0,1)).

Kuten tasaisen rajoituksen periaatteen yhteydesséd, ennen kuin ryhdymme

todistamaan viitettd, tarkastelemme hieman véitteen seurauksia.
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8.7. Seuraus. Jos T on jatkuva lineaarinen bijektio Banachin avaruudesta F
Banachin avaruuteen F', niin T' on lineaarinen isomorfismi (eli kadnteiskuvaus
Tt on jatkuva!).

Todistus. Kasnteiskuvauksen 77! jatkuvuuden F' — E osoittamiseksi riittii
verifioida, etti alkukuva (7~1)~}(U) on avoin joukko avaruudessa F aina kun
U on avoin joukko avaruudessa E (vrt. Topologia I, 4.8). Koska T on bijektio,
niin (7!)"1(U) = T(U). Toisaalta, avoimen kuvauksen lauseen 8.6 nojalla
T on avoin kuvaus £ — F, joten T(U) = (T~')"}(U) on siten avoin joukko

avaruudessa F'. Nain 7" on lineaarinen isomorfismi. O

8.8. Esimerkki. Olkoot = — ||z ]|; ja x — ||z ||2 normeja vektoriavaruudes-
sa E joille ||z |ls < Bl x| kaikilla z € E, missd § > 0. Télloin identtinen

kuvaus I : (E,|-|l1) — (E,|-]]2) on jatkuva lineaarinen bijektio. Jos liséksi
sekd (E,| - ||1) ettd (E, | -||2) ovat Banachin avaruuksia, niin identtinen ku-
vaus I on Korollaarin 8.7 nojalla isomorfismi, joten normit || - ||y ja || - |2 ovat

ekvivalentteja. Toisin sanoen, on olemassa sellainen o > 0, etta
affzfi <zl < Bz, kunze k.

(Katso Lause 2.12 sivulla 15).
Erikoistapauksena tarkastelemme avaruudessa C' = C(]0, 1], R) normeja

2 || o= sup [2(t)], wuxul—/m ) dt.
0<t<1

Talloin ||z |1 < ||z || kun 2 € C, joten identtinen kuvaus I : (C, || ||) —
(C,|I-1l1) on jatkuva lineaarinen bijektio. Mutta tieddmme myds, ettd nor-
mit || ]]; ja |||l eivét ole ekvivalentteja (tarkastele polynomeja x,(t) = t",

n € N). Voidaan siis paatelld, ettd identtinen kuvaus I : (C, || - ||c) — (C, ] - ||1)
ei ole avoin kuvaus, silld se on jatkuva, mutta ei isomorfismi. Néin ollen tay-

dellisyys on olennainen oletus avoimen kuvauksen lauseessa.

(Lisikommentti: T#stéd seuraa toki ohimennen myds, ettd (C, || -]|1) el ole Ba-
nachin avaruus, silla muuten avoimen kuvauksen lauseen nojalla I : (C, || - || «) —
(C,|I-]l1) olisi isomorfismi. Vaihtoehtoinen ja konkreettisempi tapa néhda, et-
ta (C,]|-]|1) el ole Banachin avaruus on kdyttdda Lemmaa 5.6, jonka nojalla
(C,]|-|l1) on tihed Banachin avaruudessa L'(0,1). Jos (C,]|-||1) olisi Banac-
hin avaruus, niin se olisi Lauseen 3.13 sivulla 35 nojalla suljettu avaruudessa
L0, 1), mutta tiheyden nojalla tdlloin saatisiin ristiriita C'(0,1) = L'(0,1).)

Olemme valmiita aloittamaan avoimen kuvauksen lauseen todistamisen. Tar-

vitsemme ensin tarkedn aputuloksen, jonka todistamiseen kéytetddn Bairen
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lausetta. Ennen apulauseen todistusta toteamme, etta
A+BCA+B,
aina kun A ja B ovat normiavaruuden E osajoukkoja. Nimittin, olkoon x € A,
y € B ja e > 0. Talloin on olemassa sellaiset zy € A ja yy € B, ettd
€

. g
|2 — o || 5 Ja lv—woll 5

joten
[(z+y) = (@o+w)ll <llz—zol +ly—woll <e.
Siispd, 4+ y € A+ B. (Huomattakoon, etti sisiltyvyys A + B C A+ B voi
olla aito, katso HT 2:77).
Muistutus: Jos E on normiavaruus, niin joukko U C E on pisteen a € U

ympiristd jos avoin pallo B(a,r) C U jollakin r > 0.

8.9. Lemma. Olkoon E normiavaruus, F Banachin avaruus ja T lineaarinen
surjektio E — F. Jos V on pisteen 0 € E ympdristé avaruudessa E, niin

sulkeuma T(V') on pisteen 0 € F ympiristd avaruudessa F.

Todistus. Koska V on pisteen 0 € E ympiéristd, on olemassa sellainen B =
B(0,r), ettd B+ B C V. Nimittiin, jos B(0,2r) C V, niin kolmioepiyht&lén
perusteella B(0,r) + B(0,r) C B(0,2r) C V.

Jos y € F on mielivaltainen, niin y = T’z jollakin x € F, koska T" on oletuksen

nojalla surjektio. Valitaan sellainen n € N, ettd ||z || < nr, eli x € nB. Siis

y e T(nB)=nT(B) C nT(B).

Olemme néin havainneet, etté

= nT(B)

Lisdksi téssia nT'(B) = nT(B), silla kuvaus x +— nz on homeomorfismi F' — F

(vrt. Topologia I, 9.16). Koska F' on Banachin avaruus, voimme soveltaa Bairen

lausetta Seurauksen 7.2 muodossa: Siis ainakin yksi suljetuista joukoista n7'(B)
sisaltad avoimen pallon. Merkitsemme jatkossa selvyyden vuoksi avaruuden F
palloja notaatiolla Bp.

Jos siis Br(zg, po) C nT B, niin

o pPo 1
Br(22, %) = ~By(xo, po) € T(B),
F(n n) - (0, po) C T(B)
eli my6s joukko T'(B) siséltéid avoimen pallon. Merkitédén o = Lz ja p = po/n,
jolloin

Bp(z,p) C T(B).
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Lisaksi pétee, ettd —z € T(B). Nimittain, koska z € T(B), niin on ole-
massa sellainen approksimoiva jono (y,) C T(B), ettd x = lim, y,. Koska
yn € T(B) = T(B(0,7)) niin symmetriasta seuraa, etti —y, € T(B) kaikil-

la n, joten

—x = liygn(—yn) e T'(B).

Tamén avulla saamme kuvauksen 7' lineaarisuuden nojalla

Br(0,p) = —x + Bp(x,p) C T(B)+ T(B) C T(B) + T(B)
=T(B+B)cT(V).

Siis T(V') on pisteen 0 € F ympiiristd avaruudessa F'. O

Avoimen kuvauksen lauseen todistus: Osoitamme, ettd T on avoin pisteessé 0.

(Huomautamme, ettd Lemma 8.9 osoittaa melkein tdmén, kunhan vain voi-

simme korvata sulkeuman 7'(V') joukolla T'(V'). Todistus perustuukin tdmén
seikan osoittamiseen.)

Olkoon r > 0 annettu, ry = %r ja i, = 2 %7, kun k € N. Siis r, > 0 ja

o0
To = E Tk.
k=1

Lemman 8.9 nojalla 16yddmme luvut s, > 0, joille
Br(0,s:) C T(Bg(0,rt)), keNU{0}.
Jos y € T(Bg(0,74)), niin ||y || < || T ||rx — 0, joten

lim s, = 0.
k—o00

Viite: Br(0,s0) C T(Bg(0,7)).
Tété varten olkoon y € F ja ||y || < so. Siispi y € T(Bg(0,70)). Néin 15ytyy
xo € Bg(0,10), jolle
Iy = Txo || < s1,

eli y — Txy € Bp(0,s1) C T(Bg(0,7,)). Vastaavasti jatkamalla havaitsemme,

ettd on olemassa sellainen z; € Bg(0,71), ettéi
|y —Taxg— Tz || < s9,
eli erotusvektori y — T'zg — Tz € Bp(0,s2) C T(Bg(0,73)).

Induktioaskel: jos x, € Bp(0,7) kin 0 < k <n—1, ja

n—1

Y — ZT&?k c BF<(_), 8n> C T(BE((_),TTL)),

k=0
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niin on olemassa sellainen x,, € Bg(0,r,), ettd

n—1 n
Iy =D Taw) = Taall = lly = D Taw |l < sus.
k=0

k=0

Jatkamalla saamme siten konstruoitua jonon (z,)°, avaruudessa F, jolle || zy || <
ri kaikilla £ € N. Télloin

o0 o0
ZkaH <Zrk:2r0:'r’<oo,
k=0 k=0

eli sarja ), x; on absoluuttisesti suppeneva avaruudessa E. Koska E on téy-
dellinen, niin Lauseen 3.23 sivulla 40 nojalla sarja ) |, x) suppenee avaruudessa

FE. Merkitsemme vastaavaa summaa

o0
k=0

Télloin edellisen arvion nojalla pétee

oo
lzll <) llall <,
k=0

joten z € Bg(0,r). Lisiksi kontruktion perusteella

o150 == 3] < v,

kun n — oo, joten kuvauksen 7' jatkuvuuden perusteella

= i ($o) =7 $on) =

Yhteenvetona olemme osoittaneet seuraavan: Jos y € F ja || y| < s, niin
y = Tz, missi * € E ja ||z | < r. Toisin sanoen, T(Bg(0,7)) D Br(0, so).
Koska r > 0 oli mielivaltainen, on siis 7" avoin kuvaus pisteessd 0, joten T on

Lauseen 8.5 nojalla avoin kuvaus. 0

Avoimen kuvauksen lauseella on myos seuraava kayttokelpoinen muotoilu:

8.10. Seuraus. Jos E ja F' ovat Banachin avaruuksia ja T € L (E,F) on
surjektio, nitn on olemassa sellainen M < oo, ettd jokaista y € F kohti on
olemassa x € E, jolle Tr =y ja ||z| < Mly|.

Todistus. Avoimen kuvauksen lauseen nojalla on olemassa sellainen s > 0, etté

vastaava suljettu pallo

{ye F: |lyll < s} € T(Bg(0,1)).
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Jos y € F on mielivaltainen, niin Hsﬁ” = s, joten on olemassa sellainen
z € Bg(0,1), ettd Tz = sqyy- Lineaarisuudesta seuraa, etté T(”y” z) =y, missi
||@z|| < 1ly||. Voidaan siis valita M = 1. O

8.11. Seuraus. Olkoot E ja F' Banachin avaruuksia jo T € ZL(E,F) jatku-
va lineaarinen injektio. Talloin kuva-avaruus T(E) on avaruuden F suljettu

aliavaruus jos ja vain jos loytyy sellainen B > 0, ettd

(8.12) | Tx| > 8| z|| jokaisella x € E.

Ehto (8.12) sanoo, ettd T' on alhaalta rajoitettu (vrt. Lause 6.9).

Todistus. "=" Oletetaan, ettd T'(E) on suljettu. Koska T'(F) C F' on Banachin
avaruuden suljettu aliavaruus, niin se on my6s Banachin avaruus (Lause 3.13
sivulla 35). Nyt siis T : E — T(FE) on jatkuva bijektio, joten véiite seuraa
suoraan avoimen kuvauksen lauseen Seurauksesta 8.10.

7<" Jos ehto (8.12) pétee, niin

Blle | < 1Tz | < T - = |

jokaisella x € F, koska T on myos jatkuva. Siispd T': E — T'(F) on lineaarinen
isomorfismi ja Lauseen 6.14 sivulla 122 nojalla T'(E) on taydellinen ja siten
T(E) on suljettu (Lause 3.13 sivulla 35). O

Huomautus. Kaikki jatkuvat lineaariset injektiot 7' € Z(FE, F') eivdt ole al-
haalta rajoitettuja. Esimerkiksi operaattori T : (2 — (2, T(xx) = (3a5), kun
(z1) € £2, on jatkuva lineaarinen injektio. Toisaalta,
1
HT(O70771707)H2:E_>07 ]i'—>C>O7
joten T ei ole alhaalta rajoitettu. (Seurauksen 8.11 mukaan kuva T'(¢?) siis ei

ole suljettu.)

SOVELLUS FOURIER-ANALYYSIIN

-~

Muistamme, etté jos f € L?(0,2n), niin sen Fourier-kertoimet (f(k))rez €
(*(Z) Besselin epiyhtilon nojalla, eli Y p2 |f( )2 <

Kédntéen, Riesz—Fischerin lauseen mukaan, jos (ay)gez € 62, niin on olemas-
sa f € L*(0,2m), jolle

-~

f(k) = ay jokaisella k € Z.

Tdstda herdd seuraavat kysymykset:

1. Onko L!'-funktioille olemassa vastaava jonoista koostuva Banachin avaruus
X, jolle (f(k))rez € X kaikilla f € L*(0,27)?
2. Onko Riesz Fischerin lauseella vastinetta avaruudessa L' ?
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Ensimmaéiseen kysymykseen saadaan valoa Riemann—Lebesguen lemmasta. Ol-

koon
co(Z) = {x = (zx)rez : x € C kaikilla k € N, ‘hm z, = 0}
varustettuna sup-normilla ||z||s = sup|xy|. Tunnetusti (co(Z), ]| - ||«) on Ba-
keZ

nachin avaruus.

8.13. Lause (Riemann-Lebesguen lemma). Jos f € L'(0,27), niin

~

(f(n))nez € co(Z).

Todistus: Jos f € L'(0,27) ja n € Z, niin
27 2T
14) 1l = o] [ swea < o [irlea= i

Siis (f(n))nez € £(Z) on rajoitettu jono ja || (F(n)) |loo= sup, | f(n)] < 2| f |11
Toisaalta Lauseen 5.4 sivulla 92 ja Lauseen 5.6 sivulla 94 nojalla trigono-

metriset polynomit ovat tihedssé avaruudessa L'(0,27). Jos € > 0 on annettu,

16ydetéén siis trigonometrinen polynomi

m

P(x) = Z ape’™,
k=—m
jolle on voimassa || f — P ||, < &. Bdelld P(n) = a, kaikilla |n| < m ja P(n) = 0
aina, kun |n| > m. Tat4 havaintoa voidaan kdyttaa nyt hyviksi. Olkoon |n| >
m. Talloin

~

~ ~ T 1
[f()] = 1f(n) = P()| = [(f = P)(n)| < | f = Plh <&,
joten pasttelemme, etté | f(n)| — 0, kun |[n| — oo, eli (f(n))nez € co(Z). O

Siis X = ¢y(Z) kelpaa hyvin (erddksi) vastaukseksi kysymykseen (1). Seu-
raavaksi vastataan kysymykseen (2) jonoavaruuden X = ¢o(Z) osalta, eli tar-
kastellaan onko Riemann-Lebesguen lemman 8.13 ki#nteinen tulos voimassa
(eli onko kysymykseen (2) vastaus myonteinen téssi tapauksessa). Avoimen
kuvauksen lauseen avulla osoitamme seuraavaksi, ettd kdanteinen tulos ei ole

voimassa kun X = ¢y(Z).

8.15. Lause. Kuvaus T: f — (f(n))nez on jatkuva lineaarinen injektio ava-
ruudelta L' = LY(0,27) avaruuteen co(Z). Kuva-avaruus T(L') on tihed ava-

ruudessa co(Z), mutta T ei ole surjektio.

Todistus. Selvasti T' on lineaarinen, koska f — f(k:) on lineaarinen kaikilla £.

Edellisen lauseen todistus néiyttid, ettd T on jatkuva kuvaus T: L' — ¢ ja
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| T < (2m)~t. (Ttse asiassa: || T || = (27)7!, silld jos f(¢t) =1 kun ¢ € [0, 27],
niin || f |1 = 27 ja || Tf |lec = 1, koska f(0) =1 ja f(k) =0, kun k # 0).
Niytetiin seuraavaksi, ettd 7' on injektio. On osoitettava, ettd jos T'f = 0,

eli f(n) = 0 kaikilla n € Z, niin itse asiassa f = 0 (toisin sanoen, Fourier-

kertoimet (f(n)),ez midrdivit myos funktiot f € L yksikisitteisesti).
Oletamme siis, ettd T'f = 0. Talloin

2 m 2 m
816 [ s0a0d= Y o [ foeta=2r 3 af-p-o
0 k=—m 0 k=—m
kaikilla trigonometrisilla polynomeilla g = ;" ae™™. Fejerin lauseen 5.4
sivulla 92 ja Lebesguen dominoidun suppenemisen lauseen avulla (8.16) pétee
myo6s kaikilla g € C'(0,27) (mieti yksityiskohdat lapi; muista ettd approksimoi-
va keskiarvo —= 370 sk(g,-) on trigonometrinen polynomi).
Jos A C [0,27] on mielivaltainen mitallinen joukko, niin Lauseen 5.6 sivul-

la 94 todistuksen nojalla 16ytyy sellainen jono (g, )neny C C(0,27), etté
l9.(t)] <1 Vte[0,2n],n e N ja lim g,(t) = X ,(t) mk te]0,2n]

Soveltamalla taas Lebesguen dominoidun suppenemisen lausetta, saamme etti
kaava (8.16) pétee myos funktioille g = X ,, eli

2

/Af(t)dt: i ﬂf(t)xA(t)dtzhgl F(£)gn(t) dt = 0.

0

Tarkastellaan seuravaksi annettua funktiota f € L'. Jos f € L'(0,27) on
positiivinen funktio eli f > 0, niin olkoon A,, = { ¢t € [0,27] : f(¢) > 1/n } kun
n > 0. Joukot A, ovat mitallisia, koska f on mitallinen funktio. Soveltamalla

kaavaa (8.16) joukon A, karakteristiseen funktioon X, ~havaitaan ettd
2T 1
0= [ FOX,, (0t = —m(A,)
0

Siispd m(A,,) = 0 jokaisella n € N, joten paattelemme mitan subadditiivisuu-
den nojalla, ettd myos joukon A = |, A, mitta m(A) = 0. Koska

A=|J{teo,2a]: ft)>1/n}={te0,2a]: f(t)>0},

olemme itse asiassa osoittaneet, ettd 0 < f(t) <0 mk ¢t € [0,27], eli f(t) =0
m.k. t € [0, 27].
Olkoon lopuksi f € L' mielivaltainen. Tilloin funktio f voidaan esittiii

muodossa (jakaamalla ensin reaali- ja imaginaariosiin)

f=@wy—u)+i(vy —v), missd ug,u_,vy,v_ > 0.
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Edellisen pédttelyn nojalla v, = u_ = v, = v_ = 0 melkein kaikkialla, joten
f(t) =0 mk. t € [0,27]. Olemme siis osoittaneet, etti Ker (T') = {0}, joten T
on injektio.
Kuva T(LY) on tihed: Olkoon (ay)rez € coo(Z) C co(Z) dérellisesti kannatettu
jono, ts. ar = 0, kun |k| > m (jollakin m € N). Télloin trigonometrinen
polynomi
P(t) = Z ape™
k=—m

on L'-funktio, ja aikaisempien laskujen perusteella

P(n) = 2i i ar /27T eFemt dt = { in: J:OS nl < m

T = " Jo 0, jos |n|>m

Siis T(P) = (P(k))kez = (ar)rez, joten coo(Z) C T(LY). Asrellisesti kannatetut
jonot ¢go(Z) ovat (tunnetusti) tihedissd avaruudessa co(Z), eli co(Z) = co(Z),
joten kuva T'(L') on tihed avaruudessa cy(Z).
Lopuksi osoitamme avoimen kuvauksen lauseen avulla, ettd T'(L') # co(Z), eli
T ei ole surjektio. Nimittdin, jos T olisi surjektio, eli T(L') = ¢y(Z), niin silloin
T: L' — ¢y(Z) olisi bijektio. Tdlldin avoimen kuvauksen lauseen Seurauksen

8.10 nojalla T olisi isomorfismi, joten erityisesti olisi olemassa sellainen vakio
B> 0, ettd

(8.17) 1T flloo= BILf I

jokaisella f € L.

Toisaalta, Dirichlet'n ydin D,,(z) = Yp_ €™ € L', ja || (D (k) |ls= 1
jokaisella n € N. Lisiksi Lauseen 7.9 sivulla 137 todistuksessa osoitimme (kaa-
va (7.13)), etté || D, |1 — oo. Témaé on ristiriidassa arvion (8.17) kanssa, joten

T ei voi olla surjektio. U

Esitdmme vield suljetun kuvaajan lauseen (Lause 8.20 alla), joka on avoimen
kuvauksen lauseen sovellus (jopa sen yhtépitdva versio). Témén keskeisen tu-
loksen avulla voidaan usein helpommin todistaa, ettd annettu lineaarikuvaus

on jatkuva.
8.18. Maéaritelma. Kuvauksen f: X — Y kuvaaja on joukko

Gf)={(x.flx) eXxY:zeX}CXxY.

Jos F ja F' ovat normiavaruuksia, niin varustetaan seuraavassa tulovektoria-

varuus E x F normilla

@yl =lelle+lylle (2,y) € ExF
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Talloin (E x F, || - ||) on Banachin avaruus, jos E ja F' ovat Banachin avaruuksia

(tarkistal). Seuraava seikka on yleinen topologinen tieto:

8.19. Lause. Olkoon E ja F normiavaruuksia sekd f: E — F jatkuva kuvaus.
Tdlloin funktion f kuvaaja G(f) C E X F on suljettu joukko.

Todistus. Riittad osoittaa, ettd G(f) = G(f). Jos (x,y) € G(f) C E x F, niin
on olemassa sellaiset kuvaajan pisteparit (z,,, f(x,)) € G(f) kun n € N, etta

| (@, f(2n)) = (2, 9) loxr = [ (@n =2, f(20) =)l = 20—l + ] f(2n) =yl — 0

kun n — oo. Télloin siis seké ||z, — x| — 0 ettd || f(x,) —y| — 0 kun n — oo.
Koska oletimme, ettd f on jatkuva, niin myos f(z,) — f(z) avaruudessa F
kun n — oo. Raja-arvon yksikisitteisyydesta seuraa silloin, ettd y = f(x), eli
(z,y) = (z, f(z)) € G(f). Siispd G(f) on suljettu avaruudessa E x F. O

Jos T': E — F on lineaarinen kuvaus, niin sen kuvaaja G(T") on avaruuden

E x F vektorialiavaruus. Nimittéin, lineaarisuuden nojalla
a(z,Tz)+ By, Ty) = (az + By, aTx + BTy) = (ax + By, T(az + By)) € G(T)
kaikilla z,y € F ja «, 0 € K.

Suljetun kuvaajan lause kertoo, ettd Lauseen 8.19 k&dnteinen tulos pétee

lineaarikuvauksille T: E — F, kun E, F' ovat Banachin avaruuksia.

8.20. Lause (Suljetun kuvaajan lause). Olkoot E ja F Banachin avaruuksia,

jaT : E — F sellainen lineaarikuvaus, ettd kuvaaja
GT)={(x,Tx): € E} CEXF on suljettu vektorialiavaruus.
Tdlloin T on jatkuva, eli T € £ (E, F).

8.21. Huomautus. (1) Suljetun kuvaajan lause antaa uuden keinon lineaarisen
kuvauksen 7" jatkuvuuden toteamiseen. Lauseen nojalla riittéé verifioida, etta
G(T) = G(T), mikd on yhtépitivid (vrt. Lauseen 8.19 argumentti) seuraavan

ehdon kanssa: aina jos

*) T, — ¢ avaruudessa F kun n — oo

—y="Tx.
Tx, — y avaruudessa F' kun n — oo

Muistutus (vrt. Topologia I, 11.8): kuvaus f : E — F on jatkuva jos ja vain
jos f(z,) — f(z) kun n — oo jokaisella jonolla (z,) C E jolle z,, — z kun
n — oo, missid x € F on mielivaltainen. Huomaa, ettd ehto (x) on todellakin
heikennys verrattuna em. yleiseen kriteeriin: jos jono (x,) C F suppene E:ssa
kohti vektoria x, niin ehdossa () on lisitietona myos ettd kuvajono (T'z,)

suppenee F:ssal
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(2) Suljetun kuvaajan lauseessa lineaarisuus on oleellinen oletus, silld on ole-
massa epdjatkuva (ja epélineaarinen) f : R — R, jonka kuvaaja G(f) CRx R
on suljettu (HT 8:3).

Suljetun kuvaajan lauseen todistus: Koska E x F' on Banachin avaruus ja ku-
vaaja G(T) on suljettu vektorialiavaruus, niin G(7") on Banachin avaruus (vrt.
Lause 3.12 sivulla 35) avaruuden E X F' normissa. Méaritelladn kuvaus 9 :
G(T) — E asettamalla

V((@,Tz)) =2, (z,Tz) € G(T).

Koska T' on lineaarinen, niin ¢) on mydos lineaarinen (tarkista!). Liséksi 1) on
bijektio, silld 1 on selvésti surjektio sekd myds injektio: nimittéin

0=1((z,Tz)) =2 = (z,Tz) = (0,0).
Liséksi ¢ on rajoitettu, koska
[¢((@. T) | = |zl < 2|+ [ Tz|| = || (2, T2) ||, (2,Tx) € G(T).

Yhteenvetona ¢ on siis jatkuva lineaarinen bijektio G(T') — E. Nyt avoimen
kuvauksen lauseen 8.6 (tai Seurauksen 8.7 muotoilun) nojalla myos kddnteis-
kuvaus 1! on jatkuva, joten ¢ on lineaarinen isomorfismi. Seurauksen 6.11

sivulla 122 nojalla on siis olemassa sellainen vakio 3 > 0, etté
Bl (x, Tz) || < || ¢((x,Tx)) |=1z| kaikilla (z,Tx) € G(T).
Tasté seuraa arvio
ATz < B[z |+ 1Tz ) = Bl (z, Te) [ < [z ], kunze E.
Siis || Tz || < (1/8)|| z ||, joten T on jatkuva. O
Seuraavassa tarkastellaan tyypillistd suljetun kuvaajan lauseen sovellusta.

8.22. Esimerkki. Olkoon (a;;); jen "8dreton” matriisi, joka toteuttaa ehdot:

(1) Matriisialkiot a;; € C muodostavat rajoitetun joukon, eli

M = sup |a;j| < 0.
i,jEN

(2) Aina jos s = (s;) € ¢! on jono, ja

0o
t; = E Q;5S7, 1€ N,
=1

niin (¢;) € ('
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Ehto (2) sanoo, ettd matriisi (a;;) méérittelee lineaarikuvauksen A : ¢ — (1,

jolle
o
— — . 1
As = ( E aijsj)‘ ., kun s=(s;) €.
- €N
J=1
Intuitiivisesti tdmé& voidaan ajatella seuraavasti:
ai; Q12 @iz ... S1 tl
(g1 Qg2 Q23 - .. 52 ta
As = = : kun s = (s;) € ('
as; Q32 asz ... S3 t3

Viite: A € L('), eli A on jatkuva ¢! — (1.

Kiytetidn suljetun kuvauksen lausetta. Tété varten olkoon (™ € ¢! sellaisia
jonoja (missi n € N), ettd 2™ — z ja A(2™) — y avaruudessa ' kun n — oo.
Merkitéaan (™ = (a:,(gn))keN el kunn eN, x = (Tp)ren ja y = (Yr)ren € (1.
On osoitettava, ettd Ax = y.

Olkoon k € N kiinted. Madritelldin kuvaus A: ¢! — K asettamalla

Au= (Au)g, u=(u;) €’

(Tédssé (Au)g on k:s koordinaatti jonolle Au € ¢1.) Oletuksen (2) perusteella A

on todella mééritelty /' — K, ja A on lineaarinen. Ehdosta (1) saadaan
[Au| = \Zakjuj! < Z]aijuj\ < Mllully, u=(u;) €,
j=1 j=1

joten A on jatkuva ¢! — K. Tallsin A:n jatkuvuuden ja suppenemisoletuksen

nojalla

ye = lim (Az™), = lim Az™ = A(lim ™) = Az = (Az)y.

n—oo n—oo n—oo

Olemme siis nayttianeet, ettd y = Ax, koska k € N oli mielivaltainen koordi-

naatti. Niin suljetun kuvauksen lauseen nojalla A on jatkuva ¢! — (1.
(Harjoituksen vuoksi kannattaa yrittdd osoittaa sama arvioimalla suoraan

normia || Az ||;, miké ei ole aivan suoraviivaista.)

Harjoitustehtévia

8:1 Olkoon E ja F' normiavaruuksia, sekd T : E — F' avoin lineaarikuvaus.
Néyté, ettd T on surjektio. [Kysymys. Milloin kuvavektorialiavaruus S(E) on

avoin avaruudessa F?]

8:2. Olkoon F ja F Banachin avaruuksia ja A : E — F sellainen jatkuva
lineaarikuvaus, etté kaikilla y € F' on olemassa yksikésitteinen vektori x € F|

jolle Ax = y. Nayté, ettd kuvaus y — = mérittelee jatkuvan lineaarikuvauksen
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S:F — E,jolle A(Sy) =y kun y € F. [Vihje: avoimen kuvauksen lause tai

suljetun kuvaajan lause.|

8:3 Etsi epajatkuva kuvaus f : R — R, jonka kuvaaja
G(f) ={(z, [(z)) :z € R}

on suljettu tasossa R2.

8:4. Olkoon E Banachin avaruus ja M, N C E aliavaruuksia, joille £ = M & N
(siis E =M+ N ja MNN = {0}). Osoita, ettéd lineaarinen projektio P : £ —
B,

Pr=m, kan z=m+neMe&N=1FL,
on jatkuva jos ja vain jos M ja N ovat Em suljettuja aliavaruuksia. [Vihje:
pédttele, ettd P on jatkuva suljetun kuvaajan lauseen avulla, jos M ja N ovat

suljettuja.|
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9. DUALITEETTI JA HAHN-BANACHIN LAUSEET

Jos E on vektoriavaruus jonka skalaarikunta on K, niin merkintd Ef =
L(E,K) tarkoittaa avaruuden E algebrallista duaalia. Duaalin ET alkiot ovat
avaruuden F lineaarisia muotoja eli funktionaaleja. Jos f € ET ja € E, niin
usein jatkossa merkitaéan (x, f) = f(x) funktiomerkinnén sijasta. Ehto (z, f) —
(z, f) midrittelee niin sanotun kanonisen bilineaarimuodon E x Ef — K.

Normiavaruuden tapauksessa funktionaali f € ET voi olla jatkuva tai epé-

jatkuva, joten on syytd méaritella:

9.1. Méaéritelmé. Jos F on normiavaruus jonka skalaarikunta on K, niin £* =

Z(E,K) on avaruuden E (topologinen) duaali.

Siis £* = {2* : 2* on jatkuva lineaarikuvaus F — K} on jatkuvien linearis-
ten funktionaalien muodostama avaruus, ja E* C ET on vektorialiavaruus.
Jos E = ¢y on &érellisesti kannatettujen jonojen muodostama vektoriava-

ruus varustettuna sup-normilla (vrt. Esimerkki 3.10 sivulla 34), niin

(Coo)* # (COO)T-

Nimittédin, olkoon e, = (0,...,0,1,0,...) (ykkonen n:ssa paikassa) kun n €
N. Té&lléin jono (ey)nen on normiavaruuden ¢y lineaarinen kanta, koska z =
> rea Trer jokaisella v = (z1) € coo, missd A = {k € N : x;, # 0} on dérellinen
joukko. Voidaan mééritelld lineaarinen kuvaus f : coo — R asettamalla f(e,) =
n kaikilla n € N. Talloin f ei ole rajoitettu, koska |f(e,)| = nlle,||» kaikilla
n. Yleisemmin, voidaan osoittaa etti E* = Ef jos E on #frellisulotteinen (HT
9:5), ja E* # ET jos E on #iireténulotteinen (HT 9:6).

Jos x* € E*, niin jatkuvan funktionaalin * normi on Lauseen 6.1 sivulla 117

nojalla
=" | = sup [(z,27)].
2 [l<1
Siis (E*,|| - ||) on normiavaruus saman Lauseen 6.1 nojalla.
9.2. Lause. Jos E on normiavaruus, niin (E*,||-||) on Banachin avaruus.

Todistus. Viite seuraa suoraan Lauseesta 6.6, koska E* = Z(F,K), missi

skalaarikunta K on tédydellinen. 0

On hyddyllista ja tarkedd kyeté konkreettisesti identifioimaan duaaliavaruus

E* jos E on annettu Banachin avaruus. (Usein tdmé on epé-triviaali tehtéva.)

9.3. Esimerkki. Olkoon 1 < p < ocojagqg=p/(p—1),eli
1 1
SR |
P 4q

Y
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joten p ja g ovat duaalieksponentteja (katso luku 2, Méaaritelmén 2.16 sivulla 16
jalkeinen teksti).

Viite: avaruuden (¢, || -||,) duaali on isometrisesti isomorfinen avaruuden
(69, 11) kanssa.
Merkitdén e = (0,...,0,1,0,...) € 2, kun k € N, ja
k—1 kpl
—1kpl.

= Z:Bkek = (1,22,...,%,,0,...), @ = (Tg)ken € 7,

kun n € N. Talloin z = >~ | zpep, = lim, . $,(x) avaruudessa (7, koska

lim [z — s, () |[p= hm <Z ]xk]p> =0

k=n+1

(oikealla suppenevan sarjan » .-, |zg|P jadnnostermi). Jos z* € (P)*, © =
(x) € 7 jan € N, niin lineaarisuuden nojalla

(sal2), ") = 3 wnlena®y = 3w,
k=1 k=1

missd merkitsemme y, = (ex, z*) kun & € N. Koska lim, s,(z) = z ja 2* on

jatkuva, niin lim, (s, (x), *) = (z,z*), joten

(9.4) (x,z") = Zxkyk

Néytamme seuraavaksi, ettd (yx)ren = ((€x, %) )ren € £9. Merkitéédn tata var-

ten
q
Ma kun Yk 7& Oa
A = Yk

0, kun g, = 0,

ja asetetaan w, = > ,_; apex € P kun n = 1,2, .... Télloin havaitaan, ettd
Fwn 5= leel? =Y JyelP @0 = lual?,
k=1 k=1 k=1
koska p = —L. Sijoitetaan nyt kaavaan (9.4) vektorin x paikalle w,, jolloin
A=Yyl = g = (w, 27) = [(wn, )] < [lwn ||, | 2" |

(9.5) k=1 k=1

- 1/p
= (Dlwtr) et | = A,
k=1
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Kerrotaan yht#lo (9.5) puolittain luvulla A=Y/, jolloin
1-1/ 1/ - La x
A= Al (Sgelt) < ] n=12,
k=1

Antamalla n — oo saadaan y = (yx)ren € ¢4 ja ||y ||o< || 2 ||.
Méérittelemme tdmén perusteella kuvauksen T': (¢P)* — (7 asettaen
Tz =y,

missd ¥ = (Yr)rken = ((€x, T*))ren. Suoraan méiiritelméstéd seuraa, ettd 7' on

lineaarinen kuvaus, ja edelld totesimme, etta
[ Ta" [lg< |||, =" € ()7,

joten T on jatkuva. Jos Tz* = 0, niin (e, z*) = 0 kaikilla k € N, ja siis

<3n($)7 :L’*> = Z$k<ek,x*) =0,

kaikilla jonoilla x = (x}) € 7 jan € N. Koska z* on jatkuva ja lim,, s,(z) = z,
niin rajalla (z, z*) = 0 jokaisella x € (7, eli z* = 0. Néin T on injektio.
Kéadntéen, jos x = (xx) € P jay = (yx) € ¢%, niin Holderin epayhtélon

(Lause 2.20 sivulla 17) mukaan

oo 00 o0 i, > L
> wwl <D eyl < (Z|$k|p)p (Z!yqu)q-
k=1 k=1 k=1 |

Tastd seuraa, ettd kuvaus Ay: z +— Y0 oy, on jatkuva lineaarinen kuvaus

? — K, joten A, on eréds duaaliavaruuden (/7)* alkio, ja liséksi

00 1
1A 1< () =Tyl
k=1

Maééritelladn kuvaus S ehdolla y — A,, kun y € £9. Edellisen perusteella S on
jatkuva lineaarinen kuvaus £9 — (¢2)*, ja || Sy || < ||y ||, jokaisella y € ¢4.

Jos y = (yx) € (9, niin operaattorin S mééritelmésta seuraa (e, Sy) =
Ay (er) = yy jokaisella k € N, joten

TSy = ({exr, Sy))reny =y kaikilla y = (y) € (7.

Téstéa padtellddn, etta T((¢7)*) = €9 (eli T on surjektio), ja koska T' jo edelld

todettiin injektioksi, se on siis bijektio. Lisiksi S on operaattorin 7" kddnteis-

kuvaus T yksikésitteisyyyden (= kuvauksen T injektiivisyyden) perusteella.
Olkoon lopuksi z* € (¢7)* ja y = T'z*. Télloin siis Sy = z* ja

[z [ = 1Sy | < Nl llg= I T2" [lg< | =" |
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Téstd seuraa, ettéd || Tz* ||,= || * ||, joten T" on isometrinen isomorfismi (/7)* —
¢7. Voimme siten samaistaa avaruudet (¢7)* ja (7 isometrian T valityksella.

(Tédmén takia usein merkitadnkin ¢ = p'.)

Koska p ja g ovat symmetrisessd asemassa, niin vastaavasti ¢* ja (¢7)* voidaan

samaistaa keskenédén isometrisesti isomorfisina avaruuksina. Siispa
(7)) = ()" = 7.

(Tamaé tulos voidaan ilmaista sanomalla, ettd 7 on refleksiivinen avaruus, kun
1 < p < o0, vrt. Mééritelmé 9.35 alla).

Jos = (x) € 7 ja " = (yg) € (7 niin kanoninen bilineaarimuoto
7 x 1 — K (ja siten nédiden avaruuksien duaaliteetti) voidaan konkreettisesti

esittad muodossa (9.4):

k=1

Erikoistapauksessa p = ¢ = 2 tarkasteltavana on Hilbertin avaruus ¢2. Tlloin

on edellisen esimerkin mukaan (£2)* = ¢? ja kanoninen bilineaarimuoto voidaan

tulkita myos sisdtuloksi:
(z,2") = Zxkyk = Zﬁkﬁz (z]%),
k=1 k=1

missid ¥ = (Yr)ren € 2. Kuvaus y = (yx)ren — (Ur)ren = ¥ on téissd tapauk-
sessa liittolineaarinen, isometrinen bijektio £ — (£?)*. TAmé& on erikoistapaus

allaolevasta Fréchet-Rieszin lauseesta 9.7.

9.6. Esimerkki. (1) Esimerkin 9.3 kaltaisella pééttelylld voidaan osoittaa, et-
td avaruuden ¢y duaali ¢ on isometrisesti isomorfinen avaruuden ¢! kanssa
(HT 9:3), ja avaruuden ¢! duaali (¢!)* isometrisesti isomorfinen avaruuden (>
kanssa. Sen sijaan avaruuden /> duaali (£*°)* ei ole isomorfinen avaruuden '
kanssa. (Itse asiassa, duaalia (¢*°)* ei voida esittdd mindén jonoavaruutena,
vaan sen “luonnollisen” esityksen muodostavat déarellisesti additiiviset joukko-
funktiot P(N) — K, eli aérellisesti additiiviset mitat joukossa N (kts. Kothe,
Topologische Lineare Raume, §31).)

(2) [Lisdtietoja] Olkoon n > 1 ja @ C R™ mitallinen osajoukko, sekd u n-
ulotteinen Lebesguen mitta avaruudessa R™. Olkoon 1 < p < oo. Silloin ava-
ruuden LP(2) duaali on luonnollisella tavalla isometrisesti isomorfinen avaruu-
den L9(£2) kanssa, missé ¢ on jélleen p:n duaalieksponentti. Tarkemmin sanoen:
jokaista ¢ € (LP(€2))* vastaa yksikésitteinen g € LI(Q2), jolle || ¢ || = || g1l ja

(f.g) = / f(@)g(@)du(z), Tun f € LP(Q).
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(Katso esimerkiksi W. Rudin: Real and Complex analysis, Theorem 6.16. Tulos
péitee myos tapauksessa p = 1 (jolloin ¢ = c0), mutta tulos ei ole voimassa,

kun p = o00.)

HILBERTIN AVARUUDEN DUAALI

Olkoon E Hilbertin avaruus jonka skalaarikunta on K ja x € E. Olkoon
fe: E— K kuvaus

z— (z|x), z€E,

missé (-|-) on sisdtulo £ x E' — K. Télloin f, on lineaarinen sisétulon ominai-

suuksien nojalla. Cauchy—Schwarzin epéyhtélon mukaan

|[fo(2)] = [Gl)] < [zl ]

jokaisella z € F, joten f, on jatkuva eli f, € E*. Seuraavan keskeisen tuloksen
mukaan Hilbertin avaruuden E jokainen jatkuva lineaarimuoto voidaan itse
asiassa esittdd sisdtulon avulla muodossa z — (z|z) = f.(z), missd vektori
x € E on yksikésitteisesti méaratty ja vastaavan lineaarifunktionaalin normi

| fzll = || z ||. Kuvausta x — f, sanotaan usein kanoniseksi kuvaukseksi E —
E*.

9.7. Lause (Fréchet—Rieszin lause). Jos E on Hilbertin avaruus ja f.(z) =
(z|x), kunx € FE jaz € E, niin kuvaus A: x — f, madrittelee liittolineaarisen

1sometrisen bijektion £ — E*.

Todistus. Kuvauksen A litttolineaarisuus tarkoittaa, ettd A on additiivinen ja
A(cx) = ¢Ax kaikilla x € F ja ¢ € K. Jilkimmaéinen ominaisuus seuraa heti
sisdtulon ominaisuuksista: f..(z) = (z|cx) = ¢(z|x) = ¢f.(z) kaikilla z € E.
Edella todettiin, ettd

[fo() < N2l 1],

joten f, € E* ja || f || < ||« ||. Toisaalta, valitsemalla z = x saadaan

lz|® = (z]2) = folz) = fe(@)] < [ Lo Ml 2 ]I,

joten myos || x| < || fo|l- Siis || fz || = ||« || kaikilla z € E, eli kuvaus A on
isometria £/ — E*.

Koska jokainen additiivinen isometria on injektio (ehdosta f, = f, seuraa
Az —y) = fr—, = 0), niin olemme jo osoittaneet, ettd kuvaus A on jatkuva
liittolineaarinen injektio, joka on liséksi isometria. Meidédn on vield néytettava,
ettd A on surjektio £ — E* (tdmé on Fréchet-Rieszin lauseen varsinainen

sisalto).



FUNKTIONAALIANALYYSIN PERUSKURSSI 163

Olkoon siis f € E* mielivaltainen. Jos f = 0, niin f(z) = (2|0) jokaisella
z € B, eli f= f;. Voidaan siis olettaa, ettd f # 0. Merkit#in

M=Ker(f)={z€eFE: f(2)=0}.

Koska f on jatkuva ja yksio {0} on suljettu skalaarikunnassa K, on M =
f71({0}) avaruuden E suljettu (Topologia I, 6.13) vektorialiavaruus. Lauseen 4.27
sivulla 74 nojalla £ = M @& M+, missd ortokomplementti M+ ={r € E:2 L
2 kaikilla z € M}. Koska f # 0, niin M # E jasiten M+ # {0}. Siispi voidaan
kiinnittdd sellainen y € M+, ettd y # 0.

Olkoon z € E mielivaltainen. Havaitaan, ettd talloin lineaarisuuden perus-

teella

FU @y = fw)z) = f)fy) = fy)f(z) =0,
joten f(2)y — f(y)z € Ker (f) = M. Koska y € M=+, niin

0=(fy—fWwezly)=rfE)(yly) - fy)(zly).

Edelld (y]y) =] y]|*> > 0 (koska y # 0), joten ratkaisemalla saadaan esitys

1) = P oy = (2|

{;Zny) = (z|z), kunze€FE,

lylP? |
missi ¢ = |{?3|’|)2 y. Olemme siis osoittaneet, ettd f(z) = (z|x) = f.(2) jokaisella
z € F, joten f = f, = Ax. Siten kuvaus A on surjektio £ — E*. O

Esimerkiksi, olkoon 2 C R™ mitallinen osajoukko, sekéd p n-ulotteinen Le-
besguen mitta avaruudessa R", missd n > 1. T&lloin Fréchet—Rieszin lauseen
9.7 nojalla jokaista funktionaalia ¢ € (L?(Q))* vastaa yksikésitteinen funktio
g € L*(Q), jolle [ o[l = [lg]2 ja

o) =(flg) = / f(@)g@dp(z), kun [ € LX(Q).

HAHN-BANACHIN LAUSEET

Olkoon F Hilbertin avaruus, M C E sen suljettu aliavaruus, ' normiavaruus
jaT € £ (M, F) jatkuva lineaarinen operaattori. Télloin T voidaan jatkaa jat-
kuvaksi lineaarikuvaukseksi koko avaruuteen F, toisin sanoen, 10ytyy sellainen
Ty € L(E,F), jolle Tiyx = T, kun x € M ja vielapd || 11| = || T|]. Tadméa
jatko saadaan kayttamaélla ortoprojektiota Py: E — M ja méadrittelemalla
Ty := TPy. (Jitdmme lukijalle vapaaksi harjoitustehtiaviksi ndyttaa, ettd T}
on vaadittu jatko; luvusta 4 tarvitaan tieto, ettd jokaisella x € E on ykskasit-
teinen esitys & = x1 + o, missid 1, € M, x5 € M+ seki ||x]|? = ||lz1||* + [|22]?).

Kuitenkin, jos edelld E onkin mielivaltainen Banachin avaruus, niin ei tal-

1& jatkamisongelmalla ole aina ratkaisua. Esimerkiksi, jos T'= 1 : ¢g — ¢¢ on
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identtinen kuvaus ja M = ¢y C £ = FE, niin voidaan osoittaa ettei ole olemas-
sa jatkuvaa operaattoria T} € Z(£>°, cy), jolle pétisi Tyx = z kaikilla x € ¢.
(Syyné tdhén on se varsin epé-triviaali seikka, ettei ole olemassa jatkuvaa li-
neaariprojektioita P € L((>), jolle siis P? = P ja kuva P({>®) = cy.)

Hahn—-Banachin lauseet liittyvét paljon rajoitetumpaan jatkamisongelmaan,
jossa tarkastellaan lineaarisia funktionaaleja, eli kuvausten maaliavaruutena
on skalaarikunta F' = K. Hahn-Banachin lauseet liittyvét esimerkiksi myos
seuraavaan ongelmaan: jos £ on normiavaruus ja z,y € E, x # y, niin 10ytyyko
sellainen duaalin £* alkio x*, etta

(w,2%) #(y, a")?

Tama on erdénlainen tunnistamisongelma; kykenemmeko me erottamaan ava-
ruuden £ vektoreita jatkuvilla lineaarisilla funktionaaleilla ? (Yleisemmin, min-
kéilaiset konveksit joukot voidaan "separoida” toisistaan duaalin E* alkioilla?)

Hahn—Banachin lauseet antavat néihin ongelmiin vastauksen. Tulos on var-
sin syviéllinen, ja se on tietyssd mielessé ekvivalentti valinta-aksiomin kanssa
(Zornin lemman vélityksella).

Aloitamme todistuksen seuraavalla (apu)tuloksella, jota kannattaa ajatella
erddnlaisena induktioaskeleena, silla todistuksessa myShemmin kéyttoon tuleva
Zornin lemma on myds ekvivalentti ns. transfiniittisen induktion kanssa. Kes-
kitymme aluksi reaalikertoimiseen tapaukseen (kompleksiset vektoriavaruudet

astuvat kuvaan Lauseessa 9.13).

9.8. Lemma. Olkoon E vektoriavaruus, jonka skalaarikuntana on R. Olkoon
M C E aito vektorialiavaruus, p seminormi avaruudessa E ja f sellainen
lineaarinen funktionaali M — R, ettd |f(u)| < p(u) aina, kun v € M. Jos
z € E\M ja My = M @ span(z), niin tdlloin on olemassa sellainen lineaarinen
funktionaali fr: My — R, etti f1(u) = f(u) jokaisellaw € M ja | fi(w)| < p(w)
katkilla w € M.

Todistus. Jos x,y € M ovat mielivaltaisia, niin
f@) = fly)=[fl@—y) <plx—y) <plz+2)+p(-y —=2)
=p(z+2) +ply+2),

koska p on seminormi avaruudessa E. Nain siis

—p(y+2) = fly) < ple+2) - f(z),
kaikilla x,y € M. Koska edellisen arvion oikea puoli ei riipu vektorista y € M,
niin

SEAI;(—P(?J +2) = f(y) < plz+2) - f(z)
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ja edelleen, koska tdmén arvion vasen puoli ei riipu vektorista x € M, niin

sup(=ply +2) = f(y)) = Inf (pe +2) = f(@)).

Téasta voimme péételld, ettd on olemassa sellainen vakio ¢ € R, etta

(9.9) —ply+2)— fly) <c<pla+z)— f(z)
kaikilla z,y € M.

Vakion c¢ avulla saamme nyt halutun laajennuksen méaériteltya aliavaruuteen
M. Jos w € My = M @ span (z), niin w = u + Az, missd u € M ja A € R ovat
yksikésitteiset (tarkistal). Mééritellddn fi: M; — R asettamalla

fi(w) = filu+Az) = f(u) + Ac,

missé ¢ on epayhtéloparissa (9.9) esiintyva vakio. (Erityisesti siis fi1(z) = ¢
kun valitaan u = 0 ja A = 1.) Talloin f, € (M;)" esityksen yksiksitteisyyden
perusteella, ja fi(u) = f(u) jokaisella u € M.
Viite: |fi(w)| < p(w) kaikilla w € W;.

Tapaus A = 0 on selvi, koska |f| < p aliavaruudessa M. Voidaan siis olettaa,
ettid A # 0. Epdyhtéloparista (9.9) seuraa valitsemalla z = y = A lu € M, etté

—p(AN T u+2) — fFOATu) < e <pATlu+2) — f(A ),

kun v € M ja siis

1 1 1 1
Pl A2) = 1) < ¢ < oplut Ae) - 3 f(w)
A A A A
Tama on yhtépitdava epayhtéaloparin
1 1 1
(9.10) —oP(w) < et < f(u) < —p(w)
A A A
kanssa. Koska w = u + Az, niin
1 1 1
¢+ Xf(“) = X(f(“) + Ac) = Xfl(w>a
ja havaitaan, ettd epéayhtélopari (9.10) voidaan kirjoittaa muodossa

_ﬁp(w) < %ﬁ(w) < ﬁp(w) eli |fi(w)| < p(w).

Taméa osoittaa viaitteen. O

Lemma 9.8 ilmaisee siis sen, ettd seminormin majoroima vektorialiavaruuden
lineaarimuoto voidaan jatkaa samanlaiseksi muodoksi yhtéd dimensiota laajem-
paan avaruuteen. Seuraavaksi osoitetaan, ettd se voidaan jatkaa koko avaruu-
teen. Téahén tarkoitukseen kdytetddn Zornin lemmaa (kts. Viiséld: Topologia
I1, Liite, ss. 170-173), ja todistuksen tdmé osa on erddnlainen maksimalisuus-

argumentti.
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9.11. Lause (Hahn-Banach). Olkoon E R-vektoriavaruus, M sen vektoriali-
avaruus, p seminormi avaruudessa E ja [ sellainen lineaarinen funktionaali
M — R, ettd |f(u)| < p(u), kun w € M. Tdlloin on olemassa sellainen lineaa-
rinen funktionaali g: E — R, etti g(u) = f(u), kun u € M ja |g(z)| < p(x),
kun z € E.

Todistus. Todistuksen alkuun tarvitsemme hieman méaritelmia. Jos Ny, No
ovat avaruuden F vektorialiavaruuksia, hy € L(Ny,R) ja hy € L(No,R) ovat

funktionaaleja, niin asetamme
hy < hy <= N; C Ny ja hy(x) = hi(x) kaikilla = € Ny.
Jos N D M on avaruuden E vektorialiavaruus, niin asetamme
Fy={heL(N,R): f=<h, ja|h(z)| < p(x) kaikilla x € N }.
Merkitsemme lopuksi
F = U{ Fn : N on avaruuden E aliavaruus ja N D M }.

Talloin f € Fy C F, joten F # (). Edelleen havaitsemme, etti (F#, <)
muodostaa osittain jérjestetyn joukon. Tamaé tarkoittaa, ettd seuraavat omi-
naisuudet ovat voimassa .%:ssa (kohdat (i) - (iii) voidaan helposti verifioida
méadritelmisté):
(i) h < h kaikilla h € .7,
(ii) jos hy < hg ja hy < hy, niin hy = ha,
(iii) jos hi, ho, hy € .F ja hy < hg sekéd hy < hs, niin hy < hs. (Kohdat (i) -
(iii) voidaan helposti verifioida méaaritelmista.)
Olkoon
G={hie€Zn:i€l}
jokin joukon .7 taysin jérjestetty osaperhe. Tamaé tarkoittaa, ettd jos h, g € ¢,
niin h < g tai g < h.
Yhdiste
N=Jn
i€T
on avaruuden E vektorialiavaruus, kuten helposti huomataan sen perusteella,
ettd ¢ on téysin jarjestetty. (Jos z € N; jay € N;, niin N; C N; tai N; C N;.
Ensimméisessé tapauksessa  +y € N; ja jalkimmaisessd = +y € N;.) Voimme

mééritelld lineaarimuodon k € L(N,R) asettamalla
k(x) = hy(x), kunz € N;.

Kuvaus k on hyvin mééritelty, silld jos © € N; N N;, niin talloin h;(x) = hj(x).
Kuvauksen k lineaarisuus seuraa jalleen valittomasti siitd, ettd 4 on taysin
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jarjestetty. Suoraan kuvauksen k méairitelmésta saadaan, ettd k € % ja h; < k
kaikilla ¢ € Z. Toisin sanoen, k on osaperheen ¢ yliraja perheessi (%, <).

Zornin lemman (kts. Vaiséld, Topologia II, 7.4.-7.5) nojalla joukossa .# on
siten (ainakin yksi) maksimaalinen alkio g: W — R. (Maksimaalisuus tarkoit-
taa téssi, ettei ole olemassa h € % jolle g < h ja g # h. Tosin sanoen, jos g < h
jah € Z, niin h = g.) Koska g € %, niin méaéritelmén nojalla g(x) = f(x)
kaikilla € M ja |g(w)| < p(w) kaikilla w € W.

Viite. Kuvaus g on etsitty laajentava funktionaali, eli W = E.

Vastaoletus: W # E, jolloin on olemassa z € F \ W. Lemman 9.8 nojalla
16ytyy sellainen lineaarimuoto g,: Wi, = W @ span (z) — R, ettd g(x) = g1(z)
kun x € W ja lisdksi |g(x)| < p(z) kaikilla z € W;. Todistuksen merkinnsin
tamé tarkoittaa, ettd g € Fy, ja g < gp. Slispa g1 € %, mutta g # g, joten
saadaan ristiriita ettei g olekaan maksimaalinen alkio .% :ssa. U

Lauseen 9.11 perustyyppi on ensimméisen kerran esiintynyt (hieman rajoite-
tummassa muodossa) erddssd Hans Hahnin julkaisussa vuonna 1927, ja hiukan
Lausetta 9.11 yleisemméssd muodossa Stefan Banachilla vuodelta 1929. Naissa
on oleellista se, ettd E on reaalinen vektoriavaruus. Témén lauseen yleistivét
kompleksiseen vektoriavaruuteen vuonna 1938 samanaikaisesti Yhdysvalloissa
Bohnenblust ja Sobczyk, sekd Neuvostoliitossa Suhomlinov.

Tarkastelemme tétd varten ensin tarkemmin C-lineaarisen ja R-lineaarisen
funktionaalien yhteyksid. Olkoon F kompleksinen vektoriavaruus. Koska R on
kompleksilukujen C alikunta, on siis tulo Az méaritelty, kun A € R ja z € F|
joten E on luonnollisella tavalla varustettu myos R-vektoriavaruuden struktuu-
rilla. Merkitsemme F,:114 avaruutta E tulkittuna reaaliseksi vektoriavaruudek-
si.

Olkoon E kompleksinen vektoriavaruus ja f € ET, eli f on C-lineaarinen

funktionaali ¥ — C. Merkitsemme
f(z) = fi(z) +ifa(x), kun z € E,

missé reaali- ja imaginaariosat

hi@) = S(@) + T@) € R, fe) = o-(f(a) ~ 7)) € R

kun x € E. Talloin f1, fo ovat R-lineaarisia kuvauksia £, — R (mieti miksi!).
Koska f(iz) =if(x), kun « € E, niin saadaan

h(iz) +ifa(iz) = fiz) = i(fi(2) +ifo(2)) = ifi(z) = fa(2).
Tésté seuraa, etté

filiz) = Re (f(ix)) = Re (ifi(z) — f2(2)) = = fa(2),
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eli fo(x) = —f1(ix). Olemme siis saaneet esityksen

(9.12) f(x) = fi(z) —ifi(ix), =€ E.

Kidntien, jos fi on R-lineaarinen funktionaali E, — R, eli f; € (E,)T, niin

asetamme
f(z) = fi(z) —ifi(iz), =z € E.
Siis f on kuvaus E' — C. Koska fi(z +y) = fi(x) + fi(y), niin vélittoméasti

toteamme kuvauksen f médritelmén nojalla, ettd f(z+y) = f(z)+ f(y) kaikilla
x,y € E. Jos x € E, niin

fliz) = filiz) —ifi(=x) = fi(iz) +ifi(x) = i(f1(z) —ifi(iz)) = if (z).

Olkoon nyt ¢ = a + b € C, missé a,b € R, ja olkoon z € E. Edella tehtyjen
havaintojen nojalla on talloin

flex) = f((a+ib)x) = f(ax)+ f(ibx) = af (zx)+if (bx) = (a+ib) f(z) = cf(z).

Siis f on C-lineaarinen funktionaali £ — C, eli f € ET.
Olemme siten todenneet, ett# algebrallisen duaalin E' alkiot ovat tdsmélleen

ne kuvaukset f: E — C, jotka voidaan esittdid muodossa

f(x) = filx) —ifi(iz), z€F,

missd f; on R-lineaarinen funktionaali £, — R.
Tamén alustuksen jédlkeen voimme nyt osoittaa kompleksisen version Hahn—

Banachin lauseesta.

9.13. Lause (Bohnenblust-Sobczyk-Suhomlinov). Olkoon E wvektoriavaruus,
jonka skalaarikuntana on K, missé K = R tai K = C. Olkoon M avaruuden
E wvektorialiavaruus, p seminormi avaruudessa E ja f sellainen lineaarinen
funktionaali M — K, etta |f(u)| < p(u), kun w € M. Tdlloin on olemassa
sellainen lineaarinen funktionaali g: E — K, etti g(u) = f(u), kun v € M, ja
lg(x)| < p(x) kaikilla x € E.

Todistus. Tapaus K = R on sama kuin Lause 9.11. Tapaus K = C palautetaan
reaaliselle versiolle 9.11 seuraavasti.

Nimittéin, edellisen tarkastelun perusteella kompleksisessa tapauksessa

(9.14) f(u) = fi(u) —ifi(iu),

kun v € M, missad f; on R-lineaarimuoto M, — R. Koska reaaliosa
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niin

(f @)+ [f()]) = |f(2)| < p(2)

N | —

1 _
A = 517@) + T@) <
kaikilla =z € M.

Hahn—-Banachin lauseen 9.11 nojalla on siis olemassa sellainen R-lineaarinen
funktionaali g,: E — R, ettd gi(u) = fi(u), kun v € M, ja |gi(z)| < p(z)
kaikilla x € E,. Asetamme:

(9.15) g(x) = q1(x) —igi(ix), z € E.
Talloin g on C-lineaarinen funktionaali £ — C ja jos u € M, niin
g(u) = g1(u) —igi (i) = fi(u) —ifi(iu) = f(u).

On lopuksi osoitettava, ettd |g(z)| < p(z) jokaisella x € E. Olkoon z € FE
annettu. T&ll6in on olemassa sellainen A € C, ettd |A\| =1 ja

l9(2)] = Ag(x).

Kuvaus g on C-lineaarinen, joten g(Ax) = Ag(x) = |g(z)| > 0, jolloin kuvauk-

sen g médritelmassa (9.15) imaginaariosa héaviaa, eli
9(Az) = g1(\).
Koska |A| = 1, niin edellisen perusteella siis
l9(2)| = [Ag(2)| = [g(Az)| = |g1(Azx)| < p(Az) = [A]p(z) = p(x).
Niin ollen g tayttaa vaaditut ehdot. 0

Huomautus. Myos Lausetta 9.13 sanotaan usein Hahn—-Banachin lauseeksi,
samoin kuin esimerkiksi seuraavaa lausetta (Lause 9.16), jota voidaan pitda
Lauseen 9.13 seurauslauseena.

Sovellamme edelld olleita lauseita erilaisten jatkuvien lineaaristen funktio-
naalien rakentamiseen normiavaruuksissa tai Banachin avaruuksissa. Huomaa,

ettéd seuravassa tuloksessa vektorialiavaruus M ei oleteta suljetuksi.

9.16. Lause (Hahn-Banachin lause versio 2). Olkoon E normiavaruus, M
sen vektorialiavaruus ja uw* € M* jatkuva lineaarinen funktionaali. Tdlloin
on olemassa sellainen x* € E*, ettd (u,z*) = (u,u*), kun u € M, ja

[l [l = [ u ]
Todistus. M&éritelldén (semi)normi p avaruudessa E asettamalla

p(x) = [z | lu" |
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kun z € E. Talloin
[(u, w™)| < lull | [| = p(u),

kun u € M jasiis Lauseen 9.13 nojalla on olemassa sellainen lineaarinen kuvaus
" € ET ettid (u, 2*) = (u, u*), kun u € M ja

[(z, ™) < plx) = [z [ u”]]

kaikilla x € E. Erityisesti, * on jatkuva, eli z* € E* ja [[z*| < || u*].

Toisaalta,
[u* | = sup{ [(w, w): [Jul <1, ue M}
—sup{ [(u, ") : [luf <1, ue M}
<sup{ [(z,2")|: [[z| <1, ze E} =",
joten [lz* || = [[u” | [

Lauseen 9.16 mukaan siis normiavaruuden vektorialiavaruuden jatkuva line-
aarimuoto voidaan jatkaa koko avaruuden jatkuvaksi lineaarimuodoksi siten, et-
t& sen normi sdilyy muuttumattomana (miké on erityisen hyodyllistd). Lauseen
9.16 avulla voidaan esimerkiksi tuottaa jatkuva funktionaali, joka "laajentaa”
suppenevien jonojen raja-arvon késitettéd kaikille rajoitetuille jonoille. Harjoi-
tustehtdvien joukossa on liséé esimerkkejd Lauseen 9.16 sovelluksista (vrt. HT
9:10 ja 9:11).

9.17. Esimerkki (Banach rajat). On olemassa sellainen jatkuva lineaarinen
funktionaali z*: (> — R, ettd [|z*]| =1 ja

() = kh_)r(r)lo zy, kaikilla z = (x)ken € c.

Téssd ¢ = {o = (x) : limg 2 olemassa} on suppenevien jonojen avaruus.
(Muistutus: ¢ C £*° on suljettu vektorialiavaruus sup-normin || - || suhteen,
vrt. Lause 3.19).

Todistus. Asetetaan

((z) = lim xy

k—o00
kun = = (z3) € c¢. Raja-arvon perusominaisuuksista seuraa, ettd £: ¢ — R on

lineaarinen. Liséksi Analyysin I:n perusteella (epayhtélon sdilyminen rajalla)
()] = | Jim 0] < sup os] = ol

kaikilla * = (z1) € ¢, joten ¢ on jatkuva ja ||¢|| < 1. Lisaksi, koska ¢(1) = 1,
missd 1 = (1,1,...), niin ||¢|| = 1.
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Hahn-Banachin lauseen (version 9.16) nojalla on olemassa sellainen jatkuva

lineaarinen funktionaali z* € (£>°)*, ettd ||z*|| = ||¢|| = 1, ja
¥ (x) = l(x) = klim T, kun x = (x3) € c.
(Tarkemmalla tyolla voidaan osoittaa, ettd lisdksi mm.

liminf z;, < z*(x) < lim sup xy
k—oo k—oo

kaikilla x = (z) € €>°.) O

Seuraava tulos jatkaa edelleen Lauseen 9.16 teemoja.

9.18. Lause (Hahn-Banachin lause versio 3). Olkoon M normiavaruuden E

vektorialiavaruus, ja xo € E sellainen vektori, ettd etdisyys
d = dist(zq, M) > 0.

Talldin on olemassa sellainen x* € E*, ettd x*(M) = {0}, (xo, ") = d ja
2" || = 1.

Todistus. Merkitain W = M @ span(xp). Jos z € W, niin z = u + Axy,
missd u € M ja A € K ovat yksikésitteisid. Asetetaan (z, z*) = Ad. Télloin
2* on lineaarinen muoto W — K, eli z* € Wt Jos v = 0 ja A = 1, niin
saadaan (zg, z*) = d. Jos taas A = 0, niin (z, 2z*) = 0 kaikilla z € M, joten
2*(M) = {0}.

Viitdmme, ettd z* on jatkuva funktionaali W:ssé, eli z* € W*. Olkoon téita

varten z = u + Axg € W mielivaltainen. Voidaan olettaa, ettd A # 0. Talloin

. u
(2, 2 ) = < AT 5+ 20| = Il Ao |l = ) 211
missi d < || A u+ g || koska vektori —A"'u € M. Péiittelemme, ettd z* € W*
jallz [l <1,
Tarkistetaan seuraavaksi, ettd itse asiassa || z*| = 1. Tdtd varten olkoon

e > 0 mielivaltainen. Koska d = inf{ || zo—u|| : w € M }, niin 16ytyy sellainen

u € M, ettd ||zg — ul|| < d+ e. Méadritelmén mukaan

|<IE0—U, Z*>| = |<ZL‘0, Z*>| =d,

joten normitetulle vektorille ”zgjz 1€ W pétee

{0 —u, 27

12" || = sup{ [(u, 2")[ - we W, [Ju] <1} =
[0 — u

d d €

= > =1- :
lxo—ul = d+e d+e¢

Tésté padttelemme, ettd || 2% | > 1.
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Voimme soveltaa Lausetta 9.16, joka takaa sellainen jatkuvan lineaarifunk-
tionaalin z* € E* olemassaolon, jolle (x, z*) = (z, z*), kun x € W, ja
| z* || = || 2% ||. Talloin siis 2*(M) = {0}, (zo, 2*) = (zo, ") =dja | z* || =
L. O

9.19. Seuraus. Jos E on normiavaruus ja 0 # xo € E on vektori, niin on
olemassa sellainen jatkuva lineaarinen funktionaali x* € E*, ettd (xo, ) =
| zo || ja ||2*|| = 1. Erityisesti, jos x,y € E ja x # y, niin on olemassa
z* € E*, jolle (x,z*) # (y,z*).

Todistus. Jos M = {0}, niin dist(zg, M) = || 2 ||. Ensimméiinen viite seuraa
siten valittomasti Lauseesta 9.18.

Jos = # y, niin erityisesti on olemassa sellainen z* € E*, etté

(z,2") = (y,2") = (z —y,2") = |z —y| > 0.

Seuraava "duaalikaava” normin laskemiseksi on usein hyodyllinen.
9.20. Seuraus. Jos E on normiavaruus ja x € E, niin
(9.21) |z || = max{ |[(z, 2*)|: 2" € E*, ||| <1}
FErityisesti, jos x € E on sellainen vektori, ettd (x, x*) = 0 kaikilla z* € E*,
niin x = 0.
Todistus. Jos || z* || < 1, niin [(x, 2*)| < ||z || ||z* || < ||z ]|, joten

sup [(z, 2")[ < [l |
[[z*[I<1

Voidaan olettaa, ettd = # 0, koska kaava (9.21) on ilmeinen kun z = 0. T&ll6in

Seurauksen 9.19 nojalla on olemassa sellainen z* € E*, etté
[z, 2")[ =zl ja [2"|=1,

joten ||z || < max|(z, xz*)|.
Jos (z, xz*) = 0 kaikilla 2* € E*, niin normikaavasta (9.21) seuraa, ettd
|z|| = 0, eli siis z = 0. O

Huomautus. Harjoitustehtévéssa 9:2 on annettu esimerkki funktionaalista z* €

E*, jolle supremumia ei saavuteta funktionaalin x* normin madritelmassa
[ 2* || = sup{|{z, 2")| :,z € E, [z]] < 1}
Toisin sanoen, télle funktionaalille x* € E* suurin arvo
max{ [(z, z")[: [[z| <1}

e? ole olemassa.
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9.22. Seuraus. Olkoon M normiavaruuden E vektorialiavaruus. Talloin M on
tihed avaruudessa E, eli M = E, silloin ja vain silloin kun avaruudella M on

seuraava ominaisuus: Jos v* € E* ja x*(M) = {0}, niin z* = 0.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd M = FE. Jos talloin o*(M) = {0}, niin M C
Ker (z*), missi Ker (z*) = (2*)7'({0}) on suljettu avaruudessa E, joten siis
E =M C Ker (z*). Tallsin E = Ker (2*), eli 2* = 0.

Oletetaan kisintéden, ettd M # E. Talloin 16ytyy sellainen vektori 2y € F,

ettéd dist(zo, M) = dist(zg, M) > 0. Lauseen 9.18 nojalla on olemassa sellainen
z* € E*, ettd 2*(M) = {0} ja || z* || = 1 (jolloin toki z* # 0). Siis avaruudella
M ei ole viitteen ominaisuutta. (Erityisesti, jos avaruudella M on véitteen

ominaisuus, niin vilttimittd M = E.) O

Lisdtietoja. Olkoon E K-kertoiminen vektoriavaruus, @ # K C E suljettu ja
konveksi osajoukko, sekd xy € FE vektori, jolle xy ¢ K. T&lloin on olemassa
sellainen jatkuva lineaarinen funktionaali z* € E*, etté
Re(xg,z*) > sup Re(x,z™)
zeK
Tama geometrinen Hahn-Banachin separaatiolause on vahvempi versio Lausees-
ta 9.13, ja se on varsin hyoddyllinen monissa yhteyksissa. Todistus kuitenkin
sivuutetaan télla kurssilla. (kts. esim. Werner: Funktionalanalysis, luku I11.2).

BILINEAARIMUODOT JA LAX—MILGRAMIN LAUSE

Huom.: Bilineaarisuus ja Lax-Milgram ei luennoitu 2010

Fréchet-Rieszin lauseen sovelluksena todistamme Lax-Milgramin lauseen,
jota voi soveltaa differentiaaliyhtéloihin. Lause koskee Hilbertin avaruuksien

jatkuvia bilineaarimuotoja.

9.23. Maaritelméa. Olkoon E, F' ja G vektoriavaruuksia. Sanomme, ettd ku-
vaus B: E x F' — G on bilineaarinen, jos x +— B(z,y) on lineaarinen jokaisella
y € F jay— B(x,y) on lineaarinen jokaisella x € F.

My®6s bilineaarikuvauksille jatkuvuus on sama kuin rajoittuneisuus (vrt. 2.30).

9.24. Lause. Olkoon E, F ja G normiavaruuksia. Talldin bilineaarinen kuvaus

B: E x F — G on jatkuva jos ja vain jos on olemassa sellainen M < oo, ettd

1Bz, y) | < M|yl kaikilla (x,y) € Ex F.

Sanomme edellé, ettéd bilineaarikuvaus B on rajoitettu. Laskujen helpottami-

seksi varustetaan tuloavaruus F x F normilla

(@, y) | = max(z [l [y ), kun (z,y) € ExF.
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(Helposti ndhdéén, etta || (z,y) || on ekvivalentti aikaisemmin kéytetyn normin
(@ y) [ = [l ]| + [y | kanssa.)

Todistus. (Jatkossa tarvitaan Lauseesta 9.24 ainoastaan implikaatio "=-", joten
jatetaan kadnteinen suunta vapaaksi HT:ksi). Jos B on jatkuva F x F — G,
niin erityisesti B on jatkuva origossa (0, 0). T:ll6in on olemassa sellainen r > 0,
ettd || B(xz,y) || <1 aina kun || (z,y) || = max([[z |, [y ) <.

Olkoon nyt (x,y) € E x F mielivaltainen pistepari. Voidaan olettaa, ettd
x # 0 jay # 0 (nimittiin, selviisti B(z,y) = 0 jos = 0 tai y = 0). T&ll6in

H(rni—”, TH%H)H = r, joten kuvauksen B bilineaarisuudesta seuraa, ettéa
2
x Yy r
1> || B(ry— rieo)ll = 1Bz, y)l-
]l [yl [z |
Siis || B(z,y)|| <7 2|z ||y || kaikilla (z,y) € E x F. O

Fréchet—Rieszin lauseen avulla voimme nyt karakterisoida Hilbertin avaruuk-
sien jatkuvat bilineaarimuodot, eli jatkuvat bilineaarikuvaukset joiden maali-

avaruutena on K.

9.25. Seuraus. Olkoon E R-kertoiminen Hilbertin avaruus ja B: E x E — R

bilineaarinen ja jatkuva. Silloin on olemassa yksikdsitteinen T € £ (E), jolle
B(z,y) = (z|Ty) jokaisella x,y € E.

Todistus. Jos y € E, niin kuvaus B,: x — B(z,y) on jatkuva ja lineaarinen,
eli B, € E*. Fréchet-Rieszin lauseen 9.7 nojalla on olemassa sellainen yksikd-
sitteinen alkio T'(y) € E, ettd

By(x) = B(z,y) = (x|T(y)) jokaisella z € E.

Yksikésitteisyyden nojalla kuvaus 7': y — T(y) on lineaarinen (tarkista!). Se
on myos jatkuva: koska B on jatkuva, niin Lauseen 9.24 perustella on olemassa
M < oo, jolle

ITy|l* = (Ty|Ty) = By, Ty) < Mlly [l Ty|l, kunye E.
Tasta || Ty || < M| y| jokaisella y € E. O

9.26. Méaaritelmi. Jos E on reaalinen Hilbertin avaruus, niin sanomme, etté
bilineaarimuoto B: E x E — R on koersiivinen, jos 16ytyy sellainen C' > 0,
ettd B(x,z) > C| = ||* jokaisella x € F.

9.27. Lause (Lax-Milgram). Olkoon B jatkuva, koersiwinen bilineaarimuoto
Hilbertin avaruudessa E. Jos w € E*, niin on olemassa sellainen yksikdsittei-

nen u € F, ettd

(9.28) B(z,u) ={(x,w) jokaisella v € E.
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Todistus. Olkoon w € E*. Fréchet—Rieszin lauseen 9.7 nojalla on olemassa sel-
lainen yksikésitteinen v € FE, jolle (z, w) = (x|v) jokaisella x € E. Seu-
rauslauseen 9.25 mukaan l6yddmme operaattorin 7' € Z(E), jolle B(x,y) =
(x| Ty) jokaisella z,y € E.

Viaite. T on bijektio.
Nimittéin, jos x € F, niin koersiivisuuden ja Cauchy-Schwarzin nojalla

Clla|® < B(w, ) = (¢|Tz) < ||| - [ T=],

joten ||[Tz|| > C||z||, missd vakio C' > 0. Nédin T" on alhaalta rajoitettu, joten
T on injektio ja kuva Im(7T) C E on suljettu (vrt. HT 4:3). Liséksi, jos x €
(Im(T))*, niin oletuksen perusteella

0=(z|Tz) = B(z,z) > C||z|?

joten x = 0. Néin Im(T) = E, eli T on surjektio. Valitaan nyt v = T~ v, jolloin
B(z,u) = (x|v) = (x, w) kaikilla x € F, joten ehto (9.28) on voimassa.
Jos myos u; € E toteuttaa ehdon (9.28), niin alkion v yksikisitteisyyden
nojalla
(z]Tur) = B(z,u1) = (2, w) = (z|v) = (2| Tu)

jokaisella x € E. Talloin Tw = T'uy, ja koska T" on bijektio, niin u = u;. U

9.29. Huomautus. (1) Fréchet-Rieszin esityslause on Lax-Milgramin lauseen
“erikoistapaus”, missd bilineaarinen muoto B : E X E — R on B(z,y) = (z]y),
kun (z,y) € E X E, eli avaruuden F sisétulo.

(2) Lax-Milgramin lauseella on myos kompleksinen versio. Jos Hilbertin ava-
ruuden E skalaarikunta on C, niin oletetaan, ettd B : E x E — C on jatkuva,
x +— B(z,y) on lineaarinen kaikilla y € E, y — B(x,y) on liittolineaarinen
kaikilla x € F, seké sen reaaliosa toteuttaa

Re B(x,z) > C||z|]*, kaikillaz € E

jollakin vakiolla C' > 0. Todistus kompleksisessa tapauksessa on samanlainen

kuin Lauseen 9.27 todistus.

Sovellamme Lax—Milgramin lausetta seuraavan epdhomogeeniseen Sturmin—
Liouvillen ongelmaan (vertaa luvun 5 homogeenisen Sturmin - Liouvillen on-

gelman késittelyd, missi f = 0, seké lisiksi ¢(x) > § > 0 kaikilla x € [0, 1])
—(pu") +qu=f, kunz € (0,1

(SL") (p) + qu = f (0,1)
u(0) =0,u(1) =0,

missid p € C1(0,1), ¢ € C(0,1), f € L*(0,1) ovat annettuja ja p(z) > d > 0
ja q(x) > 0. Muistutamme, ettd Hg(0,1) = { f € H*(0,1): f(0) = f(1) =
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0 } on Sobolevin avaruuden H'(0,1) suljettu vektorialiavaruus. Tarvitsemme

seuraavan aputuloksen

9.30. Lemma (Poincarén epayhtéld). On olemassa vakio C' > 0, jolle
1 00 < ClLF 220,y
kaikilla f € Hy(0,1).

Todistus. Jos f € H}(0,1), niin Lauseen 5.20 sivulla 105 nojalla melkein kai-

killa = € [0, 1] on voimassa

@) =17~ 101 = | [ O a] <17 o,
mistéd seuraa, ettd || f |l < || f||1- Holderin epayhtalon nojalla siis

[0 e 1S P 1 P Y

joten || fll2 < || f/|l2- Viite seuraa nyt avaruuden H'(0,1) normin mééritel-

masta. [l

9.31. Lause. Tehtivilli (SL’) on yksikdsitteinen heikko ratkaisu u € H}(0,1).
Jos f € C(0,1), on u € C*0,1) ja se on tehtivin (SL’) klassinen ratkaisu.

Heikko ratkaisu tarkoittaa téssd funktiota u € H}(0,1), jolle

(9.32) / Pl (@) (@) + gla)ule)p(e)) de = / fa
jokaisella ¢ € 2(0,1).

Todistus. (1) Kuten luvussa 5 ndemme, ettéd jokainen tehtévin (SL’) klassinen
ratkaisu on myos heikko ratkaisu.
(2) Médéritellddn Hilbertin avaruudessa E := (Hj(0,1),| - ||g1(0,1) bilineaari-

muoto
B(u,v) = / p(e) (2)0/(2) + q(0)ulz)o(x)] de.

Koska p,q € C(0,1), niin ||p|le< M ja || ¢|lcec< M jollakin M < oo. Siispd

Holderin epéayhtalon avulla saamme
|B uv!<M/ o (2)v" ()] + [u(z)o(z)] Jdz < Cllul|ml vl

joten B on jatkuva. Poincarén epéayhtélon seurauksena B on myds koersiivinen,

silla

1 1
w3, <C||u' |3 = C/o o (x)*de < 05_1/0 p(z)u (z)? dz

< 05_1/0 [p(z)u' (2)? + q(x)u(z)?] de = CS ' B(u, u).
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Edelld kiytimme hyviksi oletusta p(z) > § ja ¢(x) > 0.
(3) Loydamme tehtdvan (SL’) heikon ratkaisun nyt seuraavasti: Koska f €
L*(0,1) on lineaarikuvaus

jatkuva £ — R, joten w € E*. Lax-Milgramin lauseen nojalla (koska B to-
teuttaa Lax—Milgramin lauseen ehdot kohdan (2) perusteella) 16yddmme yksi-

késitteisen funktion u € E, jolle

B(%U)Z/O [p(x)¢ (z)u (z) + q(z)p(x)v ()] dx:w(w)Z/O () f(x)de

jokaisella ¢ € E. Mairitelméan (9.32) nojalla tdmé on tehtévan (SL’) yksiké-
sitteinen heikko ratkaisu (silla 2(0,1) C E).
(4) Voidaan osoittaa, kuten luvussa 5, ettd u € C*(0,1) jos f € C(0,1). O

Huomautamme vielé, ettd yleisempi tehtava

—(pu') +ru'+qu=f, kunz € (0,1)
u(0) = 0,u(l) =0,

missd p, ¢ ja f ovat kuten edelld ja r € C(0,1), palautuu tehtéviin (SL)
kertomalla ylempi yhtélo funktiolla

C(x)zexp(—/x;%dt)

ja kiyttamalla identiteettia ('p + (r = 0. (Katso Brezis, VIIIL. 4, misté 16ytyy

my6s muita Lax—Milgramin lauseen sovelluksia).

BibuAALL

Huom.: Biduaalista luennoitiin 2010

9.33. Mééritelmé. Jos F on normiavaruus, niin F** := (E*)* on avaruuden
E biduaali.

Tieddmme, ettd normiavaruuden F biduaali on aina Banachin avaruus. Ol-
koon z € F kiinted vektori ja tarkastellaan sen maaraaméa kuvausta J,: £* —
K, missé

Jo(x) = (z,2%), 2" € E".
Havaitsemme, ettd J, € (E*)*: kuvaus J, on lineaarinen, silld (summakuvauk-

sen médritelmésta)

Jo(ax* +By") = (z, ar™+By*) = alx, 2"+ {z, y*) = al(x*) + BJ.(v*),
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kun z*,y* € E* ja o, f € K. Edelleen
| o) = [(z, a™)| < [[z|l[[z"]], 2" € E,

joten J, on myos jatkuva £* — K.

Siispd J, € E** jokaisella x € FE, missi J, riippuu vektorista x € E. Mer-
kitsemme nédin muodostunutta kuvausta J: £ — E** eli Jr = J, kun z € F.
(Tarvittaessa kiytetdén merkintéd Jg selvyyden vuoksi.) Kuvauksen J méérit-
telee siis ehto

(2", Jr)y=(x,z"), xz€E, "€ E".

(Mé&éritelmé perustuu seikkaan, ettd duaalisuusehto (z,x*) — (z,z*) on line-
aarinen F x E* — K seké vektorin z ettd funktionaalin z* suhteen.) Sanomme,
ettd J on kanoninen kuvaus £ — E**.

9.34. Lause. Jos E on normiavaruus, niin kanoninen kuvaus J: E — E** on

lineaarinen isometria.

Todistus. Olkoon x,y € E, a,3 € K ja z* € E*. Télloin funktionaalin z*

lineaarisuuden nojalla

(27, J(ax + By)) = (ax + By, 27) = a{x, ") + B{y, z7)
=", Jx)+ p{z", Jy),

joten J(ax + fy) = aJx + (Jy. Lisiksi normin duaalikaavan (Seuraus 9.20)

nojalla
[Tl = sup [(z", Jo)| = sup [(z,27)| = [l]]
I*GBE* :D*EBE*
kaikilla x € E, joten J on isometria. (Edelld Bg. = {z* € E* : ||2*|| < 1} on
duaalin E* suljettu yksikkopallo.) O

Koska E** on Banachin avaruus, niin lauseen 9.34 mukaan J(F) C E** on
vektorialiavaruus, joka on isometrisesti isomorfinen avaruuden F kanssa. Nyt
jos E on Banachin avaruus, niin J(E) on suljettu. Jos E ei ole taydellinen, ei
myoskadn J(E) ole suljettu.

Huomautus. Vektorialiavaruuden J(E) sulkeuma avaruudessa E** on olemas-

sa, joten sanomme, ettd Banachin avaruus J(F) on avaruuden FE tdydentymd ja
merkitsemme E = m Jokaiselle normiavaruudelle F siis 10ytyy Banachin
avaruus F = F ja sellainen lineaarinen isometria T": £ — F'| ettd vektorialiava-
ruus T(E) C F on tihed. (Voidaan kdéntden osoittaa, ettd jokainen téllainen
Banachin avaruus F' on itse asiassa lineaarisesti isometrinen tdydentymén E

kanssa.)
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Voidaan kysyé, onko edelld aina J(F) = E**? Tami johtaa seuraavaan ké-

sitteeseen.
9.35. Méa#ritelmé. Normiavaruus E on refleksiivinen, jos J(E) = E**.

Jos E on refleksiivinen, niin F ja E* ovat siis toisiinsa ndhden symmetri-
sessd asemassa. Koska E** on aina Banachin avaruus, niin valttdméton ehto

refleksiivisyydelle on, ettd E on Banachin avaruus.

9.36. Esimerkki. (1) Jokainen dérellisulotteinen normiavaruus on refleksiivi-
nen: tissi tapauksessa on nimittiin £* = ET (vrt. HT 9:5) ja siten dim (F) =
dim (E*) = dim (E**). Talloin J on bijektio lineaarialgebran perusteella.

(2) Jos 1 < p < o0, niin 7 on refleksiivinen: Esimerkin 9.3 nojalla (¢7)* = (9,

missé ¢ on p:n duaalieksponentti (eli 1/p+ 1/q = 1), ja

(z,y") = Zxkyk,
keN
kun x = (x) € P, y* = (y;) € ¢4. Siis J : # — (P)* = (P on identtinen
kuvaus.
(3) Olkoon E Hilbertin avaruus, x € E ja z € E. Jos merkitsemme f,(z) =
(z]|x), niin Fréchet—Rieszin lauseen mukaan kuvaus p : x — f, on liittolineaa-

rinen isometrinen bijektio &/ — E£*. Talléin £* on Hilbertin avaruus siséatulon

(p(x)|p(y) = (ylx), wyeFE

suhteen. Olkoon 7 : E* — E** Fréchet-Rieszin lauseen antama liittolineaarinen
isometrinen bijektio. T&ll6in kanoninen kuvaus J = 7 o p, joten J on bijektio
(tarkemmat yksityiskohdat HT 9:19). Siis jokainen Hilbertin avaruus on reflek-
siivinen. (Separoituvan Hilbertin avaruuden tapauksessa tdmé tulos sisiltyy jo
esimerkkiin (2) yhdistettynd Lauseen 4.41 sivulla 81 jélkeiseen kommentiin.)
(4) [Lisdtietoja] Vastaavasti, jos 2 C R™ on mitallinen, niin voidaan osoittaa,
ettd LP(Q)* = L4(Q). Dualiteetilla on luonnollinen esitys

(f,9)= /Qf(t)g(t)du

missd f € LP(Q), g € LY(N2). Téasta voidaan paatellda kuten kohdassa (2), ettd
LP(€2) on refleksiivinen jos 1 < p < oo.

(5) [Lisatietoja] Refleksiivisyyden mééritelméssi kanonisen upotuksen J : £ —
E** rooli on keskeinen: James (1951) 16ysi ei-refleksiivisen Banachin avaruuden

E. jolle on kuitenkin olemassa lineaarinen isomorfismi U : £ — E**.



180 FUNKTIONAALIANALYYSIN PERUSKURSSI
TRANSPOOSI

Huom.: Transpoosista ei luennoitu 2010

Olkoot F ja F normiavaruuksia, joilla on skalaarikuntana K. Olkoon T €
Z(FE, F) jatkuva lineaarinen operaattori. Jos funktionaali y* € F*, niin yhdis-
tetty kuvaus y*oT : E — K on jatkuva lineaarinen funktionaali, eli y*oT € E*.
Merkitasan

T (y*):=y"oT, y*e€F".
Télloin siis
(T"(y")(@) = (y" o T)(x) = y"(Tx), eli (x, T"(y")) = (Tz,y"),

kun z € F ja y* € F*. Kuvausdiagrammina tdmé ndyttdd seuraavalta (vrt.
Vektoriavaruudet, luku 12, §76).

E
T*

T

F
NS
K

Pitden funktionaalia y* € F* muuttujana toteamme, ettd ehto y* — T (y*)

maarittelee kuvauksen 7% : F* — E*.

9.37. Maaritelméa. Edelld konstruoitua kuvausta 7%: F* — E* sanotaan ope-

raattorin T (topologiseksi) transpoosiksi (tai adjungaatiksi).

9.38. Lause. Olkoot E, F' normiavaruuksia jaT € L (FE, F). Tdlldin transpoosi
T € Z(F*, E*) on jatkuva lineaarinen operaattori ja || T* || = || T||.

Todistus. T* on lineaarinen: Olkoot y*, z* € F*, «a, f € K sekd x € E. Talloin
(z, T"(ay" + B27)) = (Tx, ay* + ") =T, y" ) + (T, 27)
=olz, Ty )+ B(x, T"2") = (z, Ty + pT"z".)
Siis T*(ay* + (2*) = oT™*y* + T 2" kuvauksina £ — K.
T on jatkuva: Olkoot y* € F* ja x € E. Téalloin
[z, Ty ) = KTz, y) <[y 1 Tz | < [T y* Ml =],

joten
[Ty || = sup [(2, Ty ) < (I T|ly" [, "€ F"
r€BE
Erityisesti T on jatkuva lineaarioperaattori F* — E*, ja Lauseen 8.2 sivul-
la 144 sekd Lemman 8.9 sivulla 147 nojalla

1Tl = sup [T7y" || < T

y*EBpx
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Toisaalta, normin duaalikaavan (Seuraus 9.20) mukaan

[Tall = sup [(Tz,y")| = sup [(z, T"y")| < sup ||T7y"|| - [|]]

y*EBpx y*€Bpx y*EBpx
=T - [l
kun z € E. Siis | T|| < ||T* |, jolloin || T* | = || T . 0

9.39. Esimerkki. Olkoon T : ¢* — ¢y kuvaus

Tx = (ijazmja'“)a
j=1  j=2

kun z = (z;) € ¢*. Selvésti T on lineaarinen ja

oo oo oo
|7 lloomsup| > ;| < sup Y fosl <D Jasl = i,
" j=n " n=j Jj=1

joten T € L (0, cp). Madirataian T* : ¢ — (£1)*. Koska ¢ = (! ja (£1)* = (>
(vrt. HT 12:4), niin T*: ¢* — (. Lisiiksi, kun z* = (z,) € £, niin z;, =
(ex, 2*), kun k =1,2,... jaex = (0,...,0,1,0,...) € £* (1 k:nnella paikalla).

Olkoon z* = (y;,) € ¢* mielivaltainen. T#ll6in jokaisella k € N on

k
(e, THx") =(Tey, x*) = Zyj,

j=1
silld Te, = (1,1,...,1,1,0,...) (k ykkosta alussa). Siis

T2 = (O yinen = W1+ 2. 01 + 12+ ys,. )
j=1

kun z* = (y;) € (1.

Hilbertin avaruuksien tapauksessa on myos olemassa seuraava hyddyllinen
variaatio transpoosin késitteestd. Olkoon E Hilbertin avaruus ja T' € Z(F).
Kun y € E, niin kuvaus = — ( Tz |y ) mairittelee duaalin £* alkion. Fréchet—
Rieszin lauseen nojalla on siis olemassa yksikésitteinen z € E, jolle (Tx|y) =
(z]2) kaikilla € E. Méirittelemmekin kuvauksen 77: E — E, jota nimi-
tdmme samoin myds operaattorin T adjungaatiksi, asettamalla T (y) = z. Siis
TT toteuttaa ehdon

(z|T'y) = (Tzly), w,y€E.

Tilloin TT on jatkuva lineaarinen operaattori E — E ja ||T|| = ||T|| (vrt.
Lause 10.2).
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9.40. Huomautus. Huomaa erona, etté jos T' € Z(E), niin aikaisemmin funktio-
naalien avulla méaritelty transpoosi 7 on kuvaus E* — E*. Fréchet-Rieszin
lauseen vilitykselld T1 ja T* kuitenkin liittyviit liheisesti toisiinsa (ja usein

kiytetddn jopa samaa merkintdd 7™ molemmille késitteille).

Harjoitustehtivia

9:1 Olkoon {g : k € N} vilin [0, 1] kaikki rationaalipisteet. Asetetaan

=> (=1f27*f(q), kun f € C(0,1),

k=1

Néyta, ettd 2* € C(0,1)* ja laske normi ||z*|].

9:2 Asetetaan
1/2

o(f) = f(t)dt — 1/Qf(t)dt, feC(0,1).

0

(i) Néyté, ettd ¢ € C'(0,1)* ja laske normi [|¢]].
(ii) Onko olemassa sellainen funktio f € C(0,1), ettd || f|lo = 1 ja |o(f)] =
1o1I?

9:3 Niytd, ettd duaaliavaruus cfy = ¢'. [Vihje: Vrt. Esimerkki 9.3 ja HT 10:4.]

9:4 Olkoon E #arellisulotteinen normiavaruus. Nayté, ettd jokainen lineaarinen
funktionaali f : £ — K on jatkuva, toisin sanoen, E* = ET. [Vihje: suljettu
yksikképallo Br on kompakti.]

9:5 Olkoon E &daretonulotteinen K-kertoiminen Banachin avaruus. Konstruoi
epajatkuva lineaarinen kuvaus f : F — K [Ohje: saat kiyttad lineaarialgebran
tietoa, ettéd vektoriavaruudella F on algebrallinen kanta (z,)aea, toisin sanoen,
(Ta)aca on maksimaalinen lineaarisesti vapaa joukko ja jokaisella vektorilla
r € E on yksikésitteinen ddrellinen esitys x = > co%q. Voi olettaa ettd
|za|| = 1 kaikilla ov. Méaérittele lineaarikuvaus f : E — K kiinnittamélla arvot
f(z4) sopivasti kaikilla o € A.]

9:6 Tarkista, ettid ¢ € H'(0,1)* kun asetetaan ¢(f) = f(1), f € H'(0,1). Etsi
(se yksikisitteinen) alkio g € H*(0, 1), jolle

o(f) = (flg), kaikilla f € H'(0,1).

Téssé (+]-) on avaruuden H'(0,1) tavallinen siséitulo. [Ohje: oleta ensin ettd f
ja g ovat sileitd funktioita ja etsi osittaisintegroimalla g:lle differentiaaliyhtalo.
Totea, ettd DY:n ratkaisu on haettu funktio.|
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9:7 Olkoon E kompleksinen normiavaruus ja F, vastaava reaalikertoiminen nor-
miavaruus (luonnollisella tavalla tulkittuna). Asetetaan f(z) = fi(z) —ifi(ix),
kun f; € (E,)* jax € E. Osoita, ettd f on C-lineaarinen funktionaali £ — C

ja ([l = 1Al

9:8 Olkoon E Banachin avaruus ja (z,)nen C E jono. Sanotaan, ettd (x,)
suppenee heikosti avaruudessa E kohti vektoria z € E kun n — oo, jos x*(z) =
lim, z*(x,) kaikilla z* € E*. Merkinti: z,, 5 2 kun n — 0.

Tutki, suppeneeko jono (e,) heikosti avaruuksissa £, 1 < p < 0o ja ¢y, kun
en=1(0,...,0,1,0,...) jan € N (ykkonen n:ssa paikassa). [ Vihje: muista, etti
(P)* =4Tkun 1 < p < o0 ja 113 + é =1, sekii ¢ = (. Totea liséiksi, ettd ehto

x = (xr) — > po (—1)*z, miirittelee duaalin (£1)* alkion.]
9:9 Olkoon E Banachin avaruus ja (z,),en C E jono. Sarja )z, on heikosti

ehdottomasti Cauchy avaruudessa E jos Y |v*(z,)| < oo kaikilla z* € E*.

Néyta, ettd téalloin on olemassa sellainen vakio C' < oo, ettéd

D ot (@) < Clla*|| kaikilla 2* € E*.

n=1

[Ohje: Tarkista etté lineaarikuvauksella T : E* — (' Tz* = (z*(2,))nen, On

suljettu kuvaaja.]

9:10 Néyté, ettd on olemassa jatkuva lineaarinen funktionaali ¢ : L>°(0,1) —
R jolle ¢(f) = f(3) kaikilla jatkuvilla funktioilla f : [0,1] — R. [Vinkki:
C(0,1) € L*>(0,1) on suljettu aliavaruus (HT 4/3) ja Hahn-Banach.]

9:11 Olkoon n € N. Naytd Hahn-Banachin lauseen avulla, ettd on olemassa
sellainen jatkuva lineaarinen funktionaali ¢ € L*(0,1)*, ettd ¢(p) = p'(0)
(derivaatta origossa) kaikilla p € P,,, missi

P, = {p : p reaalikertoiminen polynomi, aste deg(p) < n}.
[Muista: C(0,1) C L*>(0,1) on suljettu aliavaruus (HT 4:2).]

9:12 Onko olemassa sellainen jatkuva lineaarinen funktionaali ¢ € C(0,1)*,
ettd ¢(p) = p/(0) kaikilla p € P, kun

P = {p: p reaalikertoiminen polynomi}?
[Vihje: Tutki, olisiko sellainen funktionaali ¢ jatkuva sup-normin suhteen.]

9:13 Olkoon duaali E* separoituva Banach avaruus. Osoita, ettd E on sepa-
roituva. Péteeko kadnteinen tulos 7 [Idea: olkoon () tihed jono avaruudessa
E ja valitse alkiot =, € E, joille ||z, | = 1 ja z}(x,) > (1/2)]|z}|| kaikilla n.
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Osoita sopivan Hahn-Banachin version avulla, ettd suljettu lineaarinen verho
[z, :n € N]=FE|]

9:14 Olkoon E Banachin avaruus, M C E suljettu aliavaruus ja S : M — (>
jatkuva lineaarikuvaus. Osoita, ettd on olemassa jatkuva lineaarikuvaus 7' :
E — (= siten, ettd Tax = Sz aina kun x € M ja ||T|| = ||S]|. [Apu: etsi Hahn-
Banachin avulla laajennus koordinaattikuvauksiin £ — K, x +— fi(Sz), missi
fr(2) = 2z, kun z = (2;) € £ ja k € N||

9:15 Olkoon F Banach avaruus, A C E epétyhji osajoukko sekd f: A — K
annettu funktio. Osoita, ettd funktiolla f on jatkuva lineaarinen laajennus

g : ' — K jos ja vain jos on olemassa vakio C' < oo jolle

1> anf ()| < Ol Y ap
b1 st

kaikilla vektoreilla x1, ..., 2 € A, skalaareilla ay, ..., a; € K ja k € N. [Hahn-
Banachista taas apua.|

9:16 Olkoon F Banachin avaruus, ja A C E sellainen osajoukko, etté
sup{|z*(z)| : x € A} < 0

jokaisella funktionaalilla z* € E*. Osoita, ettd A on rajoitettu joukko. [ Vihje:
Banach-Steinhausin lause sovellettuna biduaalissa £**.]

9:17 Olkoon 1 < p < oo ja S : fP — (P vasen siirto-operaattori S(xy,za,...) =
(29,23, ...). Etsi adjungaatti S*.

9:18 Olkoon E Banach avaruus ja Jg : £ — E** luonnollinen inkluusio. Osoita,
ettd (Jg)* o Jg« = I+ (avaruuden E* identtinen kuvaus). Pééttele, ettd E* on

refleksiivinen avaruus aina kun E on refleksiivinen.

9:19 Osoita, etté jokainen Hilbertin avaruus on refleksiivinen. [ Vihjeet. Olkoon
o : E — E* Frechet-Rieszin lauseen antama liittolineaarinen isometria. Tar-
kista, ettd (o(z)|o(y)) = (y|z), kun x,y € E, on sisdtulo avaruudessa E*,
joka antaa duaaliavaruuden normin. Olkoon 7 : E* — E** vastaava Frechet-
Riesz esitys. Tarkista lopuksi, ettd Jg = 7 o g, missd Jr on kanoninen kuvaus
E — E*]

LOPPU / THE END 2010



