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Peruskasitteet

0. Kertausta

Téassé luvussa kdydadn lapi sellaiset peruskésitteet ja merkinnét, joiden olete-
taan olevan tuttuja aiemmalta algebran kurssilta.

0.1. Laskutoimitukset. Olkoon X joukko. Joukon X laskutoimitus on ku-
vaus *: X x X — X, joka liittdd jokaiseen pariin (z,y) yksikésitteisen alkion
joukosta X. Tété alkiota kutsutaan laskutoimituksen tulokseksi ja merkitdén ta-
valliseen tapaan xx*y. Laskutoimituksella varustettu joukko tarkoittaa paria (X, ).
Tama on yksinkertaisin algebrallinen struktuuri, ja sitd nimitetdén toisinaan mag-
maksi.

Joukon X laskutoimitusta * kutsutaan

1) litannaiseksi, jos (x xy) * z = x x (y x z) kaikilla z,y,z € X
2) wathdannaiseksi, jos x x y = y * x kaikilla z,y € X.

Jos laskutoimitus toteuttaa liitdnnaisyysehdon, sulkeiden sijainti on merkitykse-
ton myos pidemmissa laskulausekkeissa. (Todistetaan induktiolla.) Téll6in kaikki
lausekkeet voidaan kirjoittaa ilman sulkeita, ja potenssimerkinta

THRT K-k =2 (n>1)
—
n kpl

on hyvin maéritelty. Jos laskutoimitus on lisdksi vaihdannainen, ei alkioiden jar-
jestyksella lausekkeessa ole vilid, joten voidaan ottaa kiyttoon tulomerkinté

n
:cl*xg*---*xn:Ha:i
i=1

tai yleisemmin, jos I on jokin aérellinen indeksijoukko:

e

el
Laskutoimituksen neutraalialkioksi kutsutaan alkiota e, jolle pétee
Tke=exTr == kaikilla x € X.

Jos laskutoimituksella on neutraalialkio, voidaan puhua myo6s kddnteisalkioista.
Alkio y on alkion z kéédnteisalkio, jos

TRy =y*xT =e¢,

missé e on neutraalialkio. Alkion z kiinteisalkiota merkitdin yleensid x~!. Jos
tallainen alkio on olemassa, sanotaan ettd x on kddantyvd.
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Laskutoimituksen neutraalialkio on aina yksikisitteinen, sillid jos e ja €’ to-
teuttavat neutraalisuusehdon, niin

/ /
e=exe =¢€,

joten e = €’. Kianteisalkiot ovat yksikisitteisia, mikéli laskutoimitus on liitAnné&i-
nen. T&lloin nimittéin, jos y ja ¥’ ovat molemmat z:n kaanteisalkioita, saadaan

y=yxe=yx(@xy)=(y*rz)xy =exy =y,
eliy=1v'.
Toisinaan puhutaan erikseen my6s vasemman- ja oikeanpuoleisista neutraali-
ja kédnteisalkioista. Esimerkiksi kuvaus f: X — X on injektiivinen, jos ja vain
jos se on vasemmalta kddntyva (laskutoimituksena kuvausten yhdistdminen) eli

on olemassa kuvaus g: X — X, jolle pétee go f = id. Voidaan myds nayttia, etta
kuvaus on surjektiivinen, jos ja vain jos silld on oikeanpuoleinen kaénteisalkio.

Jos laskutoimituksella on neutraalialkio, voidaan maééaritelld alkion x kertaluku.
Jos ehto " = e patee jollain positiivisella kokonaisluvulla n, alkion x kertaluku on
tallaisista luvuista pienin. Mikéli ehto ei pdde, sanotaan kertaluvun olevan déareton.
Neutraalialkio itse on ainoa alkio, jonka kertaluku on 1. Jos alkion kertaluku on
2, alkio on oma kédinteisalkionsa.

Neutraalialkio mahdollistaa nollapotenssin ja tyhjan tulon maé&rittelyn. Jos
m < n, niin

m
2 =e ja H T; =e.
i=n

Negatiiviset potenssit voidaan puolesta maéaritelld kadnteisalkion avulla, jos sel-
lainen 1oytyy:
= (z7hH", missé n > 0.

(Potenssin kirjoittamisessa vaaditaan tietysti laskutoimituksen liitdnnéisyyttéa.)
Naistd médritelmista seuraavat tutut potenssilait:

™ok = xm—l—n ja (xm)n — xm-nj
missd m ja n voivat olla mitd tahansa kokonaislukuja; negatiivisten potenssien
tapauksessa vaaditaan alkion x kidantyvyytta.

Tavallisesti laskutoimituksia merkitdén joko multiplikatiivisesti kertolaskun ta-
paan tai additiivisesti yhteenlaskun tapaan. (Jalkimmaéisessd tapauksessa olete-
taan kdytannossa aina, ettd laskutoimitus on vaihdannainen.) Oheisesta taulukos-
ta selvidvat eri merkintédtapojen yksityiskohdat.

multiplikatiivinen additiivinen
laskutoimitus x -y tai zy (tulo) x4y (summa)
potenssimerkinta x" nx tai n.x (monikerta)
tulomerkinté T T
neutraalialkio 1 (ykkosalkio) 0 (nolla-alkio)
kédnteisalkio x 1 —z (vasta-alkio)

Jos yhteen- tai kertolasku on vaihdannainen, voidaan liséksi ilman sekaannuk-
sen vaaraa kayttad vastaavaa erotus- tai jakolaskumerkintad

. X _
r—y=z+(—y) tai m/yz;zxy L
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Joukko X saatetaan myos varustaa useammalla kuin yhdelld laskutoimituk-
sella, tavallisimmin kahdella. T&ll6in toinen laskutoimituksista on yleensa vaih-
dannainen, ja sitd merkitdan additiivisesti; toista laskutoimitusta merkita&n puo-
lestaan multiplikatiivisesti. Koko rakenne on siis kolmikko (X, +, -). Laskulausek-
keissa kertolaskut ajatellaan laskettavaksi ennen yhteenlaskuja, joten esim. x+y- 2
tarkoittaa lauseketta x + (y - z). Liséksi sanotaan, ettd téllaiset laskutoimitukset
toteuttavat osittelulain, mikali

x-(y+z2)=x-y+x-2 ja (r+y) z=xz-24y-2z
kaikilla z,y, z € X.

0.2. Perusrakenteet. Eris tavallisimpia algebrallisia rakenteita on ryhma.

MAARITELMA 0.1. Paria (G, %), missi * on joukon G laskutoimitus, nimitetaan
ryhmdaksi, mikéli se toteuttaa seuraavat ehdot:

(GO) G on suljettu laskutoimituksen suhteen, eli x * y € G kaikilla z,y € G.
(G1) Laskutoimitus on liitdnnainen.

(G2) Laskutoimituksella on neutraalialkio joukossa G.

(G3) Jokaisella x € G' on kdanteisalkio joukossa G.

Huomataan, ettd ehto (GO) sisiltyy itse asiassa jo laskutoimituksen mééri-
telméaan. Kaanteisalkiot ovat yksikasitteisia, koska laskutoimitus on liitdnnainen.
Mikéli laskutoimitus on lisédksi vaihdannainen, rakennetta nimitetdan vaihdannai-
seksi eli Abelin' ryhmiksi. Eraité esimerkkeji ryhmisté ovat

(Z,+) (Abelin ryhmé)

® (Qa +)7 (@ \ {0}7 ')7 (Ra +)7 (R\ {0}7 ) (Abehn ryhmla)

(Zp,+), jddnnosluokat varustettuna yhteenlaskulla modulo n (Abelin
ryhmé)

jonkin joukon kaikki bijektiot varustettuna kuvausten yhdistdmisellé
kdantyvit n X n-reaalimatriisit varustettuna matriisien kertolaskulla.

Ryhmaélaskutoimituksen térkein ominaisuus on sievennyssddanté. Jos x, y ja z
ovat ryhmén alkioita ja e on neutraalialkio, niin

Ys2)x2 = y=2

TRY=Tkz = (x_l*x)*y: (™
——
e &
Sievennysséaanto kayttda hyvikseen kaikkia ryhmaéaksioomia. Tésta sédnnosté saa-

daan myo6s seuraava aputulos.

LEMMA 0.2. Olkoon (G, *) ryhmda, neutraalialkiona e. Talloin kaikilla x,y € G
patee
TxYy =1y = x =e.

Tarkastelemalla kontrapositiota “jos x # e, niin x*y # y” voidaan saatu tulos
tulkita niin, ettd ryhméssd milld tahansa neutraalialkiosta poikkeavalla alkiolla
kertominen muuttaa kaikkia muita alkioita.

1Norjalainen Niels Henrik Abel, 1802-1829, todisti vdhintdédn viidennen asteen yleisten po-
lynomiyhtéaléiden ratkeamattomuuden.
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Rakennetta, joka toteuttaa edellisestd méadritelmésté vain ehdot (GO) ja (G1),
nimitetddn puoliryhmdksi. (Puoliryhmé on siis liitdnndinen magma.) Jos rakenne
toteuttaa ehdot (G0)—(G2), sitd kutsutaan monoidiksi. Esimerkkejd monoideista
ovat luonnollisten lukujen vaihdannainen monoidi (N, +) (neutraalialkiona 0) se-
k& kaikkien n x n-reaalimatriisien muodostama joukko varustettuna matriisikerto-
laskulla (neutraalialkio yksikkématriisi). Esimerkkejd puoliryhmista ovat (Z4,+)
(positiiviset kokonaisluvut), seké minké tahansa renkaan ideaali (mééritelmé seu-
raa myohemmin), laskutoimituksena kyseisen renkaan kertolasku.

Kahden laskutoimituksen rakenteista yleisimpid ovat renkaat ja kunnat.

MAARITELMA 0.3. Rakennetta (R,+,-) kutsutaan renkaaksi, jos se téyttaa
seuraavat ehdot:

(R1) Pari (R, +) muodostaa vaihdannaisen ryhmén.
(R2) Pari (R, -) muodostaa monoidin.
(R3) Osittelulaki patee.

Rengasta nimitetdan vaithdannaiseksi, mikali kertolasku on vaihdannainen.

Renkaan kertolaskulla on siis neutraalialkio, jota kutsutaan ykkosalkioksi, ja
kertolasku on liitdnndinen. Kéénteisalkioita ei kuitenkaan valttdméatta 16ydy. Seu-
raavassa esimerkkejé renkaista:

L4 (Za +, ')7 (Qv +, ')a (R7 =+, )

® (Zn,+,+) (modulaariaritmetiikka)

e 1 X n-reaalimatriisit

e Abelin ryhmén G endomorfismit (homomorfismit G — @) varustettu-
na pisteittéiselld yhteenlaskulla: (f + g)(z) = f(x) + g(x), ja kuvausten
yhdistamisella.

Renkaan R kédntyvien alkioiden joukkoa merkitddn usein R*. Tamé tulee
erityisesti kyseeseen tuttujen lukurenkaiden, kuten renkaiden Q, R ja Z,,, kohdalla.
Esimerkiksi Q* = Q \ {0}.

Osittelulaista seuraa, ettd renkaassa R patee 0-x = x -0 = 0 kaikilla x € R,
silla

0-2=0+0)-2=(0-z)+ (0-x),

josta yhteenlaskuryhmén sievennyssédantoa kayttaméalla saadaan 0 = 0 - x. Yhtalo
z - 0 = 0 todistetaan samalla tavalla. Sddnnoéistd 1 -2 =z ja 0 - z = 0 seuraa nyt,
ettd jos 0 = 1, niin rengas koostuu pelkéstadan nolla-alkiosta (ns. triviaalirengas).

Olkoon jatkossa R vaihdannainen rengas, jossa 0 # 1. On mahdollista, ettd
x-y = 0, vaikka x # 0 # y (vrt. matriiseihin). Téllaisessa tapauksessa alkioita z ja
y kutsutaan nollanjokajiksi tai nollantekijoiksi. Mikéli kuitenkin kaikilla z,y € R
patee

z-y=0 = r=0 tai y=0,

vaihdannaista rengasta R nimitetaén kokonaisalueeksi. Kokonaisalueessa ei siis ole
nollanjakajia. Esimerkiksi (Z, +, ) on kokonaisalue.

Erikoistapaus kokonaisalueesta on kunta.
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MAARITELMA 0.4. Vaihdannaista rengasta (K, +,+) nimitetdén kunnaksi, jos
0 # 1 ja pari (K \ {0}, ) muodostaa vaihdannaisen ryhmén.

Vaihdannainen epétriviaali rengas on siis kunta, jos ja vain jos se siséltaa kaik-
kien nollasta poikkeavien alkioidensa kadnteisalkiot. Jokainen kunta on kokonais-
alue, silla jos -y = 0 joillain x,y € K, ja x # 0, niin

y:x_lxy:x_lozo

Liséksi jokainen aérellinen kokonaisalue on kunta. Jos nimittdin K on &arellinen
kokonaisalue ja z € K \ {0}, niin jokainen z:n (positiivinen) potenssi on nollasta
poikkeava. Koska K on &irellinen, niin joillain n,m € N, n > m > 1, pétee
" = z™. Tasta saadaan

O0=2a" -2 =z"(""™-1).

Edelleen, koska K on kokonaisalue ja ™ # 0, tdytyy pated ™" — 1 = 0. Téll6in
1=a""=2""""1.2 eli 2" ™! on alkion = kiinteisalkio.

Tuttuja kuntia ovat lukualueet Q, R ja C tavallisine laskutoimituksineen.

0.3. Alirakenteet ja virittdminen. Hyvin yleisesti muotoiltuna laskutoi-
mitusstruktuurin X alistruktuurilla tarkoitetaan osajoukkoa Y C X, jolle patevat
seuraavat ehdot:

e Joukko Y on suljettu kaikkien X:n laskutoimitusten suhteen.

e Joukko Y sisédltda kaikkien X:n laskutoimitusten neutraalialkiot.

e Jos alkiolla € Y on joukossa X kédnteisalkio 2! jonkin laskutoimituk-
sen suhteen, niin z~! € Y.

Néamé ehdot realisoituvat hieman eri muodoissa eri rakenteiden yhteydessi. Eh-
doista seuraa, ettd alistruktuuri on aina samaa tyyppid kuin ympéaroiva struk-
tuuri, esim. alirengas on aina itsekin rengas. Kuitenkaan miké tahansa renkaan
ehdot tayttiva toisen renkaan osajoukko ei vélttdmétta ole alirengas, koska sen
ykkosalkio voi olla eri kuin ympéaroivassa renkaassa.

MAARITELMA 0.5. Ryhmén (G,-) osajoukko H on G:n aliryhmd, jos

(H1) H on suljettu laskutoimituksen suhteen, eli gh € H kaikilla g,h € H.
(H2) H sisaltdd ryhmén G neutraalialkion.
(H3) H siséltéd kaikkien alkioidensa kidnteisalkiot, eli g~! € H kaikillag € H.

Téalloin merkitaan H < G.

Ehtoa (H2) ei tarvitse erikseen tarkistaa, jos muut ehdot ovat voimassa ja H on
epétyhja. Talloin nimittdin 16ytyy jokin g € H, ja ehdoista seuraa ettd g~ ' € H
seki edelleen e = g - g~! € H. Pienelli péittelylld saadaan seuraava toisinaan
kateva tulos.

LAUSE 0.6 (Aliryhmékriteeri). Ryhmdn G osajoukko H on G:n aliryhmd, jos
ja vain jos

(H1) H#0
(H2) gh~! € H kaikilla g,h € H.
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Toinen aliryhmiin liittyva erikoisuus mainitaan seuraavassa lauseessa.

LAUSE 0.7. Ryhmdn G osajoukko H on G:n aliryhmd, jos ja vain jos se on
ryhmd.

Lause ei seuraa suoraan aliryhmén méaritelmasta, silld ryhmalld H voisi olla
esimerkiksi eri neutraalialkio kuin ryhmélla G. Voisi siis pated ¢’ - g = g kaikilla
g € H, vaikka €’ ei olisikaan koko ryhméan G neutraalialkio. Ryhméssa kuiten-
kin milld tahansa varsinaisesta neutraalialkiosta poikkeavalla alkiolla kertominen
muuttaa kaikkia muita alkioita, joten edelld kuvailtuja pienemmaésséa joukossa toi-
mivia neutraalialkioita ei 16ydy. Tulos seuraa tédstd sekd ympérdivin ryhméin G
kéaanteisalkioiden yksikésitteisyydesta.

Alkioon g liittyvét aliryhmén H vasen ja oikea sivuluokka méaritelladn jouk-
koina

gH ={gh|h € H} ja Hg={hg|heH}.

Voidaan osoittaa, ettd kaikki tietyn aliryhmén vasemmat (tai yhta hyvin oikeat)
sivuluokat muodostavat koko ryhmén osituksen. Liséksi, jos aliryhmé on &éarel-
linen, kaikki sivuluokat ovat samankokoisia.? Tésté seuraa ryhmiéteorian kenties
tarkein tulos.

LAUSE 0.8 (Lagrange®). Olkoon G ddrellinen ryhmd ja H sen aliryhmd. Tl-
loin G:n alkioiden lukumddrd on jaollinen aliryhmdn H alkioiden lukumddrdlld.

Aliryhmén sivuluokkien lukuméérad nimitetéadn aliryvhmén indeksiksi ja mer-
kitddn [G : H]. Indeksin avulla Lagrangen lause voidaan esittdd myos hieman
tasmaéllisemmaéssa (ja kompaktimmassa) muodossa: [G : H] = G/H.

Yleisista alistruktuuriehdoista saadaan kriteerit myos alirenkaana tai alikun-
tana olemiselle.

LAUSE 0.9 (Alirengaskriteeri). Renkaan R osajoukko A on alirengas, jos ja
vain jos

(AR1) z —y € A kaikilla x,y € A
(AR2) zy € A kaikilla z,y € A
(AR3) 1 € A (kertolaskun neutraalialkio renkaassa R).

Ehdon (AR1) muotoilussa on kaytetty ylld mainittua aliryhmékriteerié: kol-
mas ehto nimittdin takaa, ettd A on epéatyhja.

LAUSE 0.10 (Alikuntakriteeri). Kunnan K osajoukko L on alikunta, jos ja
vain jos

(AK1) L* # ()
(AK2) x —y € L kaikilla x,y € L
(AK3) xy~! € L kaikille x € L ja y € L*.

2My('js ddrettomén aliryhmén sivuluokat ovat yhta mahtavia.
3Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) ei todistanut nimeddn kantavaa lausetta, mutta kéytti
joitain sen erityistapauksia polynomiyhtal6itd koskevassa tutkimuksessaan.
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Miké tahansa struktuurin X osajoukko S ei ole véilttdmatta alistruktuuri, mut-
ta se voidaan aina taydentéda alistruktuuriksi lisadmaélla siithen sopivasti alkioita.
Pienintd alistruktuuria, joka sisdltdd joukon S, nimitetddn S:n virittdmdksi ali-
struktuuriksi ja merkitddn (S). Voidaan osoittaa, ettd (S) on kaikkien niiden ali-
struktuurien leikkaus, jotka siséltévit joukon S.

Esimerkiksi ryhmén G osajoukon S virittdmé aliryhmé 16ydetadn lisdamaélla
S:4dn tarvittaessa G:n neutraalialkio, kaikki mahdolliset S:n alkioista muodos-
tettavat tulot seké kaikki S:n alkioiden kéénteisalkiot. Tiivistden tdméa voidaan
kirjoittaa muotoon

(S) = {x1wa---ap | k€N, z; € S tai z; ' € S kaikilla i < k}.

Yhden alkion x virittdmé&é aliryhméd voidaan merkitd (x). Jos G = (z) jollain
x € G, eli koko ryhmé on yhden alkionsa virittdmaé, ryhméa kutsutaan sykliseksi.
Merkintd G = C,, tarkoittaa, ettd G on syklinen ryhmé, jonka virittdjan kertaluku
on n (voi olla my6s dédreton). Ryhmén C), alkioiden lukumééara on n. Esimerkiksi
7 = Cs. Sykliset ryhmét ovat yksinkertaisimpia vaihdannaisia ryhmid. Niiden
kaikki ali- ja tekijaryhmat ovat myo6s syklisia.

0.4. Tulorakenteet. Useimmista algebrallisista rakenteista voidaan muodos-
taa tulorakenteita karteesisen tulon avulla. Esimerkiksi kahden ryhmén (G, ) ja
(H, o) tuloryhmd on joukko

GxH={(g,h) | g€ G,he H},
jonka laskutoimitus maédritelladn pisteittéin:

(91,h1) - (92, h2) = (g1 * g2, h1 0 ha).

Samalla tavoin voidaan mééritelld kahden renkaan R ja S tulorengas R x S. My0s
useamman, jopa darettéoman monen struktuurin tulo on mahdollinen.

Jos rakenteissa on neutraalialkioina e; ja e, tulorakenteen neutraalialkio on
(e1,e2). Samaten kddnteisalkioille, mikali téllaisia on, pétee

(g )~ = (g~ 7).
Edelleen, jos Y7 ja Y, ovat rakenteiden X; ja Xy alirakenteita, niin Y7 X Y5 on
tulorakenteen X x X alirakenne. Tulorakenteella voi kuitenkin olla myo0s sellaisia
alistruktuureja, jotka eivét itse ole tulomuotoa; esimerkiksi joukko

{(n,n) | n €2}

on tulorenkaan Z x 7 alirengas, vaikka se ei ole muotoa A x B millddn Z:n aliren-
kailla A ja B.

Kahden kunnan karteesinen tulo ei ole kunta (ainakaan pisteittéisilla lasku-
toimituksilla). Tamén néakee esimerkiksi siitd, ettd milld&n muotoa (a,0) olevalla
alkiolla ei voi olla kdanteisalkiota, koska nollalla ei sellaista ole. Kuitenkin kunnan
vaatimuksien mukaan kaikilla muilla paitsi alkiolla (0, 0) pitéisi olla kdanteisalkio.

0.5. Homomorfismit. Samantyyppisid algebrallisia rakenteita voidaan ver-
rata toisiinsa homomorfismien avulla. Kuvausta f struktuurista (X, *) struktuu-
riin (Y, o) kutsutaan homomorfismiksi, jos seuraavat ehdot patevét:

(HM1) f(z*y) = f(z)o f(y) kaikilla z,y € X.
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(HM2) Jos laskutoimituksella % on neutraalialkio ey, niin f(ex) = ey, missé ey
on laskutoimituksen o neutraalialkio.

Ehdot siis takaavat, ettd kuvaus séilyttaéd laskutoimitusten tulokset sekd neutraa-
lialkiot. Jos laskutoimituksia on kaksi tai useampia, ehtojen tulee pated kunkin
laskutoimituksen osalta.

Homomorfismi f: (X, %) — (Y, 0) kuvaa mahdolliset kdénteisalkiot kéénteis-
alkioiksi kaikkien struktuurien tapauksessa. Tamaé seuraa yhtéaloketjuista

f@)ofla™h) = flaxa™") = flex) = ey
ja flamh)o f(z) = fla7t xa) = flex) = ey,
joiden perusteella f(x)~! = f(z~!). Induktiolla saadaan lopulta osoitettua, ett

f@@") = f(a)"
kaikilla kokonaisluvuilla n.

Homomorfismien merkitys on siiné, ettéd ne sdilyttévait algebralliset ominaisuu-
det. Esimerkiksi alistruktuurin kuva homomorfismissa on vastaavanlainen alistruk-
tuuri maalistruktuurissa. Myos liitdnnéisyys-, vaihdannaisuus- ja ositteluominai-
suudet sailyvat. Erityisesimerkki homomorfismista on bijektiivinen eli kdantyva
homomorfismi, jota nimitetddn isomorfismiksi. Koska se kuvaa struktuurit toi-
sikseen séilyttden algebralliset ominaisuudet molempiin suuntiin, ovat ndméi ns.
isomorfiset struktuurit taysin samankaltaiset toistensa kanssa, alkioiden ja lasku-
toimitusten nimedmistd vaille identtiset.

Ryhmien tapauksessa my6s homomorfismin kohdalla saadaan muutamia yk-
sinkertaistuksia. Ensinnékin ryhmien vélisen kuvauksen f: (G,x) — (H,o) ta-
pauksessa jalkimmaéistd homomorfiaechtoa (HM2) ei tarvitse erikseen tarkastella,
silld ensimmaéisestd ehdosta seuraa

flec) = f(ec *ec) = f(ec) o f(ea),

josta ryhmén H sievennyssddnnon avulla tulee ey = f(eq).
Toinen seikka liittyy ryhmadhomomorfismin ytimeen
Kerf={zxe G| f(z) =en}.

Voidaan osoittaa, ettd kuvaus f on injektiivinen, jos ja vain jos Ker f = {eg}. Ky-
seinen ehto seuraa injektiivisyydesté, koska f(eg) = ey. Toinen suunta ndhdaén
seuraavasti: Oletetaan, ettd f(z) = f(y) joillain x,y € G. Téalloin

e = f(z)o fly)™ = flaxy™),

joten x * y~' on ytimessd Ker f. Jos ydin sisdltdd vain neutraalialkion eq, niin
xxy ! = egq, ja edelleen x = y. Tamé osoittaa injektiivisyyden.

1

Ryhméhomomorfismia koskien voidaan tésséd yhteydessd mainita seuraava hel-
posti muistettava saanto.

LAUSE 0.11. Homomorfismi f ryhmdltd G ryhmddn H on

o injektiivinen <= Ker f = {eq}
o surjektiivinen <= Im f = H.
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Rengashomomorfismin f: R — S ydin mééritelldédn nolla-alkion alkukuvana:
Kerf={z € R| f(x) =0}.

Rengashomomorfismin ydin on siis sama kuin renkaan yhteenlaskuryhméén liitty-
van vastaavan ryhmadhomomorfismin ydin. Tastéd seuraa, ettd myos rengashomo-
morfismi on injektiivinen, jos ja vain jos sen ydin on triviaali.

Kunnat koostuvat kahdesta vaihdannaisesta ryhmésté, ja tdmé mahdollistaa
vield eradn yksinkertaistuksen.

LAUSE 0.12. Jokainen kuntahomomorfismi f: K — L on injektiivinen.

Tulos seuraa siité, ettd rengashomomorfismin ydin on aina ideaali (tdhén pa-
lataan mychemmin) ja milld tahansa kunnalla K on vain triviaalit ideaalit {0} ja
K. Vaihtoehto K ei tule kysymykseen, koska f(1x) = 11, # 0. Siispa Ker f = {0},
miké yhteenlaskuryhméssa tulkittuna tarkoittaa sité, ettd f on injektiivinen.

0.6. * Olkoon R rengas. Yhden muuttujan R-kertoimiseksi polynomiksi kut-
sutaan aarellistd muodollista summaa,

f= an X" + an—anil + -+ a1 X + ag,

missé alkiot ag, ..., a, kuuluvat renkaaseen R. Niitd alkioita kutsutaan polyno-
min kertoimiksi ja symbolia X muuttujaksi tai tuntemattomaksi. Polynomin aste
deg(f) on suurin sellainen n, jolla kerroin a,, on nollasta poikkeava. Nollapolyno-
min 0 asteeksi méaritelldan kuitenkin —oo. Kaikkien R-kertoimisten yhden muut-
tujan polynomien joukkoa merkitddn R[X]. Tamé& joukko on rengas polynomien
tavallisen yhteen- ja kertolaskun suhteen. Renkaan R alkiot ovat joukon R[X]
vakiopolynomeja.

Jos kerroinjoukkona on kunta, voidaan todistaa erittdin kayttokelpoinen jako-
yhtélo.

LAUSE 0.13 (Polynomien jakoyhtald). Olkoon K kunta, ja olkoot f ja g kaksi
K -kertoimista polynomia. Oletetaan, ettd g # 0. Tdlloin loytyy yksikdsitteiset
q,r € K[X], joille pitee f = qg + r ja deg(r) < deg(g).

Lause todistetaan myohemmin luvussa 11.3.

Voidaan my6s méaritelld useamman kuin yhden muuttujan polynomeja. Muut-

tujien Xy, ..., X polynomi on muodollinen summa
m
f = Z aiyia
i=0

missd kukin X; on muotoa X{"X35?... X" oleva monomi. Monomissa muut-
tujien X; kirjoitusjarjestykselld ei ole vilid: muuttujien ajatellaan olevan kes-
kenddn vaihdannaisia. Monomin aste on siind esiintyvien eksponenttien summa
ni1 + ng + -+ - + ng, ja polynomin aste on suurin siina esiintyvin monomin aste.

Kaikkien R-kertoimisten K muuttujan polynomien joukkoa merkitd&n sym-
bolilla R[X7, ..., Xk]. Usein muuttujia merkitddn myo6s muilla kirjaimilla, kuten
Y ja Z. Esimerkiksi XY +3Z —2X Z? + 10 on joukon Z[X, Y, Z] polynomi, jonka
aste on monomin X Z2 aste eli kolme.

4Polynomit maéaritelldén ja konstruoidaan tasmallisesti luvussa 9.4.



10 PERUSKASITTEET
1. Tekijarakenteet

Téasséd osassa tarkastellaan tekijarakenteita, kuten tekijaryhmié ja tekijaren-
kaita, lahtien liikkeelle mahdollisimman yleisistd periaatteista. Tekijarakenteiden
ajatuksena on pédstd tarkastelemasta yksityiskohtia silloin, kun se ei ole valt-
tdméatonta. Esimerkiksi annetun kokonaisluvun parillisuuden péaéttelemiseen tar-
vitsee tarkastella vain viimeistd numeroa. Yhteenlaskusta puolestaan tieddmme,
ettd kahden luvun summa on parillinen, jos ja vain jos luvut ovat joko molemmat
parillisia tai molemmat parittomia. Silloin kun parillisuus on ainoa kiinnostava
ominaisuus, selvidmme hyvin mista tahansa yhteenlaskuun liittyvéista ongelmasta
tarkkailemalla vain yhteenlaskettavien parillisuutta. Esimerkiksi summan

102738471029348 + 1723841702893740 + 172389471029347

selvittdminen on tyolastd, mutta pelkka vilkaisu kertoo, etté tulos on pariton.

1.1. Ekvivalenssirelaatiot. Minké tahansa tekijédrakenteen taustalla on ké-
site nimelta ositus. Ositus jakaa rakenteen X erillisiin epatyhjiin osiin, jotka yh-
desséa sisdltavat kaikki alkuperaisen rakenteen X alkiot. Tekijarakenteen alkioina
toimivat sitten namaéa osat, ja jokaisen yksittdisen osan sisdltdmé rakenne jatetadn
tekijarakenteessa huomiotta.

Kuva 1. Tekijarakenteessa samaan osaan kuuluvat alkiot samastetaan.

Toinen tapa ymmartaéd tekijarakennetta on, ettd ajatellaan samastettavaksi
samaan osaan siséltyvéat alkiot. Talloin niiden viliset erot ikédan kuin tahallisesti
unohdetaan. Tama johtaa luonnollisella tavalla ekvivalenssirelaation késitteeseen.
Jos R on jokin kaksipaikkainen relaatio, niin merkintd xRy tarkoittaa, ettd x on
relaatiossa alkion y kanssa.® Intuitio antaa olettaa, etti kuvatakseen ekvivalenssia
(tai “samastamista”) kaksipaikkaisen relaation R on toteutettava alla olevat ehdot
kaikilla alkioilla x, ¥, z:

1. Relaatio R on refieksiivinen, eli x Rx.
2. Relaatio R on symmetrinen, eli jos xRy, niin yRx.
3. Relaatio R on transitiivinen, eli jos xRy ja yRz, niin xRz.

Naméa ehdot voidaan ottaa ekvivalenssirelaation maaritelmaéaksi.

S5Tarkasti madriteltyna kaksipaikkainen relaatio R tarkoittaa osajoukkoa jérjestettyjen parien
joukossa X x X. Alkio = on relaatiossa alkion y kanssa, mikéli (z,y) € R.
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MAARITELMA 1.1. Joukossa X médriteltya kaksipaikkaista relaatiota R kut-
sutaan ekvivalenssirelaatioksi, jos se on refleksiivinen, symmetrinen ja transitii-
vinen. Alkion x sanotaan olevan ekvivalentti alkion y kanssa, jos xRy. Alkion x
ekvivalenssiluokaksi relaation R suhteen nimitetddn joukkoa, joka sisaltaéd kaikki
x:n kanssa ekvivalentit alkiot:

[z]r = {y € X | zRy}.

Ekvivalenssiluokkaa voidaan merkita myos [z] tai T, jos relaatio on asiayhteydesta
selvi. Relaation R kaikkien ekvivalenssiluokkien joukkoa merkitdan X/R.

Tietyn, joukossa X maéaritellyn ekvivalenssirelaation ekvivalenssiluokat muo-
dostavat aina X:n osituksen. Toisaalta jokainen ositus antaa aiheen maéaritella
ekvivalenssirelaatio, jossa samaan osaan kuuluvat alkiot ovat keskenddn ekviva-
lentteja. Kaksi ekvivalenssiluokkaa [z] ja [y] ovat samat, jos ja vain jos x on ekvi-
valentti y:n kanssa. Sanotaan, ettd sekd x ettd y ovat tdmén ekvivalenssiluokan
edustajia.

Olkoon nyt (X, %) jokin algebrallinen struktuuri, jonka tekijarakenne halutaan
muodostaa. Ideana on valita sopiva ekvivalenssirelaatio ~ samastamaan sellaiset
alkiot, joiden eroja ei haluta huomioida. Néin saatavaan ositukseen X/~ mééri-
tellaan sitten uusi laskutoimitus *', joka vastaa luonnollisella tavalla alkuperiista
laskutoimitusta:

[z] " [y] =[x xy] kaikilla z,y € X.

Téssd médritelmissa on erids ongelma. Laskutoimituksen *' tdytyisi liittd4 jo-
kaiseen pariin ([z], [y]) yksikésitteinen kolmas alkio [z] «’ [y]. Kaavan antama tulos
[ * y] riippuu kuitenkin ndennéisesti joukon X alkioista x ja y. Kukin ekvivalens-
siluokka voi sisdltd&d monia eri alkioita 1, x2,z3,. .., ja tdlloin [x1] = [zeo] = [z3],
jne. Jotta laskutoimituksen [z] «’ [y] tulos olisi yksikésitteinen, on siis pidettava
huoli siité, ettéd se ei riipu joukon X alkioista vaan ainoastaan niiden edustamista
luokista. Toisinaan sanotaan, etta talléin kaavan antama laskutoimitus on hyvin
mddritelty. Maarittelyn onnistuminen yleisessé tapauksessa vaatii, ettd laskutoi-
mitus ja ekvivalenssirelaatio ovat tietylla tavalla yhteensopivat.

MAARITELMA 1.2. Olkoon X joukko, jossa on mééritelty laskutoimitus * seké
ekvivalenssirelaatio ~. Jos kaikilla x,z’,y,y’ € X patee

r~z ja y~y = zxy~a xy,

sanotaan, ettd laskutoimitus * on yhteensopiva relaation ~ kanssa.

Yhteensopivuus takaa sen, ettd tekijarakenteessa voidaan maéaritelld alkupe-
raistd laskutoimitusta vastaava laskutoimitus.

LAUSE 1.3 (Tekijarakenteen méaaritelméa). Olkoon x laskutoimitus joukossa X,
ja olkoon ~ laskutoimituksen x kanssa yhteensopiva ekvivalenssirelaatio. Tdlldin
on olemassa joukon X/~ laskutoimitus ', jolle pitee

[2] ' [y] = [z * 9]
kaikilla x,y € X.
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ToDISTUS. Jotta lauseessa annettu kaava méaéarittelisi laskutoimituksen ' tu-
loksen yksikésitteisesti, taytyy ekvivalenssiluokan [z’ * ¢/] olla sama aina, kun
2 € [z] ja y' € [y]. Olkoot siis 2/,y’ € X sellaisia, ettd 2/ ~ z ja y' ~ y. Koska
laskutoimitus * on yhteensopiva ekvivalenssirelaation kanssa, pitee x *y ~ 2’ *y/.
Téalloin

[z xy] = [2" =y,
eli laskutoimituksen " tulos ei riipu luokkien [z] ja [y] edustajien valinnasta, vaan
on aina sama luokka [z * y]. O

Yleensa tekijarakenteen laskutoimitusta merkitdan samalla symbolilla kuin al-
kuperaisen rakenteen laskutoimitusta, mikali sekaantumisen vaaraa ei ole.

Mikali laskutoimituksella on rakenteessa X neutraalialkio, sen ekvivalenssi-
luokka [e] toimii neutraalialkiona tekijarakenteessa. Taméa ndhdaan siitd, ettd
[e] * [z] = [e x x] = [z] kaikilla z € X.

ESIMERKKI 1.4. Tarkastellaan monoidin (N, +) ositusta parillisiin ja paritto-
miin lukuihin. Taté ositusta vastaa ekvivalenssirelaatio

n~n' <= n+n =2k jollain k € N.

Relaatio ~ on yhteensopiva yhteenlaskun kanssa, silli jos piatee m + m’ = 2k ja
n +n’ = 21, niin

(m+n)+(m' +n)=2k+20=2(k+1) ja k+leN

Nyt voidaan mééritelld laskutoimitus [m] 4+ [n] = [m + n], missd tulos riippuu
vain siitd, ovatko m ja n parillisia vai parittomia. Neutraalialkiona toimii [0] eli
parillisten lukujen luokka, ts. parillisen luvun lisddminen sailyttaéd parillisuuden
ja parittomuuden. Saatu kaksialkioinen tekijdmonoidi on itse asiassa ryhma, silla
[1] on oma vasta-alkionsa.

Voitaisiin my6s tarkastella luonnollisten lukujen jakoa osiin {0, 1,2} (pienet
luvut) ja {3,4,5,...} (suuret luvut). Tat4 ositusta kuvaavassa relaatiossa kaksi
alkiota ovat ekvivalentteja, jos molemmat ovat pienia tai molemmat suuria. Ekvi-
valenssirelaatio ei ole yhteensopiva laskutoimituksen kanssa, silld kahden pienen
luvun summa voi olla joko pieni (esim. 141 = 2) tai suuri (esim. 242 = 3). Néin
ollen luokkien “pienet” ja “suuret” yhteenlaskua ei voida maéaritell.

ESIMERKKI 1.5. Erotusmonoidit. Olkoon (M, +) vaihdannainen monoidi, esim.
(N, +). Yritetddn luoda monoidia M vastaava rakenne, jossa kaikki alkiot olisivat
kaantyvia. [deana on muodostaa symbolisia erotuksia a — b, joista sitten samaste-
taan ne, joiden voi ajatella vastaavan samaa alkiota.

Erotuksien muodostamiseksi tarkastellaan tulomonoidia (M x M, +), jossa yh-
teenlasku méaritellaan pisteittiin: (a,b)+ (¢, d) = (a+c¢,b+d), ja neutraalialkiona
toimii (0,0). Paria (a,b) voidaan nyt pitdd symbolisena erotuksena. Tulomonoi-
dissa maééaritelldan relaatio

(a,b) ~ (a',V) <= a+b +c=d +b+c jollain c € M.
Relaatiota voidaan verrata tavallisten kokonaislukujen laskusdéntoon, jonka mu-
kaan a — b= a’ — V', jos ja vain jos a + b = a’ + b. Alkio ¢ voidaan jattdd ehdosta
pois, jos jokainen alkio on supistuva, eli jos ehdosta x + ¢ = y + ¢ seuraa ¢ = y
(kuten luonnollisilla luvuilla on asian laita).
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On suoraviivaista osoittaa, ettd relaatio ~ on yhteenlaskun kanssa yhteenso-
piva ekvivalenssirelaatio. Saatavaa tekijarakennetta M x M/~ kutsutaan erotus-
monoidiksi. Kanoninen kuvaus a +— [(a,0)] liittda alkuperdisen monoidin M ero-
tusmonoidiinsa. Mikéli jokainen alkio on supistuva, kanoninen kuvaus on injek-
tio, ja alkuperiinen monoidi voidaan ajatella erotusmonoidin osajoukkona (esim.
(N, +) C (Z,+)). Erotusmonoidissa jokaisella alkiolla [(a,b)] on vasta-alkio, silld

[(b,a)] + [(a,b)] = [(a + b,a + b)] = [(0,0)].

Erotusmonoidin konstruktiota voidaan hieman yleistda valitsemalla aluksi jo-
kin laskutoimituksen suhteen suljettu osajoukko S, jonka alkioista halutaan kdan-
tyvid. Télloin ekvivalenssin ehdoksi tulomonoidissa tulee

(a,b) ~ (", V) <= a+V +c=d +b+c jollaince S.

Tallainen yleisempi konstruktio on tarpeen esimerkiksi silloin, kun monoidista
(Z,-) halutaan konstruoida murtoluvut. Joukoksi S on téssi tapauksessa valitta-
va Z \ {0}. (Multiplikatiivisen merkinnédn tapauksessa erotusmonoidia kutsutaan
jakomonoidiksi.)

1.2. Homomorfismien hajottaminen. Oletetaan, ettd on méaéaritelty al-
gebrallinen struktuuri (X, *) ja sen tekijastruktuuri X/R ekvivalenssirelaation R
suhteen. Kuvausta 7: X — X/R, w(x) = [z], joka liittd4 jokaiseen alkioon sen
edustaman ekvivalenssiluokan, nimitetddn kanoniseksi surjektioksi. Tekijaraken-
teen méaritelmésta seuraa suoraan, ettd kanoninen surjektio on aina homomorfis-
mi.

Oletetaan nyt, ettd on lisiksi médritelty homomorfismi f: (X, %) — (Y,-).
Herid kysymys, voidaanko mééiritelld sellaista homomorfismia f tekijirakenteesta
X/R joukkoon Y, joka toteuttaisi ehdon

f=TFom
Tamén ehdon toteutuessa sanotaan, etta alla oleva kaavio kommutor.

f

4
/
\ 7

X/R

X

Y

Kommutointiehdon merkitys on siiné, ettéd sen toteutuessa voitaisiin kirjoittaa

fl=]) = f(2),

jolloin homomorfismin f ominaisuudet olisivat suoraan johdettavissa kuvauksen f
ominaisuuksista. Ongelma puolestaan on siind, ettd kuvaus f voi saada eri arvoja
sellaisillakin alkioilla, jotka kuuluvat samaan ekvivalenssiluokkaan, kun taas f o
kuvaa téllaiset alkiot aina samalle alkiolle. Ongelma ratkaistaan samalla tavoin
kuin tekijarakenteen méaarittelyssa.

MAARITELMA 1.6. Olkoon X joukko, jossa on mééritelty ekvivalenssirelaa-
tio ~. Olkoon lisiaksi f kuvaus X:ltd joukkoon Y. Jos kaikilla x, 2’ € X patee

e~ = f(r) = f@),
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sanotaan, ettd kuvaus f on yhteensopiva ekvivalenssirelaation ~ kanssa.%

LAUSE 1.7 (Homomorfismin hajottaminen). Olkoon f homomorfismi struktuu-
rilta (X, ) struktuuriin (Y, ), ja olkoon ~ joukossa X mddritelty laskutoimituksen
kanssa yhteensopiva ekvivalenssirelaatio. Jos f on yhteensopiva ekvivalenssirelaa-
tion ~ kanssa, niin on olemassa yksikdsitteinen homomorfismi f: X/~ — Y, jolle
patee

f=T[om,

missd m on kanoninen surjektio X — X/~.

TobisTus. Olkoot z,z" € X sellaisia, ettd m(x) = m(z’). Talloin = ~ 2/, ja
koska f on yhteensopiva relaation ~ kanssa, myos f(xz) = f(z'). Koska f(x') on siis
sama alkio kaikilla 2’ € [x], voidaan kuvauksen f arvot méiritelld yksikésitteisesti
valitsemalla f([z]) = f(z). Niin saatu f on homomorfismi, silli

F(zl = [y]) = Flzxy)) = fl@xy) = f(2) - fly) = F(=]) - F(lyD),
ja mahdollinen neutraalialkion luokka [e] kuvautuu alkiolle f(e), joka on struk-
tuurin Y neutraalialkio. Kuvauksen f yksikésitteisyys seuraa suoraan siiti, etté
sen on toteutettava kaava f([z]) = f(z). O

HuomauTus 1.8. Edellisessd lauseessa mainittu ehto on itse asiassa vilttdma-
ton, eli kaavan f = f o madrittelemd kuvaus on olemassa jos ja vain jos f on
yvhteensopiva ekvivalenssirelaation kanssa. Huomaa lisaksi, ettd Im f = Im f.

ESIMERKKI 1.9. Jatketaan esimerkin 1.4 tarkastelua. Niin sanottu inkluusio-
kuvaus v: (N,+) = (Z,4), t(n) = n, on monoidihomomorfismi. Se ei kuitenkaan
ole yhteensopiva ekvivalenssirelaation kanssa, silla esim. ¢(0) # ¢(2), vaikka 0 ~ 2.
Tekijémonoidista N/ ~ ei siis saada kuvausta ¢ vastaavaa homomorfismia koko-
naisluvuille. Tdma4 olisikin luonnotonta: kyseisen homomorfismin kuvassa voisi olla
korkeintaan kaksi alkiota (koska tekijamonoidi on kaksialkioinen), mutta toisaalta
sen pitéisi olla sama kuin Im¢, joka on aareton.

Tarkastellaan sitten kuvausta g: (N, +) — ({1,—-1},-), g(n) = (=1)", joka on
my6s homomorfismi. Jos n ~ n’, niin jollain k € N pétee

g(n) = (~1)" = (=% = (-1)H)"- ()" =15 (-1)" = g().
Siispé g on yhteensopiva relaation ~ kanssa. Néin ollen on olemassa homomorfismi
g: N/~ — {1, -1}, jolle pétee [0] — 1 ja [1] — —1. Koska tdm& homomorfismi on
bijektiivinen, se on itse asiassa ryhmaéisomorfismi.

1.3. Tekijaryhmat. Olkoon G multiplikatiivinen ryhma. Tekijaryhmé&éan liit-
tyvé ekvivalenssirelaatio saadaan aina ns. normaalin aliryhmén avulla.

MAARITELMA 1.10. Aliryhméa H < G kutsutaan normaaliksi, jos sen vasem-
mat ja oikeat sivuluokat ovat samat, eli gH = Hg kaikilla g € G. Jos H on G:n
normaali aliryhmé, merkitain H < G.

Algebra I:ssé on todistettu seuraava lause.

6Kuvauksen ja laskutoimituksen yhteensopivuudessa annetun relaation kanssa on oikeastaan
kyse samasta asiasta. Laskutoimitushan on kuvaus *: (z,y) — z % y. Téssé on kuitenkin annettu
molemmat mééritelmét erikseen selkeyden vuoksi.
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LAUsE 1.11 (Normaalisuuskriteeri). Aliryhmd H on normaali ryhmdassd G, jos
ja vain jos kaikilla g € G pitee gHg=' C H eli

ghg™' € H jokaisella h € H.

Minké hyvénsé aliryhmén sivuluokat muodostavat aina koko ryhmén osituk-
sen. Jokaista aliryhméa vastaa siis ekvivalenssirelaatio, jossa alkiot ovat ekviva-
lentteja tasmalleen silloin, kun ne kuuluvat samaan sivuluokkaan. Koska sivuluo-
kat eivit leikkaa toisiaan ja x € xH patee kaikilla @, alkiot z ja 2/ kuuluvat
samaan sivuluokkaan, jos ja vain jos x € 2’H. Kun aliryhmé on normaali, timéa
relaatio on yhteensopiva laskutoimituksen kanssa, mika seuraavassa todistetaan.

LAuse 1.12. Oletetaan, etté H < G. Tdlloin ekvivalenssirelaatio
r~1 <= rvciH

on yhteensopiva laskutoimituksen kanssa.

TobpisTus. Olkoot x,2’,y,y € G sellaiset, ettd x € 2'H jay € y' H. Erityisesti
x = a'hy jay = y'ho joillain hy, hy € H. Nyt hyy’ € Hy', ja koska H on normaali,
Hy' =+/H. Taten hiy = y'hg jollain hg € H. Lopulta saadaan

zy=a'hy - y'hg =2’y - hsho € (2y')H,
eli zy ~ 2’y O

Normaalin aliryhmin N suhteen voidaan siis muodostaa tekijaryhma, jossa
samastetaan samaan sivuluokkaan kuuluvat alkiot. Téta tekijaryhméa merkitaén
G/N. Kéédntéen, jokainen ryhmaélaskutoimituksen kanssa yhteensopiva ekvivalens-
sirelaatio liittyy aina johonkin normaaliin aliryhmé&an.

LAUSE 1.13. Oletetaan, ettd ~ on ryhmdssi G mddritelty, laskutoimituksen
kanssa yhteensopiva ekvivalenssirelaatio. Tdlldin neutraalialkion luokka N = [e]
on normaali aliryhmd G:ssi, ja kaikilla g,9' € G pitee g ~ ¢’ jos ja vain jos
/

g € gN.

TobisTUs. Osoitetaan ensin, ettd N on aliryhmé. Selvisti e € N. Olkoot
sitten g, h € N. Talloin g ~ e ja h ~ e, joten gh ~ ee = e, koska laskutoimitus on
yhteensopiva relaation ~ kanssa. Néin ollen gh € N. Lisédksi

e=glg~gle=g!,

koska g ~ e. Tiaten g~' € N, ja N on G'n aliryhma.

Olkoot sitten g, ¢ € G sellaiset, ettid g ~ ¢'. Talloin g~ '1g’ ~ g~ 1g = e, joten
¢~ '¢’ € N. Niin ollen

g =9-9'g €gN.
—
eN

Toisaalta, jos ¢’ € gN, niin g~ '¢g’ € N,elig'g’ ~e. Titen g’ = g-g7'g' ~ge = g.

Nyt on osoitettu, ettd N on G:n aliryhmé ja kaikilla ¢ € G pétee gN = [g].

Samalla tavoin voidaan osoittaa, ettd Ng = [g] kaikilla g € G, joten N:n vasemmat
ja oikeat sivuluokat ovat samat. Tama tarkoittaa, ettd N on normaali. O
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Téasté eteenpéin oletetaan aina ryhmistd puhuttaessa, etté tekijarakenteeseen
liittyvéd ekvivalenssirelaatio on muotoa g € ¢’N.

Ryhméahomomorfismin hajotukselle saadaan seuraava ehto.

LAusk 1.14. Olkoon f: G — H ryhmdhomomorfismi, ja olkoon N QG Tdllsin
on olemassa yksikasitteinen homomorfismi f: G/N — H, jolle pdtee f([g]) = f(g)
kaikilla g € G, jos ja vain jos N C Ker f.

TobpisTus. Oletetaan ensin, ettdi N C Ker f. Jos ¢ ~ g eli ¢ € gN, niin
g g’ € N. Oletuksen perusteella

f@)~ ' fg) = flg'd) = 1m,
joten f(g) = f(g'). Kuvauksen f olemassaolo seuraa nyt lauseesta 1.7.

Oletetaan sitten, ettd N ¢ Ker f. T&lloin 16ytyy jokin h € N, jolle f(h) # 1x.
Toisaalta [h] = [1g] ja f(lg) = 1g, joten millekddn kuvaukselle ei voi péated
[9] — f(g) kaikilla g € G. O

Tunnetusti ryhmdhomomorfismin ydin on normaali aliryhméa. Y14 olevasta
lauseesta saadaan siten erityistapauksessa Ker f = N tuttu homomorfialause.

KOROLLAARI 1.15 (Ryhmien homomorfialause). Olkoon f: G — H ryhmdiho-
momorfismi. Talloin ryhmat G /Ker f ja Im f ovat isomorfiset.

G H

G/Kerf—g—>1mf

(Kaavioissa kaksoisnuoli viittaa yleensd surjektioon ja koukkunuoli injektioon; tds-
sd v on inkluusiokuvaus.)

TobisTus. Lauseen nojalla 16ytyy homomorfismi f: G//Ker f — H. Olkoon
g € G. Jos g # 1g, niin g ¢ Ker f, joten f(lg]) = f(9) # 1m. Niin ollen
Ker f = {[1¢]}, mistd seuraa kuvauksen f injektiivisyys. Rajoittamalla maalijouk-
ko aliryhméén Im f, saadaan kuvauksesta f edelleen bijektiivinen homomorfismi
f:G/Ker f — Im f. O

Kuva 2. Homomorfismi f kuvaa ytimen sivuluokat yksi yhteen
kuvajoukon alkioille
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1.4. Tekijarenkaat. Renkaiden kohdalla on pidettava huoli siitd, etta teki-
jarakenteeseen liittyva ekvivalenssirelaatio on yhteensopiva molempien laskutoi-
mitusten suhteen. Koska renkaan yhteenlaskuryhmaé on vaihdannainen, kaikki sen
aliryhmat ovat normaaleja. Kertolaskun mukaan liittdmistd varten aliryvhméan on
lisaksi toteutettava ns. ideaalisuusehdot.

MAARITELMA 1.16. Renkaan (R, +,-) yhteenlaskuryhmén aliryhméa A kut-
sutaan ideaaliksi, jos kaikilla r € R ja a € A pétee

ra € A ja ar € A.

Pelkéstadn ensimmaéisen ehdon toteuttavia aliryhmié kutsutaan vasemmanpuolei-
stkst ideaaleiksi ja pelkéstéddn toisen ehdon toteuttavia oikeanpuoleisiksi.

HuomAuTus 1.17. Ideaalisuusehdot muuttuvat ymmarrettaviksi, kun pohdi-
taan kysymysta “minkélainen luokka voidaan ottaa tekijarenkaan nolla-alkioksi?”.
Koska renkaassa pétee aina -0 =0-r = 0, tdytyy tdmén luokan myo6s toteuttaa
[r]A = A[r] = A kaikilla r € R.

Ideaalin sivuluokat muodostavat osituksen.

LAUSE 1.18. Olkoon A ideaali renkaassa R. Talloin ekvivalenssirelaatio

r~r = rer’+ A

on yhteensopiva renkaan kertolaskun kanssa.

TobpisTus. Olkoot x,2’,y,y’ € R sellaiset, etta x € 2’ + A jay € y + A.
Erityisesti x = 2’ 4+ a1 ja y = 3y + as joillain a1, as € A. Koska A on ideaali, tulot
7'as, a1y’ ja ajas sisiltyvit A:han. Nain ollen

ry = (' + a1)(y + a2) = 2’y + 2'ag + a1y’ + aras € 2’y + A,
€A

joten xy ~ 'y O

Renkaan R tekijarengasta ideaalin A suhteen merkitdén tavalliseen tapaan
R/A. Kuten ryhmien tapauksessa, myo6s nyt jokainen laskutoimitusten kanssa yh-
teensopiva ekvivalenssirelaatio on perdisin jostain ideaalista.

LAUSE 1.19. Oletetaan, ettd ~ on renkaassa R mddritelty, molempien lasku-
toimitusten kanssa yhteensopiva ekvivalenssirelaatio. Tdlloin nolla-alkion luokka
A = [0] on ideaali renkaassa R, ja kaikilla v, € R pdtee r ~ 1’ jos ja vain jos
rer + A

TobpisTus. Lauseesta 1.13 seuraa, ettd A on aliryhmé ja sen sivuluokat vas-
taavat tdsmélleen relaation ~ ekvivalenssiluokkia. Tarvitsee siis vain todistaa, etté
A on ideaali. Olkoot r € R ja a € Aeli a ~ 0. Koska laskutoimitus on yhteensopiva
relaation ~ kanssa, niin

ra~r-0=0 ja ar ~0-r=0.

Tama tarkoittaa, ettd r € A. O
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Algebra I:ssé on osoitettu, ettd rengashomomorfismin ydin on aina ideaali.
Seuraavien rengashomomorfismien hajotukseen liittyvien lauseiden todistukset si-
vuutetaan, koska ne ovat aivan samanlaiset kuin ryhmadhomomorfismien tapauk-
sessa.

LAust 1.20. Olkoon f: R — S rengashomomorfismi, ja olkoon A renkaan R
ideaali. Talloin on olemassa yksikdsitteinen rengashomomorfismi f: R/A — S,
jolle pitee f([r]) = f(r) kaikilla v € R, jos ja vain jos A C Ker f.

KOROLLAARI 1.21 (Renkaiden homomorfialause). Olkoon f: R — S rengas-
homomorfismi. Tdlloin renkaat R/Ker f ja Im f ovat isomorfiset.



Ryhmaiteoriaa

2. Ryhmén toiminta

Permutaatiot kuvaavat jonkin perusjoukon alkioita toisikseen. Erdat permu-
taatiot jattavat joitain alkioita paikalleen, toiset liikuttavat kaikkia joukon alkioi-
ta. Kaikki perusjoukon permutaatiot muodostavat ryhmén, jossa neutraalialkiona
on kaikki alkiot paikallaan pitédva identtinen permutaatio.

Ryhmén toiminta jossain joukossa yleistdd permutaation kasitetta. Kaikille
ryhmaén alkioille voidaan maéritella tapa, jolla niiden oletetaan vaikuttavan jou-
kon alkioihin. Taméan tavan tulee olla sopusoinnussa ryhmén rakenteen kanssa;
esimerkiksi neutraalialkion tulisi pitad kaikki joukon alkiot paikallaan.

Toimintojen avulla saadaan tietoa ryhmaéan rakenteesta ainakin kahdella taval-
la. Ensinnédkin ryhmén toiminnan kautta voidaan saada ryhmélle esitys esimerkik-
si vektoriavaruuden lineaarikuvauksina, jolloin ryhmaé péa#dstdan tutkimaan hel-
posti késiteltdvien matriisien avulla. Toisaalta ryhmé voi toimia eri tavoin myos
itsessaén, ja ndiden toimintojen tutkiminen auttaa monien ryhmén rakenteeseen
liittyvien kysymysten ratkaisemisessa.

2.1. Toiminnan mairitelmi. Oletetaan seuraavassa, ettd G on ryhmaé ja
X jokin joukko. Merkitéén symbolilla XX kaikkien kuvausten X — X joukkoa.

MAARITELMA 2.1. Kuvausta ¢: G — XX, g — fg, nimitetdén ryhman G
vasemmanpuoleiseksi toiminnaksi joukossa X, jos se toteuttaa seuraavat ehdot:

(T1) fo =1idx, missd e on neutraalialkio
(T2) fgh = fg o fn kaikilla g, h € G.

Vastaavasti voidaan mééritelld oikeanpuoleinen toiminta korvaamalla jalkimmai-
nen ehto ehdolla (T2’) fyn = fno fy.

Y14 oleva méaritelma soveltuu sellaisenaan my6s monoidin toiminnan mééarit-
telyyn. Ryhmén tapauksessa kéddnteisalkioiden olemassaolosta kuitenkin seuraa,
etta

fgofg*1 :fg~g*1 :fe = id,

joten jokainen f; on kidntyvd (kédnteisalkio on f,-1). Jokainen ryhmin alkio
vastaa talloin jotain bijektiota X — X eli joukon X permutaatiota. Kuvauksen ¢
maalijoukko voidaan siis rajoittaa permutaatioryhméan Sym(X), ja samalla @:sté
tulee ryhméhomomorfismi G — Sym(X). Ryhmén toimintaa kutsutaankin tdmén
vuoksi usein ryhmén permutaatioesitykseksi.
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Yleenséd on tapana merkitd vasemmanpuoleista toimintaa yksinkertaisemmin
kertolaskun tapaan: fy(z) = gx. (Joskus saatetaan kiyttaa selvyyden vuoksi mer-
kintaa ’g.z’.) Talloin vasemmanpuoleisen toiminnan ehdoiksi tulee

(T1)
(T2)

ex = x kaikilla x € X
(gh)z = g(hx) kaikilla g,h € G ja x € X.

Oikeanpuoleinen toiminta kirjoitetaan vastaavasti oikeanpuoleiseksi kertolaskuksi
fg(x) = xg. Télléin z(gh) = (zg)h.

g e

Kuva 3. Ryhmaén alkiot vastaavat permutaatioita

Esimerkkeji toiminnoista:

Joukon X permutaatioryhmé toimii joukossa X luonnollisella tavalla:
ox = o(x) kaikilla permutaatioilla o.

Vektoriavaruuden kerroinkunnan kertolaskuryhmé (K™, -) toimii vekto-
riavaruudessa skalaarikertolaskulla.

Kéantyvien n x n-reaalimatriisien ryhmalla GL,,(R) on matriisikertolas-
kun méérittelemé toiminta avaruudessa R™.

Jos G' on ryhmé, kaava f,: h — gh maédrittelee G:n vasemmanpuolei-
sen toiminnan itsessddn. Vastaavasti kaava h — hg méaéarittelee oikean-
puoleisen toiminnan. N&itd toimintoja kutsutaan vasemmaksi ja oikeak-
si siirroksi eli translaatioksi. Siirtotoiminta voidaan laajentaa myos G:n
osajoukkojen kokoelmaan P(G) kaavalla gA = {ga | a € A}.

Jos H < G, kaava xH — (gx)H mairittelee G toiminnan H:n sivuluok-
kien joukossa. Tamé on erikoistapaus siirrosta.

Jos G on ryhmé, myds kaava fy: h — ghg™' méérittelee toiminnan jou-
kossa G. Tatd toimintaa kutsutaan konjugoinniksi. Konjugoinnilla on
muun muassa se huomattava ominaisuus, ettd jokainen bijektio f;, on
ryhm&homomorfismi.

Jos & — gz on jonkin ryhman vasemmanpuoleinen toiminta, niin kaava
rg = ¢ 'z maiirittelee erddn oikeanpuoleisen toiminnan. Tamé seuraa
yhtéloketjusta

x(gh) = (gh) 'z = (g Yoz =h7 (g7 2) = (zg)h.

Samalla tavoin jokaista oikeanpuoleista toimintaa kohti voidaan mééaritel-
14 vastaava vasemmanpuoleinen toiminta. Ryhmén vasemman- ja oikean-
puoleiset toiminnat voidaan talla tavoin tarvittaessa korvata toisillaan.
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Joukkoa, jossa on médritelty ryhmén G toiminta, voidaan kutsua G-joukoksi.
Kahden G-joukon vélinen kuvaus f: X — Y on G-morfismi, jos
g.f(x) = f(g.x) kaikillag € Gjazx € X.

Esimerkiksi K-kertoimisten vektoriavaruuksien valiset lineaariset kuvaukset ovat
K*-morfismeja.

2.2. Radat ja vakauttajat. Oletetaan, ettd on maédritelty ryhmin G toi-
minta joukossa X. Osajoukkoa Y kutsutaan vakaaksi, jos gy € Y kaikilla g € G ja
y € Y. Jos osajoukko on vakaa, voidaan siind méaritelld G:n toiminta yksinkertai-
sesti rajoittamalla alkuperaistd toimintaa, koska yksikdan alkio ei kuvaudu téssé
toiminnassa joukon ulkopuolelle. Minimaalisia vakaita osajoukkoja kutsutaan ra-
doiksi.

MAARITELMA 2.2. Alkion z € X rata on joukko
Gz ={gz | g € G}.

Jos samassa joukossa toimivia ryhmié on useita, rataa voi kutsua tdsmaéllisemmin

G-radaksi.

Radat muodostavat joukon X osituksen; vastaava ekvivalenssirelaatio on
r~a <= x=g2 jollain g € G.

Jokainen ratojen yhdiste on vakaa osajoukko. Ratojen joukkoa merkitdin X /G (tai
joskus G\ X, jos halutaan tehdd ero vasemman- ja oikeanpuoleisten toimintojen
valilld).

Mika tahansa osajoukko saadaan vakaaksi, kun rajoitutaan tarkastelemaan
sopivaa aliryhméaa.
MAARITELMA 2.3. Osajoukon Y C X wakauttaja on
Gy ={g€G|gy €Y kaikillay € Y}.

Jos Y = {y}, merkitdén my6s Gy = G, ja puhutaan alkion y kiinnittdjaista.

Alkioiden kiinnittdjit ovat aina G:n aliryhmid, mutteivit vilttdmattd nor-
maaleja.” Kiinnittéji voi vakauttaa suurempiakin osajoukkoja: esimerkiksi ryh-
mén siirtotoiminta itsessdan (g.h = gh) on sellainen, etté jokaisen neutraalialkios-
ta poikkeavan alkion h kiinnittdja on Gj, = {e}, joka tietysti kiinnittad kaikki
ryhmén alkiot. (TAmé seuraa ryhmén sievennyssaannosté. )

Esimerkkejas:
e Olkoon V vektoriavaruus, jonka kerroinkunta on K. Punkteerattu ava-
ruus V' \ {0} on vakaa skalaarikertolaskussa (eli ryhmén K* toiminnas-

sa). Toisaalta jokaisen nollasta poikkeavan vektorin rata on origon kautta
kulkeva suora, jolta on poistettu origo itse. Ositusta

P(V) = (V\{0})/K"

kutsutaan vektoriavaruuden V' projektiiviseksi avaruudeksi.

"Yleisen osajoukon vakauttaja on alimonoidi, muttei valttamaéattd aliryhmad, ellei osajoukko
tai vakauttaja itse ole aérellinen.
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e Ryhmén GL,(R) toiminnassa aliavaruuden (v) C R™ (origon kautta kul-
keva suora) vakauttaja on niiden matriisien joukko, joilla on ominaisvek-
torina v. Toisaalta esim. origokeskisen ympyran vakauttaja on ns. orto-
gonaalinen ryhmd O,(R). Tdhén aliryhméén kuuluvat ne matriisit, joi-
den sarakkeet muodostavat ortonormaalin vektorijoukon. Ne sailyttavét
vektorien vélisen pistetulon ja sitd myota vektorien pituudet.

e Ajatellaan ryhmén GLg(R) toimintaa tasossa. Origokeskisen tasasivuisen
kolmion vakauttaja on kolmion symmetriaryhmd. Voidaan osoittaa, etta
tdma on isomorfinen kolmen alkion permutaatioryhmén S5 kanssa. Talla
tavoin saadaan ryhmén S3 esitys tason lineaarikuvauksina eli niin sanottu
lineaariesitys.

e Merkitaan N, = {1,2,...,n}. Maaritellidn permutaatioryhmén S, toi-
minta pareilla {a, b}, missd a # b, seuraavasti: c{a,b} = {oa,cb}. Jos pa-
rien joukko FE tulkitaan jonkin verkon sdrmiksi, niin £:n vakauttaja on
kyseisen verkon automorfismiryhmd eli permutaatioryhmé joka séilyttaa
verkon rakenteen.

Kiinnittdjin G, alkiot pitdvit x:n paikallaan, ja lisdksi jokainen kiinnittdjan
sivuluokka vastaa jotain alkiota z:n radalla. Taméa todistetaan seuraavassa.

LAUSE 2.4 (Rata—vakauttajalause). Olkoon X jokin G-joukko ja x € X. Tal-
loin on olemassa bijektio f: G/G, — Gz, jolle patee gG, — gz.

TobisTus. Osoitetaan ensin, ettd mainittu f on hyvin maéritelty. Jos g ja
g ovat samassa sivuluokassa, niin ¢ = ¢’h jollain h € G,. Alkio h kiinnittaa
x:m, joten gx = ¢'(hx) = ¢g'x. Siispd voidaan mééaritelld kuvaus f: gG, — gz.
Selvistikin f on surjektio radalle Gzx.

Osoitetaan vield, ettd f on injektio. Jos gr = hx joillain g, h € G, niin
hlgxr = h the = ex =z,

eli alkio h™'g kiinnittdd zm. Niin ollen h~'g € G, mistd seuraa, ettd g ja h
kuuluvat samaan kiinnittdjan sivuluokkaan. Il

HuomMmAUTUS 2.5. Jos médritelladn G:n siirtotoiminta g.(hGy) = (gh)G kiin-
nittdjan G, sivuluokkien joukossa, voidaan osoittaa, ettd edellisen lauseen bijek-
tio f on itse asiassa G-joukkojen G /G, ja Gz vilinen isomorfismi eli bijektiivinen
G-morfismi.

Kuva 4. Kiinnittdjan sivuluokat vastaavat yksi yhteen radan alkioita
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MAARITELMA 2.6. Ryhmén G toimintaa joukossa X sanotaan transitiiviseksi,
jos kaikilla z,y € X 16ytyy jokin g € G, jolle gx = y. Télldin sanotaan myos, ettd
G-joukko X on homogeeninen.

Jokainen rata on homogeeninen joukko. Toisaalta ryhma toimii transitiivises-
ti, jos ja vain jos joukko X on jokaisen alkionsa rata. Transitiivisen toiminnan
tapauksessa rata—vakauttajalauseesta saadaan hyodyllinen seuraus.

LAUSE 2.7. Oletetaan, ettd ryhmd G toimii transititvisesti joukossa X . Olkoon
H jonkin alkion kiinnittdja. Talloin®

1X| =[G : H].

TobpisTus. Merkitddn H:n kiinnittamaé alkiota kirjaimella x. Rata—vakaut-
tajalauseesta 2.4 saadaan bijektio Gz — G/H. Koska toiminta on transitiivista,
patee Gx = X, josta véite seuraa. O

KOROLLAARI 2.8. Oletetaan, ettd G toimii joukossa X (ei valttamdttd tran-
sititvisesti). Olkoon T kaikkien G-ratojen edustajisto, eli joukko, joka sisdltdid jo-
kaisesta radasta tasmdlleen yhden alkion. Talloin pdtee

X|= (G Gl

zeT

TobisTus. Jokainen rata Gz on homogeeninen joukko, joten edellisen lauseen
mukaan |Gz| = [G : G;]. Tulos seuraa siité, ettd radat muodostavat joukon X
osituksen. O

ESIMERKKI 2.9. Permutaatioryhmét S3 ja S toimivat luonnollisesti joukoissa
{1,2,3} ja {1,2}. Néiden toimintojen avulla voidaan tuloryhmaélle S5 x Sa maéri-
telld toiminta joukossa N5 = {1,2,3,4,5} seuraavasti:

(01, 09)n = o1(n), josn € {1,2,3}
’ oa(n —3)+3, josne {45}

Ryhmén S5 alkiot siis toimivat tavalliseen tapaan joukossa {1,2,3}, ja ryhmén S
ainoa 2-sykli (12) vaihtaa alkiot 4 ja 5 keskenddn. TA4mé& toiminta ei ole transitii-
vista: alkion 1 rata on joukko {1,2, 3}, ja alkion 4 rata on joukko {4,5}.

Alkion 1 kiinnittdjé on aliryhmé
G = {(ldv 1d)7 (1d> (12))7 ((23)a1d)7 ((23)7 (12))}a

joka on isomorfinen Kleinin neliryhmén kanssa. Sen kolme sivuluokkaa ovat G,
((12),id)Gy ja ((132),id)G1, jotka vastaavat radan alkioita 1, 2 ja 3.

Koska jokainen muotoa (o, (12)) oleva pari liikuttaa alkiota 4, tdmén alkion
kiinnittaja G4 sisiltyy aliryhméén Sgx{id}. Toisaalta edellisen korollaarin mukaan

INs| = [G: G1] + [G: Ga] = 12/4 + 12/|G4| = 3+ 12/|Gu),

joten kiinnittdjassd G4 on kuusi alkiota. Siispd G4 = S5 x {id}.

8Aliryhm'3ln indeksi on mééritelty vain darellisessd tapauksessa. Kuitenkin myos darettomilla
mahtavuuksilla patee |G| = | X||H]|, ja todistus toimii sellaisenaan.
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2.3. Konjugointi. Ryhméssd G voidaan mééaritelld G:n konjugointitoiminta
fg: h— ghg™t.
Alkioiden kuvia konjugoinnissa merkitdin ghg~' = 9h.

On suoraviivaista tarkistaa, ettd jokainen kuvaus f, on homomorfismi. Tas-
td seuraa muun muassa, ettd aliryhmét kuvautuvat konjugoitaessa aliryhmiksi.
Néin ollen konjugointitoiminta voidaan maéritelld my6s ryhmén aliryhmien jou-
kossa. Alkion tai aliryhmén kuvia konjugointitoiminnassa nimitetdan vastaavasti
alkion tai aliryhmén konjugaateiksi. Konjugaatit ovat siis joko muotoa 9h = ghg™!
(alkioiden konjugointi) tai 9H = gHg~! (aliryhmien konjugointi).

Ryhmén G konjugointitoiminnan ratoja kutsutaan konjugaattiluokiksi ja al-
kioiden kiinnittéjia keskittijiksi. Alkion 2 konjugaattiluokkaa merkitéin “z. Kak-
si alkiota kuuluvat samaan konjugaattiluokkaan, jos ne ovat toistensa konjugaat-

teja. Neutraalialkio muodostaa aina oman konjugaattiluokkansa. Seuraava tulos
kertoo konjugaattiluokkien tarkeydestd; todistus jatetddn harjoitustehtavéksi.

LAUSE 2.10. Jokainen normaali aliryhmd on konjugaattiluokkien yhdiste.

Alkion z keskittdjiad ryhméssid G merkitdédn
Ca(z)={9€ G |grg' =}

Konjugointitoiminnan symmetrian vuoksi g € Cg(h) jos ja vain jos h € Cg(g).
Koska toisaalta
grg~' = x <= gr =1y,
alkion x keskittdjad voidaan luonnehtia myo6s niin, ettd se koostuu tdsmélleen
niisté alkioista g, jotka kommutoivat z:n kanssa. Keskittéjien leikkausta
Z(G) = ﬂ Ca(z) ={g € G| grg™" kaikilla = € G}
el
nimitetdan keskukseksi. Keskuksen alkiot kommutoivat kaikkien ryhmén alkioiden
kanssa, niilld konjugoiminen pitdé kaikki alkiot paikallaan, eivitkad ne itse litku
mihink#én muilla alkioilla konjugoitaessa. Tasta seuraa muun muassa, ettd Z(Q)
on ryhmén G normaali aliryhma.

Jos G toimii konjugoimalla omien aliryhmiensid joukossa, ratoja kutsutaan
aliryhmien konjugaattiluokiksi — aivan kuten alkioiden tapauksessa. Aliryhmien
kiinnittdjia nimitetdédn sen sijaan normalisoijikst ja merkitdan

Ne(H)={ge G |gHg ' =H}={g€ G| gH = Hg}.

Nimitys selvida tarkasteltaessa méaédritelméé: Jos g on normalisoijan alkio, niin
g:hen liittyvét vasen ja oikea H:n sivuluokka yhtyvat. Téastd saadaan normalisoi-
jalle luonnehdinta, jonka mukaan aliryhmén H normalisoija on suurin aliryhmd,
jossa H on normaali. Esimerkiksi Ng(H) = G tésmaélleen silloin, kun H JG.

Edella todistetuista lauseista 2.7 ja 2.8 saadaan nyt seuraavat versiot.
LAUSE 2.11. Ryhmdssd G alkion x konjugaattiluokan koko on
G
2| =16 : Colx)]
ja aliryhmdn H konjugaattiluokan koko puolestaan

‘GH‘ =[G : Ne(H)).
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LAUSE 2.12 (Luokkayhtéld). Olkoon C' jokin ryhmdn G konjugaattiluokkien
edustajisto. Talloin patee
G| = >_1G: Calx)],
zeC
mikd voidaan kirjoittaa myds muodossa
Gl =12(G)] + > G:Cqla)].

zeC
zZZ(G)

LUOKKAYHTALON TODISTUS. Ensimmaéinen yhtdlé on vain seurauslauseen 2.8
toinen muotoilu. Jalkimmaéinen yhtalo seuraa siité, etta jokaisen keskuksen alkion
konjugaattiluokka on yksio. Kaikki keskuksen alkiot ovat siksi joukossa C, ja lisdksi

Yo G Ca@) = Y [%x|=12(G)].

z€Z(G) z€Z(Q)
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3. Permutaatioista ja symmetrioista

Symmetrioita kdytetdan usein helpottamaan monimutkaisen ongelman tarkas-
telua. Jos esimerkiksi tiedetédén jonkin kuvion olevan tietylla tavalla symmetrinen,
on kuvion muodolle olemassa vihemmén vaihtoehtoja.

Symmetriaryhmét koostuvat permutaatioista, jotka liikuttelevat jonkin raken-
teen perusosia séilyttden kuitenkin niiden véliset suhteet. Téllainen yleinen méari-
telmé voi oikeastaan kuvata mita tahansa ryhméa — kunhan séilytettavit “osasten
valiset suhteet” valitaan oikein — ja joskus sanotaankin, ettd ryhméteoria on ni-
menomaan symmetrioiden tutkimista. Se, milld tavalla symmetrioiden sallitaan
muutella rakennetta, vaihtelee tapauskohtaisesti. Esimerkiksi nelién symmetria-
ryhméaédn lasketaan sellaisetkin permutaatiot, jotka peilaavat nelion jonkin lévis-
tdjan suhteen, vaikka téllaista muunnosta varten nelio taytyy “nostaa tasosta irti”
ja kdantas ympéari.? Sen sijaan kuution symmetriaryhméén ei yleensé lasketa mui-
ta kuin kolmiulotteisessa avaruudessa tapahtuvia kiertoja: kuutiota ei saa peilata
poikkileikkaavan tason suhteen, niin etta etusivu ja takasivu vaihtuisivat paittéin.

Téassé luvussa tarkastellaan esimerkinomaisesti, miten symmetrioita voidaan
késitella ja millaista hyotyé niistd voi olla. Koska symmetriat ovat permutaatioita,
aloitetaan tutustumalla tarkemmin ndihin kuvauksiin. Liséksi rajoitutaan aérelli-
siin joukkoihin.

3.1. Symmetriset ryhmit ja permutaation etumerkki. Merkitdan n
ensimmaéisen positiivisen kokonaisluvun joukkoa N,, = {1,2,...,n}. Tamén jou-
kon kaikkien permutaatioiden muodostama ryhmé on symmetrinen ryhmd S,.
Sopivalla alkioiden numeroinnilla voidaan maéritelld ryhmén S,, luonnollinen toi-
minta missé tahansa &érellisessd joukossa X = {z1,...,x,} kaavalla ox,, = T (n)-

Symmetrisen ryhmén alkioita on tapana merkité listaamalla kaikkien alkioiden
kuvat:

ai as - an
~ (o) ey - o)) €5
Usein kitevampi merkintdtapa on niin sanottu sykliesitys. Jos ai,...,a,;, ovat
joukon N, eri alkioita, niin m-sykli p = (a1 ... am) on sellainen permutaatio,
etta
pla) = {ai+1, l?os z <m
ai, jos i = m,

Muut alkiot p pitdéd paikallaan. Pienelld vaivalla ndhdéaén, ettd jokainen permu-
taatio voidaan kirjoittaa erillisten syklien tulona, esimerkiksi

S (; 2 §>:(12)(3)(465).

Tallainen esitys on syklien jérjestystd seké kirjoitusasua vaille yksikésitteinen, esi-
merkiksi (123)(45) = (54)(231). Yleensd yhden alkion syklit jatetdén merkitse-
matta.

9Tarkemmin sanoen, jos L on peilaus, ei ole olemassa jatkuvasti parametrisoitua tason etéi-
syydet sdilyttdvien lineaarikuvausten perhettd (A¢), missd ¢ € [0,1] ja Ao = id, A1 = L. Tami
johtuu lopulta siitd, ettd peilauksen determinantti on —1.
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Kahden alkion syklejé nimitetaén vathdoiksi tai transpositioiksi. Jokainen sykli
voidaan kirjoittaa vaihtojen tulona, silla

(a1 az - am) = (a1 a2) (a2 a3) - (am-1 am).
Tasté seuraa, ettd mielivaltainen permutaatio voidaan kirjoittaa vaihtojen tulona.
Permutaation esitys vaihtojen tulona ei ole milldén muotoa yksikésitteinen, mutta
osoittautuu, ettd saman permutaation esityksessi vaihtojen lukumaéérd on aina

joko parillinen tai pariton. Témén osoittamiseksi méaritellddn ensin permutaation
etumerkki.

MAARITELMA 3.1. Oletetaan, ettd permutaation o € S,, esityksessé erillis-
ten syklien tulona on t syklia (1-syklit mukaanluettuina). T4ll6in permutaation o
etumerkki on

sgn(o) = (1",

Jos ¢ € S, on m-sykli, niin sen esityksessé erillisten syklien tulona on yksi
m-sykli ja n —m kappaletta 1-sykleja. Méaéritelmén perusteella pétee tiaten
sgn(o) = (=1)*~ ) = (—mh

Syklin etumerkki on siis 1, jos ja vain jos sen pituus on pariton. Esimerkiksi jo-
kaisen vaihdon etumerkki on —1.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd etumerkkikuvaus on ryhméhomomorfismi. Tahén
tarvitaan pieni aputulos.

LEMMA 3.2. Jos € S, ja T on jokin vaihto, niin sgn(r3) = —sgn(f).

TobisTus. Merkitaan 7 = (a b). Olkoon p; - - - p; permutaation [ esitys erillis-
ten syklien tulona (1-syklit mukana). Jos a ja b esiintyvit samassa syklissi, esim.
pr=(a c¢ ... ¢ b di ... d,niin

Tplz(a c1T ... Ck)(b d1 dl).

Téssé tapauksessa permutaatiolla 75 on sykliesitys (7p1)p2 - - - pt, jossa on yhteensé
t + 1 syklid. Etumerkin méaritelmén mukaan sgn(r8) = (—1)"~¢+D = —sgn(p).

Toisaalta, jos a ja b esiintyvit eri sykleissd, esimerkiksi p1 = (¢ ¢1 ... ¢) ja
pe=(b di ... dj),niin
toipe=(a e ... ¢ b di ... d)).

T&lloin permutaation 75 sykliesityksessé on yksi sykli vihemmaén kuin S:n esityk-
sessé, joten sgn(r73) = (—1)"~ =1 = —gsgn(p). O

LAUSE 3.3. Kaikilla o, 8 € S, pdtee
sgn(af) = sgn(a) sgn(B),
eli kuvaus sgn: S, — ({1, —1},-) on ryhmdhomomorfismi.
TobisTus. Oletetaan, ettd a voidaan kirjoittaa vaihtojen tulona 7y - - - 7,,, mis-
sd m on pienin mahdollinen. Kaytetadn induktiota tulon pituuden m suhteen. Jos

m = 1, niin « on itse vaihto, jolloin tulos seuraa edellisestd lemmasta. Olete-
taan sitten, ettd m > 1 ja viite patee kaikilla m:44 pienemmilla luvuilla. Nyt
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To -+ - Ty, ON erdén permutaation minimaalinen esitys vaihtojen tulona. Jos nimit-
tadin 7o+ Ty = 010y, Missd r < m — 1, niin « = 10710, mikd on ris-
tiriidassa luvun m minimaalisuuden kanssa. Nain ollen edellisestd lemmasta ja
induktio-oletuksesta seuraa

sgn(af) = sgn(r1 -+ ) = —sgn(rz2 - T 3)

i.o.

— sg(ry -+~ 7m) sgn(B)
— sgu(r1 -+ 7m) sgn(B)
— sgu(a) sgn(B).

Tamaé todistaa induktioaskeleen. O

Y1la olevan lauseen nojalla permutaation etumerkki voidaan selvittaé kirjoit-
tamalla permutaatio vaihtojen tulona: etumerkki on 1, jos ja vain jos vaihtojen
lukumaééra on parillinen, silld sgn(o) = sgn(7) - - -sgn(r,) = (—1)™. Talléin per-
mutaatiota kutsutaan parilliseksi, muuten parittomaksi. Parilliset permutaatiot
muodostavat tédrkedn normaalin aliryhmén.

MAARITELMA 3.4. Etumerkkihomomorfismin ydinta
Ker(sgn) = {o € S, | o on parillinen}
kutsutaan alternoivaksi ryhmdksi ja merkitdan symbolilla A,,.

LAUSE 3.5. Josn > 2, niin [Sy, : An] = 2.

Tobistus. Koska n > 2, niin vaihto (12) kuuluu ryhméaén S,,. Taten kuvaus
sgn on surjektio kahden alkion joukolle {1, —1}. Homomorfialauseen nojalla 16ytyy
bijektio S, /A, — {1,—1}. O

3.2. Konjugointi symmetrisessd ryhméissi. Symmetrisessd ryhméssé al-
kion konjugaatit lo0ydetddn helpoiten sykliesityksen avulla. Konjugointi yksinker-
taisesti permutoi sykliesityksen symboleja.

LAUSE 3.6. Olkoot o, € S,. Oletetaan, ettd T:n esitys erillisten syklien tulona
on

T = (a171 . al,kl) s (am71 . amkm) .
Merkitddin o(a; ;) = a;’j kaikilla © ja j. Tdlloin T:n konjugaatille pdtee
o = (a’L1 . a’l’,ﬂ) - (a’m’l . a;n’km> .

TobisTUs. Merkitdan viitteessa esiintyvéa tuloa

/ / / !/ /
T = (aLl “ e alykl) s (am’l “ee amykm)

ja osoitetaan, ettd oro~! = 7/. Olkoon sitd varten b € N,, mielivaltainen. Koska

o on bijektio, 1oydetddn jokin a € Ny, jolle b = a’. Jos T pitdé a:n paikallaan, niin
7/ pitdd puolestaan bm paikallaan. Téllsin o701 (b) = o7(a) = o(a) = b = 7/(b).

Oletetaan sitten, etté a esiintyy jossain syklissé, jonka pituus on suurempi kuin
yksi. Jarjestelemalld syklejé tarvittaessa uudestaan voidaan valita, ettd a = ay ;.
Talloin pétee

70 (b) = 7(a) = (aiq a2 ... aig).ai1 =as.
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Liséksi tiedetdén, ettd b = aj 1, joten

7'(b) = (all,l a,1,2 all,kl) -a/1,1 = a/1,2 = o(a12).

Saatiin, ettd mielivaltaisella alkiolla b € N,, pitee 7/(b) = o(a12) = oro1(b).
Siispé viite on todistettu. O

EsIMERKKI 3.7. Edellisen lauseen avulla on helppo konjugoida mika tahansa
permutaatio sen sykliesityksen avulla. Jos esimerkiksi o = (13)(425), niin

o(16)(278)(3495)0 " = (36)(578)(1294).

Toisaalta lauseen avulla voidaan todistaa myo6s yleisempié tuloksia. Oletetaan
esimerkiksi, ettd "p = p, missd p = (a1 ... aj) on jokin sykli. Nyt 7:n on oltava
joukon {ai,...,ar} permutaatio, sillid lauseen perusteella 7 ei saa muuttaa syklissi
esiintyviéd alkioita. Lisdksi 7:n on sailytettava alkioiden jérjestys konjugoitavassa
syklissd. Jos siis esim. 7(a1) = aj, niin tdytyy olla 7(a2) = a;41 jne. Tésta ndhdaén,
etti itse asiassa tdytyy pited 7 = p/~1, missd j midrdytyy yhtiléstd 7(a1) = a;.

Symmetrisen konjugaattiluokat selvidvét helposti edellisen lauseen avulla. Sa-
maan konjugaattiluokkaan kuuluvat nimittéin tdsmalleen ne alkiot, joilla on sama
syklityyppi, eli joiden sykliesityksessd on sama lukumaérd samanpituisia sykleja.
Syklityyppia voidaan merkita jonolla (t1,ta,...,ty), missd t; > to > --- > t,, ja
> ti = n. (Téllaista jonoa nimitetddn luvun n ositukseksi.) Esimerkiksi permu-
taation (12)(345)(6) syklityyppi on (3,2, 1).

ESIMERKKI 3.8. Tarkastellaan ryhméaé Ss, joka koostuu 1-, 2- ja 3-sykleista.
Sen konjugaattiluokat ovat

Ky ={id}, K»={(12),(23),(13)} ja Ks={(123),(132)}.

Ainoastaan konjugaattiluokkien yhdiste voi olla normaali aliryhmé. Toisaalta ali-
ryhmén taytyy aina sisidltda neutraalialkio, joten epétriviaaleja normaaleja aliryh-
mié voivat olla ainoastaan yhdisteet K1 U K9 ja K7 U K3. Ensimmaisessa on 4
alkiota, joten se ei voi olla aliryhmé, koska 4 1 6. Jélkimméinen yhdiste on alter-
noiva ryhmé As, joka on tunnetusti normaali aliryhmaé.

Alternoivassa ryhmaéssa konjugaattiluokkien méardytyminen on monimutkai-
sempaa. Esimerkiksi A3 on vaihdannainen, mistéd seuraa, ettd sen jokainen kon-
jugaattiluokka on yksio. Edellisen esimerkin luokka K3 C Ajz siis jakautuu As:n
toiminnassa kahdeksi eri luokaksi. Tama johtuu siita, ettd ainoa alkio, joka kon-
jugoisi alkion (123) alkiolle (132), sattuu olemaan transpositio. Seuraavan lauseen
avulla voidaan paatella, milloin jokin konjugaattiluokka jakautuu siirryttdessa al-
ternoivaan ryhméén. Oletetaan, ettéd alkiolla o € S, on esitys pg - - - pn, erillisten
syklien tulona, ja etta syklit on jarjestetty pituuden mukaan laskevaan jarjestyk-
seen.

LAUSE 3.9. Olkoon Kg alkion o konjugaattiluokka ryhmdssd Sy ja vastaavasti
K4 saman alkion konjugaattiluokka ryhmdssi A,,. Nyt Kg # K, jos ja vain jos

(%) syklien p; pituudet ovat parittomia ja erillisid.

Télloin |Ka| = 3|Ks|.
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Tobistus. Tarkastellaan alkion o keskittajid. Merkitaan Cg = Cg, (o) ja
Ca = Ca,(0) = CsN A, Koska Cy < Cg, loytyy Lagrangen lauseen jokin
positiivinen kokonaisluku k, jolle k - |C'4| = |Cg|. Lauseen 2.11 mukaan taas

. n!
n!=|Cs|-|Ks| ja 5= |Cal - [K al.

Néisté yhtaloistd voidaan lopulta péételld, ettéd |K4| = k/2-|Kg|. Toisaalta, koska
K4 C Kg, niin k on joko 1 tai 2.

Tarvitsee siis vain todistaa, ettd ehto (%) pétee jos ja vain jos Cy = Cs.
Oletetaan, ettd o € Cg. Alkiolla « konjugointi ei siis saa muuttaa permutaatiota
o. Lauseen 3.6 perusteella jokaisella 7 16ytyy jokin sellainen j, ettd “p; = p;. Jos
ehto (x) pétee, téytyy olla ¢ = j, koska syklit ovat eri pituisia ja ne on jarjestetty
pituuden mukaan. Nyt siis “p; = p;, joten a = pf jollain k& (vrt. esim. 3.7). Koska
syklin p; pituus on pariton, sen etumerkki on 1. Edelleen sgn(«) = 1, joten o € Cg.

Oletetaan sitten, ettéd ehto (x) ei pade. Talloin voidaan 16ytéaé sellainen o € Clg,
ettd sgn(a) = —1 (harjoitustehtévi). Néin ollen Cs # Cy, ja viite on todistettu.
U

3.3. Diedriryhmait. Tarkastellaan joukosta N, = {1,2,...,n} muodostet-
tujen jarjestdméttomien parien joukkoa

X ={{a,b} | a,b € N,, a #b}.
Maaritellaan téassa joukossa ryhmén S, toiminta kaavalla o.{a,b} = {o(a),c(b)}.

Joukon X osajoukkoja voidaan ajatella verkkoina, joissa solmuina ovat joukon N,
alkiot ja sdrmin& parit {a,b}. Verkkoa

B ={{1,2}, {2,3}, ..., {n— 1,n}, {n,1}}.

nimitetaan monikulmioksi.

Kuva 5. Monikulmio FE,,

Etsitdén monikulmion F, vakauttaja G. TAm& on ryhmén S,, dérellinen ali-
monoidi, joten se on myo6s aliryhmé (todistus harjoitustehtavé). Ryhmé G koostuu
kaikista mahdollisista verkon solmujen permutaatioista, jotka siilyttavéit sarmaé-
rakenteen, joten kyseessd on monikulmion symmetriaryhmé. Vakauttajaryhmaén
selvittdmiseksi tarkastellaan sen toimintaa vakauttamassaan monikulmiossa.
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Sarmén {1,n} kiinnittdja aliryhmén G toiminnassa sisiltda kaksi permutaa-
tiota: identtisen kuvauksen ja peilauksen

o=(1 n)2 n-1)...(k n—k),

missd k = [n/2] (kokonaisosa). Ryhmén G toiminta on selvésti transitiivista, joten
lauseen 2.7 perusteella |G| = |Gy ny||En| = 2n. Etsitdén nuo 2n symmetriaryhmén
alkiota. Sykli p = (1 2 ... n) eli kierto on vakauttajassa G, ja sen potensseista
saadaan jo n alkiota. Koska mikaén kierron positiivinen potenssi ei kiinnita sédrmia,
o ei kuulu aliryhméén (p), ja taten kyseinen aliryhmé ja sen sivuluokka o(p) ovat
erillisia. Naistd saadaan jo yhteensé 2n alkiota, joten jokainen symmetriaryhmaén
alkio on joko muotoa p’ tai op’ jollain j € {0,1,...,n — 1}.

MAARITELMA 3.10. Diedriryhmdlo Do, on monikulmion FE, vakauttaja.

Edelld todettiin jo, etté alkiot p ja o virittavéit diedriryhmén ja jokainen diedri-
ryhmén alkio voidaan kirjoittaa muodossa p’ tai op’. Lisaksi nahdéan, etté

p=Mm n-1 ... 2 1)=p 1

misté sitten seuraa, etta J(p’ ) = p~7. Erityisesti po = op~!. Téamin tiedon avulla
voidaan rekonstruoida koko ryhmén laskutoimitustaulu, mikd puolestaan johtaa
seuraavaan havaintoon.

LAUSE 3.11. Jos ryhmdn G virittdd kaksi alkiota r ja s, joille pdtee

=1, s*=1 ja srs=r1,

niin G = Day,,.

Diedriryhmissi (0p)? = opop = p~!p = id, ja toisaalta o - op = p. Niin
ollen diedriryhmén virittda kaksi involuutiota eli kertalukua kaksi olevaa alkiota,
joiden tulon kertaluku on n. Osoittautuu, ettd myos tdmé ominaisuus karakterisoi

diedriryhmén taydellisesti. Seuraavan lauseen todistus sivuutetaan (katso esim.
J. Rotman: An Introduction to the Theory of Groups).

LAUSE 3.12. Jos ryhmdn G virittad kaksi alkiota a ja b, joille pdtee
a?>=1, v¥=1 ja (ab)" =1,

niin G = Day,,.

6, T "F’/" 1

3
4 - 3 4 .

Kuva 6. Peilauksia erdassa diedriryhmaéssa. Huomaa, etté peilauk-
sen konjugaatille pitee pop™t =op~lp~! = op~2.

10diedri = kaksitahokas (kr.)
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Diedriryhmét ovat sdannéllisten monikulmioiden symmetriaryhmié. Kiinnitta-
malld sdanndllinen monikulmio keskipisteestédén tason origoon ja valitsemalla so-
pivat lineaarikuvaukset kuvaamaan kiertoa ja peilausta, voidaan helposti nayttéaa,
ettd diedriryhmé on isomorfinen erddn &érellisen lineaarikuvausryhmén kanssa.
Koska Dg = S3 (niissé on yhtd monta alkiota), talld tavoin saadaan jo aiemmin
mainittu ryhmén Ss esitys tason lineaarikuvausten joukkona. On jopa mahdol-
lista osoittaa, ettd sellaisia tason lineaarikuvausten ryhmén darellisia aliryhmié,
jotka sailyttévat pisteiden véliset etdisyydet, ovat ainoastaan sykliset ryhmét C,,
ja diedriryhmét Day,,.

3.4. “Burnsiden” kaava. Esimerkkind symmetriaryhmien sovelluksista esi-
tetdén seuraavassa niin sanottu Burnsiden lemma. William Burnside (1852-1927)
oli huomattava brittimatemaatikko, joka loi perustan ryhméteorian tutkimukselle
Englannissa. Han todisti lukuisia keskeisid ryhméteorian lauseita, mutta Burnsi-
den lemmaksi nimitettévé lause ei itse asiassa kuulu niihin. Burnside esittda ky-
seisen lemman kirjassaan “The Theory of Groups of Finite Order” mainiten sen
l6ytajéaksi saksalaisen Ferdinand Frobeniuksen, mutta mychemmistd painoksista
ldhdeviite on jostain syystéd poistettu. Traditioon on sittemmin iskostunut viitata
tulokseen Burnsiden lemmana, mutta erityisesti ryhméteoreetikot tapaavat vit-
sailla aiheesta kutsuen lausetta “ei-Burnsiden lemmaksi”.

MAARITELMA 3.13. Oletetaan, ettd G toimii joukossa X. Alkion g € G kiin-
topistejoukko on

Fix(g) ={z € X | gz = z}.

LAusE 3.14 (Ratojenlaskentalause eli Burnsiden lemma). Oletetaan, ettd G
toimii ddrellisessd joukossa G. Tdlloin ratojen lukumddrd on

X/G| = ‘é, S | Fix(g)].

geqG

TobisTUS. Se luku, kuinka monta kertaa jokin tietty z € X luetellaan sum-
massa >/ | Fix(g)[, on tdsmélleen |G|, silli = on kiintopistejoukossa Fix(g), jos
ja vain jos g € G,. Téten

> |Fix(g)| = ) |G,
gelG zeX
ja rata—vakauttajalauseen seurauslauseen 2.7 perusteella
1
> G =G Y Ay
zEX sex |Gzl

Oikeanpuoleisessa summassa tietty sama termi 1/|Gz| luetellaan niin monta ker-
taa, kuin radassa Gx on alkioita. Naistd termeista koostuva osasumma on selvasti
|Gz|-1/|Gz| = 1, ja koska radat muodostavat osituksen, kokonaissummaksi tulee
ratojen lukumééra | X/G|. Siispa

> G =Gl |1x/q|,
rzeX

mistéd vaite seuraa. O
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ESIMERKKI 3.15. Lasketaan, kuinka monella tavalla kuution tahkot voidaan
varittda n eri variad kayttamalla. Varitykset lasketaan samaksi, jos ne saadaan
toisistaan kuutiota kiertamalla.

Viérityskysymys voidaan formalisoida seuraavasti. Numeroidaan kuution tah-
kot yhdesta kuuteen ja kéytettdvat véirit yhdestd n:4dn. Talloin jokainen véritys
on kuuden alkion jono (a1, az, as, aq, as, ag), missi a; € N, kaikilla 4, ja kaikkien
viritysten joukko on NS. Kuution symmetriaryhmé G toimii téssd joukossa luon-
nollisella tavalla: jos ¢ € G tuottaa kuution tahkojen permutaation o € Sg ja
a € NY on jokin véritys, niin (g.a); = a,(; kaikilla i € {1,...,6}.

Kaksi véiritystd a ja b samastetaan, jos patee g.a = b jollain kuution kierrolla
g € G. Tama tarkoittaa sitd, ettd a ja b kuuluvat samaan rataan. Kysymyksessa
halutaan siis selvittda eri ratojen lukuméara. Ratojenlaskentalauseen perusteella
riittaa selvittda kaikki kiintopistejoukot.

Tehtéavéda helpottaa, jos jaetaan symmetriat konjugaattiluokkiin. “Samantyyp-
piset” kierrot kuuluvat samaan konjugaattiluokkaan, ja jos g ja h ovat konjugaat-
teja, niin |Fix(g)| = | Fix(h)|. (Naiden véitteiden tarkistaminen jatetdan harjoi-
tustehtaviksi.) Tarkastellaan esimerkiksi neljainnesympyrén kiertoa vastakkaisten
tahkojen keskipisteiden kautta kulkevan akselin ympéri. Téllaisia akseleita on yh-
teensd 3, ja kierto voidaan tehdd joko myota- tai vastapaivadn. Kyseiseen kon-
jugaattiluokkaan kuuluu siis 6 kiertoa. Jokainen téllainen kierto kiinnittda tés-
maélleen ne véritykset, joissa akselin suuntaiset tahkot ovat samanvariset. Naité
vérityksid on tuloperiaatteen mukaan n? kappaletta, silld akselin lavistamille tah-
koille voidaan valita mitka tahansa varit, ja muille tahkoille valitaan jokin kolmas

yhteinen vari.

A

Kuva 7. Kuution symmetria-akselit

Alla olevassa taulukossa esitetadn kaikki tarpeelliset laskelmat konjugaattiluo-
kittain. Symmetriat on ilmoitettu kiertoakselin ja kiertokulman avulla.

symmetria g € G 1Sg| | | Fix(g)]
identtinen kuvaus 1 n®
tahkojen keskipisteiden ympéri 90° | 6 n?
tahkojen keskipisteiden ympéari 180° | 3 n?
nurkan ympaéari 120° 8 n?
sdrmén keskipisteen ympari 180° 6 n?
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Tuloksena saadaan nyt ratojenlaskentalauseen mukaan
— 1 ; _ 1 6 4 3 2
1X/G| = Mgezamx(gn = (n°+3-n' 4120 +8.n7).

Jos vérejé on esimerkiksi kolme, saadaan 1368/24 = 57 erilaista véritysta.

3.5. Sisaiset symmetriat. Kuution véritysesimerkissa 3.15 tarkasteltiin yk-
sittéisten alkioiden sijaan niiden konjugaattiluokkia ja esitettiin ajatus, ettd kon-
jugaattiluokkia vastaisivat luonnollisella tavalla erityyppiset kiertoakselit ja eri
kiertokulmat. Tarkastellaan vield ldhemmin téta konjugointia.

Otetaan esimerkiksi kaksi eri kiertoakselia A ja B, joista kumpikin kulkee
erdiden vastakkaisten nurkkien kautta. Kierto B:n ympari saadaan kadantamalla
kuutio ensin symmetrialla g niin, ettd B siirtyy akselin A paikalle, suorittamalla
sitten kierto h akselin A ympaéri ja kddntamaélla kuutio lopuksi takaisin. Nahd&éan,
ettd kierto B:n ympéri on itse asiassa g~ 'hg, eli A:n ympéri tapahtuvan kierron
konjugaatti.

Ryhmén alkiolla ¢ € G konjugointi tuottaa ryhmén siséisen isomorfismin
h +— 9h eli niin sanotun automorfismin. Automorfismit ovat ryhmén itsensé sym-
metrioita: ne ovat permutaatioita, jotka siilyttavit ryhmén laskutoimitusraken-
teen. Konjugoinnista saatavia automorfismeja kutsutaan sisdisiksi, ja ne muodos-
tavat ryhmén Inn(G).

Ryhmalld voi olla muitakin kuin sisdisia automorfismeja. Kaikkien automor-
fismien ryhmééd merkitddn Aut(G). Sisdiset automorfismit ovat kuitenkin sellai-
sia, jotka sailyttavit myos ryhmén toiminnan ominaisuudet. Véritysesimerkissa
mainittiin, ettd esimerkiksi | Fix(g)| = |Fix(h)|, jos alkiot g ja h ovat samassa
konjugaattiluokassa eli jos ne saadaan toisistaan jotain sisiistd symmetriaa kayt-
tamalla.

On mahdollista osoittaa, ettd kuution symmetriaryhmén kaikki automorfismit
ovat siséisid. Kaikille ryhmille tdmaé ei kuitenkaan péde. Helppo esimerkki saadaan
Kleinin neliryhmésta Vy = {1, a, b, ¢}, jonka kertotaulu nikyy alla.

-‘1abc
111 a b ¢
ala 1 ¢ b
bib ¢ 1 «a
cle b a1

Koska V4 on vaihdannainen, milld tahansa alkiolla konjugointi pitaé kaikki al-
kiot paikallaan, joten Inn(Vy) = {id}. Toisaalta kaikki ryhmén Vj neutraalialkiosta
poikkeavat alkiot ovat keskenédén tédysin samanarvoisia: kahden eri alkion tulona
saadaan aina kolmas. Alkiot a, b ja ¢ voi siis nimetéd haluamassaan jirjestyksessé
ryhmérakenteen siitd muuttumatta. Taten Aut(Vy) = Ss.
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4. Ryhmien sisdinen rakenne

Téassé luvussa tarkastellaan joitakin tapoja péastéd késiksi ryhmien sisdiseen
rakenteeseen. Useimmat tuloksista ovat erityisen kéyttokelpoisia darellisten ryh-
mien tapauksessa.

4.1. Tuloryhmait. Olkoot A ja B ryhmén G aliryhmid. Tutkitaan, milloin
niiden tulojoukko

AB ={ab|a€ A be B}
on aliryhma.

Tulojoukon alkioiden b =e-b ja a = a - e tulo on ba. Jotta AB olisi aliryhmé,
tdman tulon on oltava joukossa AB kaikilla a € A ja b € B. Tama tarkoittaa sité,
ettd jokainen tulo ba on muotoa a’d’ joillain @’ € A ja b’ € B. Siispd vahimmaisehto
sille, ettd AB on aliryhmé, on BA = AB. Talléin my6s kaikki kddnteisalkiot ovat
mukana, sillid (ab)™! =b~la~! € BA.

Mainittu vahimmaéisehto toteutuu esimerkiksi silloin, kun jokainen A:n alkio
kommutoi jokaisen B:n alkion kanssa. Vihempikin kuitenkin riittaa.

LEMMA 4.1. Olkoot H ja N ryhmdn G aliryhmia. Jos H < Ng(N), erityisesti
jos N on normaali G:ssd, niin HN < G.

TobisTus. Kéytetddn aliryhmékriteerid. Selviasti HN on epéatyhja. Olkoot
ai,az € H ja by,bo € N. Ehto H < Ng(N) tarkoittaa, ettd ryhméa N pysyy
paikoillaan H:n alkioilla konjugoitaessa. Titen ag(biby H)ay ™ = ¥ jollain b’ € N.
Tilloin Nyt biby ta; ' = ay 'V, joten

(albl)(agbg)_l = alblbglagl = alaglb' € HN.

Siispd HN on aliryhma. O

Keskitytddan jatkossa siihen tapaukseen, jossa molemmat aliryhmét ovat nor-
maaleja.

LAUSE 4.2. Oletetaan, ettd H ja K ovat ryhmdn G normaaleja aliryhmid. Jos
HK =G jaHNK ={1}, nimG=H x K.

TobpisTUus. Naytetdan ensin, ettd H:n ja K:n alkiot ovat keskendén vaihdan-
naisia. Olkoot a € H jab € K. Nyt (aba=1)b~! € K, koska K on normaali. Samoin
kuitenkin a(ba='b71) € H, joten aba™1b~! € H N K = {1}. Tésti seuraa, etti
ba = ab.

Harjoitustehtdvéné on osoittaa, etté jokaisella G:n alkiolla on yksikésitteinen
tuloesitys ¢ = ab, missd a € H ja b € K. Talloin on mahdollista maaritell&
kuvaus f: G — H x K kaavalla f(ab) = (a,b). Kuvaus on selvésti bijektio. Olkoot
a1,a2 € H ja by,by € K, jolloin

fla1by - azba) = f(araz - bibe) = (a1az, bibo)
= (a1,b1) - (a2, b2) = f(araz) - f(brb2).

Téaten f on homomorfismi. O
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Jos edellisen lauseen ehdot pétevét, sanotaan, ettd G on aliryhmiensd H ja K
stsdinen suora tulo. Usein merkinnoissé ei erotella sisdisté tuloa H K ja ulkoista tu-
loa H x K, koska ndma ovat keskenédén isomorfiset. Voidaan esimerkiksi kirjoittaa,
ettd G = H x K, ja merkitd G:n alkioita pareina (h, k), vaikka ne todellisuudessa
olisivat tuloja hk.

4.2. Isomorfialauseet. Seuraavat Emmy Noetherin muotoilemat tulokset
selvittdavat tekijaryhmien vélisid suhteita. Niiden todistukset nojaavat vahvasti
homomorfialauseeseen, joka my6s on yleisessi muodossaan Noetherin késialaa.
Vastaavat tulokset patevat myos renkaille.

LAUSE 4.3 (1. isomorfialause!!). Olkoot H ja N ryhmdn G aliryhmid, ja olkoon
N normaali. Talloin HNN < H, ja H/(HNN)= HN/N.

Huomaa, ettd lemman 4.1 nojalla HN on ryhma. Lisdksi N on normaali ryh-
méssd HN, koska HN < G ja N on normaali G:ssd. Alla oleva Hassen kaavio
voi helpottaa lauseen muistamista. Kaksinkertainen viiva viittaa normaaliin ali-
ryhméén. Yhdensuuntaiset kaksoisviivat viittaavat isomorfisiin tekijaryhmiin.

N/HN\ )
N/

HNN

TobisTtus. Olkoon 7: G — G/N kanoninen surjektio, ja olkoon 7’ sen rajoit-
tuma ryhméaidn H. Kuvauksen 7’ arvot ovat siis sivuluokkia hN, missd h € H.
Téllaiset sivuluokat kuuluvat tekijaryhméén HN/N, koska jokainen sivuluokan
alkio hn on ryhméssd HN.

Selvésti
Kerw ={he H|he N} =HNN,
joten H N N on normaali, ja homomorfialauseen perusteella H/(H N N) = Im 7.
Toisaalta, jos gN € HN/N, niin g = hn joillain h € H ja n € N. Nyt saadaan
7'(h) = hN = gN, joten Im7’ = HN/N. O

LAUSE 4.4 (2. isomorfialause). Olkoot H ja K ryhmdan G normaaleja aliryh-
mid, joille patee K < H. Talloin H/K on normaali ryhmassi G/ K, ja

(G/K)/(H/K)= G/H.

Tobistus. Olkoon 7: G — G/H kanoninen surjektio. Koska K C H, kaikil-
la k € K péatee (k) = H. Aliryhmé K siis sisdltyy kuvauksen 7 ytimeen, joten
lauseen 1.14 perusteella on olemassa homomorfismi f: G/K — G/H, jolle pétee
f(gK) = 7(g9) = gH. Taméa kuvaus ikddn kuin laajentaa sivuluokkia ja on sur-
jektiivinen, koska my6s 7 on. Lisdksi f(gK) = gH = H jos ja vain jos g € H, ja
tamé on yhtéapitavid sen kanssa, ettd gK € H/K. Taten Ker f = H/K, ja tulos
seuraa homomorfialauseesta. O

M)\ onissa lihteissi homomorfialausetta nimitetdéin ensimméiseksi isomorfialauseeksi. Tél-
16in ensimmaéisestd isomorfialauseesta tuleekin toinen isomorfialause ja toisesta kolmas.
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HN /N
N i
HAN| & H

H/ (HAN)

Kuva 8. Noetherin 1. isomorfialause

G/H

H/K bH- e , .........

Kuva 9. Noetherin 2. isomorfialause

4.3. Sylowin'? lauseet. Lagrangen lause kertoo, etté #drellisen ryhmén jo-
kaisen aliryhmén kertaluku jakaa ryhmén kertaluvun. Voidaanko sitten jokaista
ryhmén kertaluvun tekijaa p kohti 16ytéaéd aliryhmé, jonka kertaluku olisi p? Vas-
taus on yleisessa tapauksessa kielteinen, silla esimerkiksi ryhmaélla A4 ei ole kuu-
den alkion aliryhméé, vaikka |A4| = 12. Kuitenkin, jos p sattuu olemaan alkuluku,
téllainen aliryhma 16ytyy. Tamén tuloksen todisti Augustin Louis Cauchy vuonna
1845. Peter Sylow paransi tulosta vuonna 1872 osoittamalla, ettd itse asiassa jo-
kaista sellaista p:n potenssia kohti, joka jakaa ryhman kertaluvun, 16ytyy kyseistéa
kertalukua oleva aliryhma, ja suurimmat niistd ovat kaikki keskenaén isomorfisia,
jopa toistensa konjugaatteja.

Sylowin lauseet liittyvét aliryhmiin, joiden kertaluku on jonkin alkuluvun po-
tenssi. Téllaisilla ryhmillda on muutenkin monia kiinnostavia ominaisuuksia: esi-
merkiksi niilld on aina epatriviaali keskus.

MAARITELMA 4.5. Olkoon p alkuluku. Adrellistd ryhméé sanotaan p-ryhmiksi,
jos sen kertaluku on p™ jollain m > 1.

12pgter Ludwig Mejdell Sylow (1832-1918), norjalainen ryhméteoreetikko.
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MAARITELMA 4.6. Oletetaan, ettd ryhmén kertaluku on p*m, missi p on al-
kuluku, & > 1, ja m ei ole jaollinen p:114. Sellaista aliryhméé, jonka kertaluku on
P, kutsutaan Sylowin p-aliryhmdkss.

Sylow kéytti lauseidensa todistamisessa ylld mainittua Cauchyn tulosta, mutta
sittemmin lauseet on todistettu uudestaan monellakin eri tavalla. Téssa luvussa
seurataan Helmut Wielandtin kombinatoriseen havaintoon perustuvaa esitysta,
jota varten tarvitaan ensin yksinkertainen aputulos.

LEMMA 4.7. Oletetaan, ettd p on alkuluku, joka ei jaa lukua m € N, ja k on

k
posititvinen kokonaisluku. Talléin binomikerroin (pp,:n) et ole jaollinen luvulla p.

Tobistus. Tarkasteltava binomikerroin on
prmY _ prm(pFm —1) - (pFm — i) - (p"'m - p* + 1)
p* PRk = 1) (pF i) (pF —pF + 1)
Ensimméinen tekijé seké osoittajassa ettéd nimittéjéissd on p¥, joten ne voidaan

supistaa pois. Koska luku m ei sisilla yhtadn tekijaa p, riittdéd tutkia osoittajan
termeja pFm — i, kun 1 < i < p*.

Olkoon i = plq, missi [ € N ja p{q. Nyt
p'm—i=p'(p"'m - q),
ja p ei jaa lukua p*~tm — q, koska k —1 > 0. Siispé korkein p:n potenssi, joka jakaa
termin p*m — 4, on p'. Samalla paittelylla p! jakaa kuitenkin myds nimittdjin
termin p* — i. Koska osoittajassa ja nimittéjissi on yhtd monta termii, jokainen
tekija p supistuu pois, joten binomikertoimeen ei jaa yhtaan tekijaa p. O

l

LAUSE 4.8 (Sylow). Oletetaan, etti |G| = pFm, missi k > 1, ja p on alkuluku,
joka ei jaa lukua m. Tdlloin

(i) Ryhmdlla G on Sylowin p-aliryhmd.
(ii) Ryhmdn G Sylowin p-aliryhmat ovat keskenddin konjugaatteja.
(ili) Jos s, on Sylowin p-aliryhmien lukumddrd, niin s, = 1 (mod p), ja sp
jakaa luvun m.

Tobistus. (i) Olkoon A, = {A C G : |A| = pF}. Miéritellisin G:n toiminta
téssé joukossa siirtona: gA = {ga | a € A} kaikilla A € A,. Lemman 4.7 perus-
teella joukon A, koko ei ole jaollinen p:lla. Radat muodostavat osituksen, joten
jollekin radalle GB (missé siis B € Ap,) pétee néin ollen p { |GB|. Toisaalta B:n
kiinnittajéalle patee |Gg| = |G|/|GB]| (lause 2.7), joten |Gg| on jaollinen luvulla
pF. Olkoon sitten by € B. Jos ¢ € Gg, niin gB = B, joten gby € B. Niin saa-
daan kuvaus g — gbg kiinnittajaltd Gp joukolle B. Tamé kuvaus on injektio, joten
|G| < pF. Koska ylli nihtiin ettd p* jakaa luvun |G|, tiytyy pited |Gg| = p¥,
jolloin Gp on vaadittu Sylowin aliryhmé.

(ii) Olkoon P jokin Sylowin p-aliryhma, ja @) miké tahansa p-aliryhmé&. Tar-
kastellaan ryhmén @ siirtotoimintaa télld kertaa P:n sivuluokkien joukossa. (Har-
joitustehtavéksi jaé tarkistaa, ettd téllainen toiminta voidaan méaritelld.) Naiden
sivuluokkien mééard on [G : P] = m, joka ei ole jaollinen p:lla. Koska jokaisen
radan koko kuitenkin jakaa ryhmén @ kertaluvun (jélleen lause 2.7) eli on p:n
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potenssi, taytyy ratojen joukossa olla jokin yksio {aP}. Talloin QaP = aP, joten
a~'Qa C P. On péitelty, ettd jokaisella p-aliryhméilld on konjugaatti, joka sisél-
tyy annettuun Sylowin p-aliryhméén. Jos @ on itse Sylowin aliryhmaé eli |Q| = | P|,
tiaytyy olla a™'Qa = P.

(iii) Olkoon P yhé jokin Sylowin p-aliryhmé. Nyt P toimii konjugoimalla kaik-
kien Sylowin p-aliryhmien joukossa {P,Q1,...,Q,}. Kuten aikaisemmin, ratojen
(eli tissd konjugaattiluokkien) koot jakavat toimivat ryhmén kertaluvun |P| = p*.
Koska P = P, ryhmén P rata on yksi6. Osoitetaan, ettd jokaisen muun radan
PQ; koko on jaollinen p:lla. T&llsin nimittéin

Sp = 1+Zpki,
i

missé ¢ kay lapi kaikki radat ja k; > 1 kaikilla 7. Tésta seuraa ensimméinen véite.

Jos £Q; = Q;, niin P sisiltyy normalisoijaan Ng(Q;). Selvisti sekii P etti
Q; ovat tdmén normalisoijan Sylowin p-aliryhmid — yksinkertaisesti siitd syysté,
ettd Ng(Q;) < G. Toisaalta Q; < Ng(Q;), joten @Q; ja P eivit ole konjugaatteja
ryhmésséd Ng(Q;). Tamé on ristiriidassa kohdan (ii) kanssa, joten |P{QZH > 1,
miké oli todistettava.

Viimeinen véite seuraa siité, ettd ryhmén G konjugointitoiminta kaikkien Sy-
lowin p-aliryhmien joukossa on transitiivista, mikd puolestaan on kohdan (ii) si-
salto. Tama tarkoittaa, ettd koko ryhméa G on yksi rata eli Sylowin p-aliryhmien
konjugaattiluokka. Lauseesta 2.11 saadaan nyt s, = [G : Ng(P)], joten s, ja-
kaa ryhmén G kertaluvun p*m. Koska s, = 1 (mod p), niin Eukleideen lemman
perusteella s, | m. O

Kaikki Sylowin p-aliryhmét ovat keskendidn konjugaatteja, mistd seuraa, et-
td ne ovat my6s keskenddn isomorfisia. Toisaalta jokainen Sylowin p-aliryhmén
konjugaatti on itse Sylowin p-aliryhmé. Jos téllaisia 16ytyy vain yksi, kyseinen ali-
ryhmé on silloin véistdméttd normaali. Sylowin lauseet auttavat tallad tavoin ns.
yksinkertaisten ryhmien 16ytamisessid. Ryhmaé sanotaan yksinkertaiseksi, jos silla
ei ole aitoja epétriviaaleja normaaleja aliryhmié.

ESIMERKKI 4.9. Osoitetaan, ettd ryhmé, jonka kertaluku on 30, ei voi olla
yksinkertainen. Kertaluvun alkutekijahajotelma on 2 - 3 - 5. Tarkastellaan ensin
Sylowin 5-aliryhmié. Niitd 16ytyy Sylowin lauseen mukaan ss; kappaletta, missé

ss =1 (modb5) ja ss5]6.

Taytyy siis pated joko s5 = 1 tai s5 = 6. Ensimmaéisessé tapauksessa aliryhmaé olisi
normaali, joten tarkastellaan jalkimmaistd. Kahden 5-aliryhmén leikkaus on ali-
ryhmé, jonka kertaluku on luvun 5 tekijé. Koska viisi on alkuluku, leikkauksen on
oltava triviaali. Ainoa yhteinen alkio kaikissa 5-aliryhmissi on siis neutraalialkio,
joten se poisluettuna ryhmiin siséltyy yhteensa 24 alkiota.

Tarkastellaan sitten Sylowin 3-aliryhmié. Niitéd on s3 kappaletta, missé sg = 1
(mod 3) ja s3 | 10. Néin ollen s3 = 1 tai s3 = 10. Keskitytddn jélleen jalkim-
maéiseen tapaukseen, jolloin naistd kolmen alkion aliryhmista saadaan yhteensé 20
neutraalialkiosta poikkeavaa alkiota. Lisdksi mikddn Sylowin 3-aliryhmisté ei voi
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kertalukunsa puolesta leikata yhtdkaan 5-aliryhméa epétriviaalisti, joten yhteen-
sd on 16ydetty jo 24 4+ 20 = 44 erillista alkiota. Téméa on ristiriita ryhméan koon
kanssa, joten ryhmaélld on normaali aliryhma.

Sylowin lauseet auttavat muutenkin ryhmien rakenteen selvittdmisessa.

ESIMERKKI 4.10. Tarkastellaan ryhmié, joiden kertaluku on 35 = 5- 7. Niiden
Sylowin 5-aliryhmien lukuméérille pétee s5 = 1 (mod 5) ja s5 | 7, joten niitd
ryhmié on vain yksi. Merkitddn sitd kirjaimella P. Samalla tavoin Sylowin 7-
aliryhmid on vain yksi; olkoon se ). Seka P ettd () ovat normaaleja aliryhmii, ja
niiden leikkaus on triviaali. Lauseesta 4.2 seuraa, ettd koko ryhmé on isomorfinen
tuloryhmén P x Q) = Zs5 X Z7 kanssa. Liséksi Zs X Z7 = Zss5, joten ryhma on itse
asiassa syklinen.

Sylowin lauseesta saadaan seurauksena Cauchyn lause.

LAUSE 4.11 (Cauchy). Olkoon p jokin ryhmdn G kertaluvun alkutekija. Talloin
G':ssd on alkio, jonka kertaluku on p.

TobisTUs. Harjoitustehtava. O

Adretén p-ryhmé mééritellién niin, ettd sen jokaisen alkion kertaluku on jaolli-
nen p:lli. Adrellisessi tapauksessa timi médritelmé on yhtépitivi aiemman kans-
sa. Lagrangen lauseesta nimittédin seuraa, ettd p-ryhmén jokaisen alkion kertaluku
on jaollinen p:lla. Toisaalta, jos ryhmén kertaluvulla on alkutekijd g # p, niin
Cauchyn lauseen perusteella se sisiltda alkion, jonka kertaluku on gq.
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5. Ryhman kompositiotekijat

Jos ryhmésté loydetdan normaali aliryhmé, sen suhteen voidaan muodostaa te-
kijaryhma, jolla saattaa olla yksinkertaisempi rakenne kuin alkuperéiselld ryhmal-
l4. Ryhmaé voidaan ikéd&n kuin pilkkoa kahteen “tekijdan”, joiden ominaisuuksien
selvittdmisestd on apua koko ryhmén tutkimisessa. Pilkkomista voidaan myos jat-
kaa edelleen sekd normaalin aliryhmén etta tekijaryhmén osalta, niin kauan kuin
uusia normaaleja aliryhmia 16ytyy. Mikéli ryhmé on dérellinen, lopulta pdadytadn
kuitenkin pienimpiin mahdollisiin osiin, joita ei enda voi pilkkoa. N&itda nimitetaén
ryhmén kompositiotekijoiksi.

5.1. Normaalit jonot ja ratkeavat ryhmaiat. Ratkeavan ryhmén késite
kuuluu historiallisesti ensimméisiin varsinaisen ryhmiéteorian kisitteisiin. Evaris-
te Galois todisti vuonna 1831, ettd polynomiyhtdaloon liittyy aina tietty symmet-
riaryhmaé, joka permutoi polynomin juuria, ja mahdollinen ratkaisukaava saadaan
tietynlaisesta jonosta tuon symmetriaryhmén aliryhmia. Juuri téstéd syysta ryh-
méa, jonka aliryhmistd voidaan muodostaa mainitunlainen jono, kutsutaan rat-
keavaksi.

MAARITELMA 5.1. Ryhmén G normaali jono on jono aliryhmié G, joille pétee
G=G>Gi1>Gy>--- G, =1

Tekijaryhmid G;y1/G; kutsutaan jonon tekijoiksi. Jonon pituus on jonon aitojen
inkluusioiden lukumaéra, joka on sama kuin epatriviaalien tekijéiden maéra.

Huom. Téssa ja muissakin yhteyksissa tyydytdéan yleensd merkitseméan trivi-
aalia ryhmé&a symbolilla 1, jattdmalla siis joukkosulkeet pois. Samaten normaalin
jonon tekijoitd merkitdédn yleensd vain isomorfiatyypin mukaan; ei siis tehdé eroa
esimerkiksi ryhmien Ajz ja Zg valilla.

Ryhmalld voi olla useita erilaisia normaaleja jonoja, joissa voi myo6s olla eri
tekijat. Esimerkiksi ryhmaélld Sy on muun muassa normaalit jonot Sy > A4 > 1 ja
Sy > Vy > 1. Edellisen tekijat ovat (isomorfiaa vaille) Cy ja Ay, jilkimmaéisen Ss ja
Vi.

Kaikkien normaalin jonon jasenten ei tarvitse olla normaaleja ryhméssa G.
Normaalius ei nimittéin ole transitiivinen ominaisuus: esimerkiksi

Dg > (p*,0) > (o) > 1

on normaali jono, mutta (o) ei ole normaali ryhméassid Dg. Samasta syysté nor-
maalin jonon osajono ei myoskadn valttadméatta ole normaali.

ESIMERKKI 5.2. Normaalin jonon tekijan késite on tietyssd mielessa tulon te-
kijén yleistys. Jos nimittédin G on aliryhmienséd H ja K suora tuloeli G = H x K,
niin G:114 on normaali jono G > H > 1. Lisdksi G/H = K ensimméisen isomor-
fialauseen nojalla, joten normaalin jonon tekijit ovat samat kuin tulon tekijat H
ja K. Sama pétee yleisemminkin: jos G = HN, misséa H NN =1 ja N < G, niin
jonon G > N > 1 tekijat ovat H ja N.

Jonon tekijit eivat kuitenkaan aina vastaa mitdan tuloa. Esimerkiksi neljan
alkion sykliselli ryhmélld Cy = (g) on normaali jono Cy>(g?)1>1, jonka molemmat
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tekijat ovat isomorfisia ryhmén Cs kanssa. Ryhmé C kuitenkin siséltdéd vain yhden
C5:n kanssa isomorfisen aliryhmén, joten se ei voi olla kahden téllaisen tekijén tulo.

Ratkeavalla ryhmalla taytyy olla tietyntyyppinen normaali jono.

MAARITELMA 5.3. Ryhméaé sanotaan ratkeavaksi, jos silla on normaali jono,
jonka kaikki tekijat ovat vaihdannaisia ryhmié.

Kaikki vaihdannaiset ryhmét ovat ratkeavia, koska triviaalin jonon G>1 ainoa
tekija on vaihdannainen. My6s kaikki diedriryhmaét ja kaikki darelliset p-ryhmét
ovat ratkeavia. Symmetriset ryhmét S ja Sy ovat ratkeavia, silld niilld on nor-
maalit jonot S3> As>1 ja Sg> As> Vi 1, joiden tekijiat ovat vaihdannaisia. Sen
sijaan S, ja A, eivit ole ratkeavia, mikali n > 5. Tdhén palataan mychemmin.

5.2. Kompositiojonot. Normaalin jonon jésenten véliin voidaan usein liséta
sopivia alkioita niin, ettd saadaan uusi normaali jono. Jos uusia alkioita ei voida
lisata, kysymyksessd on kompositiojono.

MAARITELMA 5.4. Normaalia jonoa (H;) sanotaan jonon (G;) hienonnuksekst,
mikéali se sisdltaa kaikki jonon (G;) jasenet, eli (G;) on jonon (H;) osajono.

MAARITELMA 5.5. Jos ryhmén normaalilla jonolla ei ole triviaaleja tekijoita,
mutta kaikilla sen hienonnuksilla on, jonoa kutsutaan ryhmén kompositiojonoksi.

Kompositiojono on siis pituudeltaan maksimaalinen normaali jono, joka ei si-
sdlla triviaaleja tekijoita. Aiemmin mainittu jono Sy > A4 > V4> 1 ei ole komposi-
tiojono, silld ryhmalla V4 on epétriviaali normaali aliryhmé Cs, joten jonon loppu-
paatd voidaan hienontaa seuraavasti: - - - > V4 > Cs > 1. Toisaalta jono S3> As> 1
on kompositiojono, silld sité ei voida hienontaa ottamatta mukaan triviaaleja te-
kijoita.
taan, ettd n = mq - mo. Jos jompikumpi tekijoistd ei ole alkuluku, se voidaan
edelleen jakaa pienempiin tekijoihin. Lopulta saavutetaan kyseisen luvun alkute-
kijdhajotelma n = p1ps ... pr, jonka tekijoita ei voi endd jakaa epatriviaalilla taval-
la. Kompositiojono vastaa téllaista alkutekijihajotelmaa. Osoittautuu nimittéin,
ettd ryhmén kompositiotekijat ovat jarjestysta vaille yksikéasitteiset. On kuitenkin
huomattava, ettd toisin kuin kokonaislukujen tapauksessa, jossa alkutekijat maa-
rdavat luvun taysin, kahdella ryhmaélla voi olla samat kompositiotekijat, vaikka
ryhmét eivit olisi keskendén isomorfiset.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd alkutekijihajotelman alkulukuja vastaavat nor-
maalin jonon yksinkertaiset tekijat. Ryhméa kutsutaan yksinkertaiseksi, jos se on
epatriviaali eika silla ole aitoja epétriviaaleja normaaleja aliryhmié.

LAUSE 5.6. Ryhmdan G normaali jono (G;) on kompositiojono, jos ja vain jos
sen tekijat ovat yksinkertaisia.

TobisTus. Oletetaan ensin, ettd normaali jono (G;) ei ole kompositiojono eli
ettd Gy > H > G jollain k. Noetherin toisesta isomorfialauseesta seuraa téllgin,
ettd H/Gr11 < Gr/Gr41, ja koska H/Gpq ei ole triviaali, tekiji Gi/Gy1 el ole
yksinkertainen.
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Oletetaan sitten, etté jokin tekiji Gy /G411 el ole yksinkertainen eli ettd pétee
H < Gi/Gp4q jollain H # {1}. Olkoon 7: G — Gj/Gj+1 kanoninen surjektio.
Tarkastellaan alkukuvaa H' = 7= 1H (ks. kuva 10). TAmé on normaali ryhméssi
Gy, koska H on normaali maalijoukossa. Toisaalta ryhmé G, 1 on normaali H':ssa,
koska se on normaali suuremmassa ryhmaéssa Gy. Siispa Gy > H' > G} 1. Lisiksi,
koska 7 on surjektio, patee mH’' = H. Télloin ndhddén helposti, ettd H' # Gy,
koska H # G/Giy1, ja H # Gpri1, koska H # {1}. Néin ollen jono (G;) ei ole
kompositiojono. O

Gi

Gk+1 L —

N /

Kuva 10. Tekijan normaalista aliryhmasta saadaan uusi aliryhma
jonon jasenten Gy ja Gpy1 valiin.

Aiemmin hienonnettu jono
S4I>A4>V;1I>CQI>1

on kompositiojono, silld sen tekijat ovat Co, C3, Cy ja Co, jotka ovat kaikki yksin-
kertaisia.

Edellisen lauseen todistuksessa tarkasteltiin tekijaryhméan normaalin aliryh-
man alkukuvaa kanonisessa surjektiossa. Téllaista informaation siirtoa tekijaryh-
masta alkuperdiseen ryhméaan kutsutaan nostamiseksi. Idea on siiné, ettd koko-
naisten sivuluokkien sijaan tarkastellaankin alkioita, joita ne koostuvat. Esimer-
kiksi

Z3o > <€> > {0}
on normaali jono, jonka ensimméinen tekija on Zso/(6) = {[0], [1],...,[5]} = Cé.
Merkitadn tatéa tekijad kirjaimella G. Tekijastad puolestaan 10ytyy kolmen alkion
normaali aliryhmd H = {[0], [2], [4]}. Nostettuna kanonisen surjektion avulla al-
kuperdiseen ryhmaéén normaalista aliryhmésté tulee joukko

4, 10, 16, 22, 28 } = (2).
Alkuperaisté jonoa voidaan siis hienontaa jonoksi
Zso > (2) > (6) > {0},

jonka uudet tekijat Cy ja C3 vastaavat alkuperiisen tekijan G tekijaryhmaa G/H
sekd normaalia aliryhméaé H.
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Epatriviaalilla dérelliselld ryhmaélld on aina kompositiojono. Téma loydetédan
ldhtemalld hienontamaan normaalia jonoa G > 1. Jokaisesta uudesta syntyvéasta
tekijastad H etsitadn aito epatriviaali normaali aliryhma K. Tama aliryhmaé noste-
taan kanonisen surjektion avulla alkuperdisen jonon jaseneksi, ja uusiksi tekijoiksi
saadaan K ja siihen liittyva tekijaryhmé H/K. Hienonnusta jatketaan niin kauan
kuin tekijoistd 16ytyy normaaleja aliryhmia. Lopulta tekijat ovat kaikki yksinker-
taisia, jolloin saatu jono on kompositiojono. Koska ryhmé on aérellinen, prosessi
paattyy varmasti.

Jos vaihdannaisella ryhmalld on kompositiojono, sen tekijat ovat yksinkertai-
sia vaihdannaisia ryhmié. Osoittautuu, etté tillaiset ryhmét ovat dérellisia sykli-
sia. ryhmid (), joiden kertaluku on alkuluku. Koska alkuperdisen ryhmén ker-
taluku on tekijoiden kertalukujen tulo, tésta kaikesta seuraa, ettd ddarettomdlld
vathdannaisella ryhmdalld ei voi olla kompositiojonoa. Toisaalta jokaisella darel-
liselld ratkeavalla ryhmalld on jokin kompositiojono, jonka tekijat ovat muotoa
C), silla vaihdannaisia tekijoitéd pilkkomalla on paddyttavé lopulta yksinkertaisiin
vaihdannaisiin ryhmiin.

Epévaihdannaisella darettomaélléa ryhmaélla voi olla tai olla olematta komposi-
tiojono. Esimerkiksi reaaliset 2 x 2-matriisit, joiden determinantti on 1, muodos-
tavat ryhmén SLa(R), ja télld on kompositiojono SLa(R) > {I, —=I} > {I}. Jonon
ensimmaéinen tekija on projektiivisten kuvausten ryhmé PSLy(R), joka on yksin-
kertainen (todistus sivuutetaan; katso esim. D. Robinson: A Course in the Theory
of Groups).

Toisaalta ryhmélld G x Z, missd G on miké tahansa epédvaihdannainen ryh-
maé, ei ole kompositiojonoa. Jos nimittéin olisi, voitaisiin tarkastella sen viimeis-
ta epitriviaalia termid G,_1. Nyt projektioryhma H = {(1,k) | (g,k) € Gn-1}
on normaali ryhméssd G,_1. Koska G,_1 on viimeinen epétriviaali termi, niin
H = G,,_;. Toisaalta H = mZ jollain m € Z, joten H ei ole yksinkertainen. TAma
on ristiriita.

5.3. Kompositiotekijoiden yksikisitteisyys. Ranskalainen matemaatik-
ko Camille Jordan todisti vuonna 1868, ettd &darellisen ryhmén kompositioteki-
joiden kertaluvut ovat yksikésitteiset, ja saksalainen Otto Holder tdydensi tulos-
ta vuonna 1889 ndyttamalla, ettd itse tekijat ovat isomorfiaa vaille samat. Tulos
pétee myos sellaisille ddrettomille ryhmille, joilla on kompositiojono. Ryhdytééan
seuraavaksi osoittamaan tatéd tulosta.

MAARITELMA 5.7. Ryhmén kaksi normaalia jonoa ovat ekvivalentit, jos niiden
kompositiotekijoiden vélilla on bijektio ¢, jolle patee p(A) = A.

Sen osoittamiseksi, ettéd tietyn ryhmén kaikki kompositiojonot ovat keskendén
ekvivalentteja, niytetdan, ettd kahdella normaalilla jonolla on aina ekvivalentit
hienonnukset. Koska kompositiojonoilla ei ole epétriviaaleja hienonnuksia, niiden
on itse oltava toistensa kanssa ekvivalentteja. Ensin on kuitenkin todistettava
seuraava tekninen aputulos.

LEMMA 5.8 (Zassenhausin perhoslemma). Olkoot A, B, X ja Y ryhmdin G
aliryhmia. Oletetaan, ettd A X ja B Y. Talldin

AXNB)<AXNY) ja BANY)<IB(XNY),
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ja lisdksi tekijaryhmille pdtee
A(
A(

nY) _ B(XNY)
NB) BANY)

12

X
X

Oheisessa Hassen kaaviossa ndkyvét lemmaan liittyvien ryhmien keskinéiset
sisaltyvyyssuhteet (ryhmét suurenevat ylhdalta alaspiin). Kaksoisviiva merkitsee
normaalia aliryhméé, ja yhdensuuntaiset kaksoisviivat viittaavat isomorfisiin te-
kijdryhmiin. Ylemmaét suunnikkaat (etusiivet) perustuvat suoraan ensimmaéiseen
isomorfialauseeseen. Alemmat suunnikkaat (takasiivet) puolestaan vastaavat lem-
man sisaltoa.

Kuva 11. Zassenhausin perhonen

TobisTus. Huomattakoon aivan aluksi, ettd koska A ja B ovat normaaleja
aliryhmid ryhmissd X ja Y, kaikki lemmassa mainitut tulot (kuten A(X NY))
ovat lemman 4.1 perusteella ryhmié.

Merkitddn D = (ANY)(X N B) ja osoitetaan, ettd

AXNY) ,XnY

AXNnB) D
Ensin todetaan, ettd koska A < X, niin ANY <X NY. Samoin XNBIXNY.
Tésta seuraa helposti, ettd myos tulo D = (ANY)(X N B) on normaali ryhméssi
XnY.

Maééritellaan f: A(X NY) — (X NY)/D kaavalla f(az) = zD, missd a € A
jaz € XNY. Tama f on selvésti surjektiivinen. Homomorfisuuden osoittamiseksi
otetaan alkiot a1,as € A ja 21,20 € (X NY). Koska A < X ja z; € X, ndhdéén
ettid z1as = a’z1 jollain a’ € A. Nyt

fla1z1 - agze) = f(arad - 2122) = (2122)D = 21D - 20D = f(ay21) f(az22),

joten f on homomorfismi.

Osoitetaan vield, ettd kuvauksen f ydin on A(X N B), jolloin haluttu tulos
seuraa homomorfialauseesta. Jos a € A ja z € X N B, niin erityisesti z € D, joten
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f(az) = D eli az € Ker f. Toisaalta, jos f(az) = D eli z € D, niin z = yx joillain
ye€ ANY jax e X N B. Talléin ay € A, joten az = ayzr € A(X N B). Néin ollen
Ker f = A(X N B).

Samalla tavoin voidaan osoittaa, ettd B(X NY)/B(ANY) = (XNY)/D, ja
lemman viite seuraa isomorfian transitiivisuudesta. O

LAUSE 5.9 (Schreierin hienonnuslause). Ryhmdn G milld tahansa kahdella
normaalilla jonolla on ekvivalentit hienonnukset.

TobisTus. Oletetaan, ettd G:114 on normaalit jonot
G=G G >-->G,=1
ja
G=HyH{>--->H,=1.
Edetédén lisdamalla ensimmaisesséd jonossa aina kahden jonon perakkéiisen jasenen

valiin “kopio” koko toisesta jonosta. Tarkemmin sanottuna, méaéritellddn aliryhmét
Gij = Gi+1(G; N Hj) kaikilla ¢ <n ja j < m. Nyt

Gi7j+1 =Gi1(Gi N Hj+1) < Git1(GinN Hj) = Gm‘.

Hj

Gi+'l
G

LJ

KuvaA 12. Hienonnuksen alkio

Asettamalla A = G411, X = G4, B= Hj41 jaY = Hj, saadaan Zassenhausin
lemmasta, ettd G; j11 < G ;. Lisdksi
Gio =Git+1(GiNG) = G ja Gim = Git1(GiN{1}) = Git1,
joten jono
Goo>Go1> > Gom-1>Giog> - DGro1og> - DGroim1 1

on jonon (G;) hienonnus. Samalla tavoin voidaan maaritella H; ; = H;j 1 (H;NG;),
jolloin saadaan jonon (H;) hienonnus

Hoo>Hi gD H, 10> Ho1&--- B Hyp1 > B> Hy g 1> 1.

Molemmat hienonnukset siséltédvat nm tekijaa. Tekijoiden vélille voidaan mééari-
telld bijektio G; j/Gi j+1 — H;j/Hit1 5, ja Zassenhausin lemman nojalla ndhdéaén,
ettd toisiaan vastaavat tekijat ovat isomorfiset. O

KOROLLAARI 5.10 (Jordanin—Hoélderin lause). Saman ryhmdn kaksi komposi-
tiojonoa ovat aina keskenddn ekvivalentit.

TobisTUus. Edellisen lauseen mukaan viitteen kompositiojonoilla on ekviva-
lentit hienonnukset. Kompositiojonon maéritelméan perusteella nédiden hienonnus-
ten uudet tekijat ovat kaikki triviaaleja, ja samoin kaikki hienonnusten triviaalit
tekijat ovat uusia (koska kompositiojonossa triviaaleja tekijoita ei esiinny). Tésté
seuraa, ettd alkuperdiset jonot olivat jo keskendan ekvivalentit. O
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Esimerkiksi sykliselld ryhmalla Zsp on muun muassa kompositiojonot
Zo> (3)y>(15)>1  ja  Zsor> (5) > (10) > 1.

Ensimmaéisen jonon kompositiotekijat ovat jarjestyksessd C3, Cs ja Co, ja toisen
jonon tekijat ovat Cs, Cy ja C3. Molemmissa on siis samat tekijét.

Jordanin-Ho6lderin lauseen avulla saadaan uusi karakterisointi dérellisen ryh-
mén ratkeavuudelle. Ratkeavalla ryhmalld on normaali jono, jonka tekijat ovat
vaihdannaisia. Aiemmin todettiin, ettd jos ryhmé on &dérellinen, sen vaihdannaisia
tekijoita pilkkomalla saatava kompositiojono sisdltdd vain syklisia tekijoita, joi-
den kertaluku on alkuluku. Toisaalta Jordanin-Hoélderin lauseen perusteella milla
tahansa tavalla tuotettu kompositiojono siséltda samat tekijat.

LAUSE 5.11. Adrellinen ryhmd on ratkeava, jos ja vain jos silli on normaali
jono, jonka tekijat ovat syklisia ryhmid, joiden kertaluku on alkuluku.

5.4. Adrelliset yksinkertaiset ryhmit. Koska jokaisella darelliselld ryh-
malld on kompositiojono, darellisten ryhmien teoriaa voidaan lahestyd komposi-
tiotekijoiden kautta. Tama lahestymistapa johtaa kahteen erilliseen kysymykseen:
minkalaisia ovat darelliset yksinkertaiset ryhmat, ja milla tavalla kompositioteki-
joisté voidaan saada selville koko ryhmén rakennetta koskevia asioita. Jalkimmaéis-
td kysymysta tutkii niin sanottu ryhmdlaajennosten teoria. Tarkastellaan erésté
tdhén liittyvaa esimerkkié.

ESIMERKKI 5.12. Ryhmilld S35 ja Zg on kompositiojonot
S>> Az > 1 ja Zer> (2) > 1.

Molempien jonojen tekijat ovat (jarjestyksessi) Cy ja Cs. Pelkéstdén kompositio-
tekijoisté ei voida siis péaatelld, mikd ryhmé on kyseessa. Téassé suhteessa ryhmén
kompositiojono poikkeaa kokonaisluvun alkutekijahajotelmasta.

Tekijoiden perusteella voidaan kuitenkin péaatelld ryhmasta jotakin. Oletetaan,
ettd ryhmalla G on kompositiojono G > H > 1, jonka tekijat ovat Cy ja Cs. TAmé&
tarkoittaa erityisesti sitd, ettd H = C3 ja C3 < G. Koska syt(2,3) = 1, aliryhmé
Cs ei voi sisdltad alkiota, jonka kertaluku on 2. Téllainen alkio kuitenkin 16ytyy
G:stéa (esimerkiksi Cauchyn lauseen perusteella), joten Cy < G ja CoNC3 = 1. Nyt
on kaksi mahdollisuutta: voi olla Cy <1 G, jolloin G = Cy x C3 = Zg (lause 4.2),
tai sitten Coy 4 G.

Vaikka Cs ei olisi normaali ryhméssa G, niin joka tapauksessa péitee G = CoCs,
koska C3 on normaali (lemma 4.1). Tdm4 rakenne on niin sanottu puolisuora tulo.
Puolisuorassa tulossa jokainen alkio voidaan esittdd yksikésitteisessd muodossa
ab, misséd a € Cy ja b € Cs. Lisdksi tdssd muodossa kirjoitettujen alkioiden tulo
saadaan kaavasta

(albl)(agbg) = (a1a2) (aQ_lble) .

Koko puolisuoran tulon rakenne riippuu siis tekijoiden rakenteen liséksi siitd, milla
tavalla ensimmaéisen ryhmén alkioilla konjugointi toimii toisessa. Triviaali konju-
gointi johtaa takaisin suoraan tuloon.

Esimerkin tapauksessa ei ole vaikea osoittaa, ettd mahdollisia epétriviaaleja
konjugointeja on vain yksi: jos 1 # a € Cy ja b € C3, niin “b = b~!. Ratkaisemal-
la tastd ryhmén kertotaulu ndhdéén, ettd kyseessd on itse asiassa Ss; esimerkiksi
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(12)(123) = (132). Nain on l6ydetty kaikki mahdolliset ryhmét, joiden kompositio-
tekijat ovat Cy ja Cs.

Jos kompositiotekijoiden kertaluvut eivat ole keskendén jaottomia, on myds
sellainen vaihtoehto, ettd ryhmaé ei ole lainkaan tekijoidenséd tulo. Tama tilan-
ne néhtiin jo aiemmin esimerkissé 5.2. Tallaisissa tapauksissa ryhméan rakenteen
selvittdminen voi johtaa hankaliin laajennosteoreettisiin kysymyksiin.

Adsrellisten yksinkertaisten ryhmien tunteminen on ensiaskel kaikkien dérellis-
ten ryhmien rakenteen selvittdmisessd. Téméan askeleen ottamisen aloitti jo Galois
todistamalla seuraavan tuloksen.

LAUSE 5.13. Alternoivat ryhmdt A, ovat yksinkertaisia, kun n > 5 tai n = 3.

Tobistus. (Hahmotelma.) Tapaus Az on selvé, joten oletetaan, ettd n > 5.
T&lloin 3-syklien konjugaattiluokka ei jakaudu ryhméssé A,,, joten kaikki 3-syklit
ovat keskenddn konjugaatteja. Lisdksi, jos H < A, niin H siséltdd kaikkien alkioi-
densa konjugaatit. Jos siis H sisaltda jonkin 3-syklin, sen taytyy sisdltaa kaikki
3-syklit. Toisaalta ei ole vaikea ndhdé, ettd 3-syklit virittdvit ryhméan A,, kun
n > 3. Lauseen tulos saadaan nyt kdymalla lapi erilaiset mahdolliset syklityypit
ja osoittamalla, ettd jos H sisédltda tietyn syklityypin permutaatioita, se sisaltaa
myo6s jonkin 3-syklin. O

KOROLLAARI 5.14. Alternoiva ryhmd A, on ratkeava, jos ja vain jos n < 5.

TobisTus. Olemme ndhneet, ettéd pienet alternoivat ryhmat ovat ratkeavia.
Toisaalta, jos n > 5, ryhmén As kompositiojonossa on vain yksi tekijé, ja se ei ole
vaihdannainen. g

Galois’'n jalkeen yksinkertaisia ryhmié l6ydettiin lisdé, ja erindisten vaiheiden
jalkeen 1980-luvulla alettiin uskoa, etté kaikki darelliset yksinkertaiset ryhmaét oli-
si 16ydetty. Tuloksen todistamiseksi koottiin yhteen satoja artikkeleja, joita jou-
duttiin korjailemaan ja paikkailemaan, mutta nykyisin ndyttda silta, ettd todis-
tuksessa ei pitéisi olla aukkoja. Kukaan yksittdinen ihminen ei ole sitd kuitenkaan
pystynyt tarkistamaan. Gorenstein, Lyons ja Solomon ovat aloittaneet projektin,
jossa he kokoavat todistusta yksiin kansiin, ja kyseisestd projektista on muodos-
tumassa yksitoistaosainen kirjasarja.

LAUSE 5.15 (Adrellisten yksinkertaisten ryhmien luokittelulause). Jokainen
adrellinen yksinkertainen ryhmd kuuluu johonkin seuraavista luokista.

1. sykliset ryhmdt Cp, missi p on alkuluku (ainoat vaihdannaiset ryhmdt)
2. alternoivat ryhmdt A,, missi n > 5

3.a. klassiset Lie-tyypin ryhmdt

3.b. poikkeukselliset Lie-tyypin ryhmdt
4. 26 sporadista ryhmdid (ainoa ddrellinen luokka)

Klassiset Lie-tyypin ryhmét ovat aérellisten vektoriavaruuksien erityyppisten
lineaarikuvausten muodostamia ryhmié, siis matriisiryhmié, tai oikeammin ndiden
ryhmien yksinkertaisia kompositiotekijoitd. Esimerkiksi ortogonaaliset ja unitaa-
riset ryhmat kuuluvat mainittuihin lineaarikuvausryhmiin. Poikkeukselliset Lie-
tyypin ryhmét ovat samantapaisella konstruktiolla saatavia matriisiryhmié, mutta
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niité esiintyy vain muutamaa tiettyd dimensiota olevissa vektoriavaruuksissa. Spo-
radiset ryhmét ovat ryhmié, jotka eivat kuulu mihink&an muista luokista. Niista
suurinta nimitetdin “hirvioryhmiksi”, ja sen kertaluku on kertaluokkaa 8 - 103



Renkaat ja modulit

Téassé osassa kasiteltavit renkaat ovat vaihdannaisia, ellei toisin mainita.

6. Ideaalit

Tekijarenkaassa nollan ekvivalenssiluokka on alkuperdisen renkaan ideaals.
Ideaalin késitteen otti kdyttoon Richard Dedekind (1831-1916), ja se pohjautuu
Ernst Kummerin (1810-1893) keksimiin “ideaalisiin lukuihin”. Késitteen synty on
jako ei onnistu, mutta toisinaan tdméa puute voidaan korvata jakamalla luvun vi-
rittdmaé ideaali niin sanottuihin alkuideaaleihin.

6.1. Maidritelma ja virittdminen. Ideaali on méaritelmdn mukaan ren-
kaan additiivisen ryhmén aliryhmé A, jolle pitee rA = Ar = A kaikilla renkaan
alkioilla r. Jos rengas ei ole vaihdannainen, puhutaan erikseen vasemman- ja oi-
keanpuoleisista ideaaleista (joille patee rA = A tai Ar = A), ja ideaalilla tarkoi-
tetaan sellaista aliryhméé, joka on seké vasemman- ettd oikeanpuoleinen ideaali.
Yhdistamalla aliryhmékriteeri seké ideaalisuusehto saadaan seuraava tulos.

LAUSE 6.1 (Ideaalisuuskriteeri). Renkaan R osajoukko A on ideaali, jos ja
vain jos

(I1) A#0
(I12) a —b € A kaikilla a,b e A
(I3) ra € A kaikilla a € A jar € R.

Renkaan osajoukon X virittdmaé ideaali on pienin ideaali, joka sisdltda joukon
X, jasitd merkitddn (X). Yhden alkion virittamaé ideaalia sanotaan pddideaaliksi.
Paidideaalit ovat aina muotoa (z) = {rz | r € R} (kun rengas on vaihdannainen).

MAARITELMA 6.2. Rengas R on pddideaalirengas, jos se on kokonaisalue ja
kaikki sen ideaalit ovat paiideaaleja.

Esimerkiksi kokonaislukujen rengas (Z, +, -) on padideaalirengas, silld sen kaik-
ki aliryhmét ovat muotoa nZ = (n).

Toinen esimerkki pédideaalirenkaasta saadaan yhden muuttujan polynomeis-
ta, joiden kertoimet ovat jossain kunnassa. Ensin tdytyy tarkistaa, ettd polynomi-
rengas on kokonaisalue.

LAUSE 6.3. Jos R on kokonaisalue, polynomirengas R[X] on kokonaisalue.

50
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TobisTus. On osoitettava, ettéd jos f ja g ovat nollasta poikkeavia polynome-
ja, niin tulo f - g # 0. Vakiopolynomeille timé seuraa suoraan siitd, ettd R on
kokonaisalue. Oletetaan siis, ettd f = ap, X" +---+apja g = b, X"+ -+ b
ovat joukon R[X] polynomeja, joista ainakin toinen ei ole vakio. Polynomien ker-
tolaskusddnnén mukaan tulon fg korkeimman asteen termi on a, b, X" ™. Jos R
on kokonaisalue ja a, ja b, ovat nollasta poikkeavia, niin my6s a,b,, on nollasta
poikkeava. Tulon aste on siis n+m > 0. Téaten tulo ei voi olla vakiopolynomi, eika
siis myoskéaéan nolla. Il

Ylldoleva lause pédtee myds useamman kuin yhden muuttujan polynomeille.
Todistus on aivan samanlainen, joten se sivuutetaan.

LAUSE 6.4. Jos K on kunta, polynomirengas K[X] on pddideaalirengas.

TobisTus. Oletetaan, ettd A on renkaan K[X| ideaali. Jos A siséltdd jonkin
vakiopolynomin a # 0, niin a='a = 1 € A4, jolloin A = R = (1). Toisaalta, jos
A = {0}, niin A = (0). Voidaan siis olettaa, ettd A # {0} ja A ei sisilld nollasta
poikkeavia vakiopolynomeja.

Valitaan A:sta polynomi g # 0, jonka aste on pienin mahdollinen (valttdméatta
siis positiivinen). Jos nyt f € A, niin polynomien jakoyhtdlon perusteella pétee
f = gq + r, missd r:n aste on pienempi kuin g:n. Toisaalta g:n aste on pienin
A:n nollasta poikkeavien polynomien joukossa, joten r = 0. Néin ollen f = gq, ja
koska tdmé patee kaikilla f € A, voidaan paitelld, ettd A = (g). Taten K[X] on
padideaalirengas. O

Useamman kuin yhden muuttujan polynomeille edellinen lause ei péde: esi-
merkiksi renkaassa K[X,Y] ideaali (X,Y) ei ole minkddn yhden polynomin f
virittaméa. Tamé johtuu siitd, ettd sekd X ettd Y ovat jaottomia. Jos nimittéin X
olisi muotoa ¢ f jollain g, niin joko f:n tai g:n téytyisi olla vakio. Edellinen tapaus
on mahdoton, silld (X, Y) ei sisilld vakioita, joten tiytyy olla g € K ja f = g1 X.
Kuitenkaan Y ei ole joukossa (g1 X).

Lause ei myoskdan péade, jos K ei ole kunta: renkaassa Z[X] ideaali (2, X)
ei ole péddideaali. Todistuksessa ongelma tulee vastaan siind, ettd vaikka 2 on
vakiopolynomi, silti 1 & (2, X).

6.2. Alkuideaalit ja maksimaaliset ideaalit. Alkuideaalin késite on kes-
keinen monissa renkaiden sovelluksissa. Maksimaaliset ideaalit puolestaan tuotta-
vat kuntia. Oletetaan seuraavassa, ettd R on rengas ja A sen ideaali.

MAARITELMA 6.5. Oletetaan, ettd A # R ja kaikilla z,y € R pétee:
josxy € A, niin x € A tai y € A.
Ideaalia A kutsutaan télloin alkuideaaliksi.

MAARITELMA 6.6. Ideaalia A kutsutaan maksimaaliseksi, jos A # R ja milldan
ideaalilla B ei pide A C B C R.

Alkuideaalin méaritelmd muistuttaa laheisesti kokonaisalueen maaritelmaa.
Yhteys paljastuu seuraavassa lauseessa.
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LAUSE 6.7. Olkoon R rengas ja A sen ideaali. Tdalloin

(a) A on alkuideaali, jos ja vain jos tekijirengas R/A on kokonaisalue
(b) A on maksimaalinen, jos ja vain jos tekijirengas R/A on kunta.

TobisTUs. Harjoitustehtéava. O

Lauseesta saadaan nyt suoraan seuraava tulos.
KOROLLAARI 6.8. Jokainen maksimaalinen ideaali on alkuideaals.

ESIMERKKI 6.9. Kokonaislukujen renkaassa kaikki ideaalit ovat muotoa (n)
jollain n € Z. Jos n = 0, niin (0) = {0} on alkuideaali, koska Z on kokonaisalue.
Oletetaan sitten, ettd n # 0. Jos nyt ab € (n) joillain a,b € Z, niin n jakaa tulon
ab. Jos n on alkuluku, sen taytyy télloin jakaa jompikumpi luvuista a ja b, joten
jompikumpi néistd on ideaalissa (n). Kééntéen, jos n = km, missd kumpikaan
luvuista k ja m ei ole 1 tai —1, niin km € (n), vaikka k ja m eivét ideaalin alkioita.
Lopputuloksena saadaan, ettd kokonaislukujen renkaassa (n) on alkuideaali, jos
ja vain jos n on alkuluku tai nolla.

Toisaalta, jos p on alkuluku eli (p) on alkuideaali, tekijérengas Z/(p) = Z, on
adrellinen kokonaisalue. Siksi se on kunta, joten ideaali (p) on my6s maksimaali-
nen. Voidaan siis paatelld, ettd ainoa Z:n alkuideaali, joka ei ole maksimaalinen,
on nollaideaali {0}.

Yleisemmin, piddideaalirenkaassa R jokainen nollasta poikkeava alkuideaali on
maksimaalinen. Jos nimittdin (x) # {0} on alkuideaali ja lisdksi (x) C (y), niin
x € (y), elix = ry jollain r € R. Télloin ry € (), mutta y & (x), joten alkuideaalin
méadritelmén perusteella r € (z). Edelleen r = sz jollain s € R, joten = ry = sxy
eli (1 —sy)x = 0. Koska R on kokonaisalue, ndhddin ettd sy = 1, misté seuraa

R = (y). Téten (z) on maksimaalinen.

ESIMERKKI 6.10. Olkoon K kunta, jolloin K[X] on padideaalirengas. Jos po-
lynomi (f) € K[X] on jaoton, sen virittdma ideaali on maksimaalinen. Jaottomuu-
della tarkoitetaan téssé sité, ettd f ei ole vakio, ja jos f = gh joillain g, h € K|[X],
niin toinen polynomeista g ja h on vakio.

Oletetaan viitteen todistamiseksi, ettd (f) C I jollain ideaalilla I. Koska K[X]
on péaaideaalirengas, patee I = (g) jollain g € K[X]. Nyt f € (g), joten f = gh
jollain h € K[X]. Koska f on jaoton, joko g tai h on vakio. Edellisessi tapauksessa
(9) = K[X], jalkimmaéisessd (g) = (f). Joka tapauksessa siis (f) on maksimaali-
nen.

Todistetaan seuraavaksi tulos, joka varmistaa alkuideaalien saatavuuden.

LAUSE 6.11 (Krull). Jokaisella epitriviaalilla renkaalla on maksimaalinen ide-
aali.

Lauseen todistus on perusesimerkki Zornin'® lemman kéytosta. Koska Zornin
lemma on luonteeltaan joukko-opillinen, on téssé yhteydessé hyvé hieman perehtyé
sithen liittyviin késitteisiin.

I3Max August Zorn (1906-1993) oli saksalaissyntyinen amerikkalainen matemaatikko.
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Zornin lemma on niin sanotun wvalinta-aksiooman toinen muotoilu, joka so-
pii hyvin erilaisten maksimaalisten rakenteiden olemassaolotodistuksiin. Valinta-
aksiooma puolestaan on joukko-opin aksiooma, jota tarvitaan esimerkiksi ei-mi-
tallisen joukon olemassaoloon tai joukkojen vilisten mahtavuuksien vertailuun.
Aksiooman mukaan mille tahansa epétyhjien joukkojen kokoelmalle voidaan maé-
ritelld kuvaus, joka antaa joukon arvoksi aina jonkin sen sisaltdmén alkion. Téal-
laista kuvausta kutsutaan yleensé wvalintafunktioksi.

Ongelma valinta-aksioomasta — tai yhtd hyvin Zornin lemmasta — riippuvissa
olemassaolotodistuksissa on se, ettd todistuksen tuottamasta joukosta tai raken-
teesta ei yleensi voida sanoa mitaan tasmaéllistd. Tassd mielesséd valinta-aksiooma
on sen naiivin joukko-opin perussdannoén vastainen, ettd jokaisesta alkiosta pitéisi
pystyé sanomaan, kuuluuko se annettuun joukkoon vai ei. Muun muassa'® tésti
syysté on yleensé tapana mainita erikseen, jos todistuksessa nojaudutaan johonkin
valinta-aksioomasta riippuvaan tulokseen.

Olkoon P jokin joukko ja < sen kaksipaikkainen relaatio. Tarkastellaan seu-
raavia ehtoja:

(J1) Jos a <bjab<c, niin a < ¢ (transitiivisuus).
(J2) Jos a <bjab < a,niin a = b (antisymmetrisyys).
(J3) Kaikilla a,b € P pétee a < b tai b < a.

Jos relaatio < on transitiivinen ja antisymmetrinen, niin paria (P, <) kutsutaan
osittaisjarjestykseksi. Jos myos ehto (J3) toteutuu, niin pari on taydellinen jdrjes-
tys eli lineaarijirjestys. Jos sekaannuksen vaaraa ei ole, osittaisjarjestykseksi tai
lineaarijarjestykseksi voidaan nimittad myos joukkoa P tai relaatiota <. Ketju on
osittaisjarjestyksen osajoukko, joka on relaation < suhteen lineaarijérjestys. Alkio
m € P on osajoukon A C P yldraja, jos kaikilla a € A pétee a < m. Alkio m on
maksimaalinen, jos ei ole olemassa alkiota a € P, jolle péatisi m < a.

LEMMA 6.12 (Zornin lemma). Oletetaan, ettd P on epdtyhja osittaisjarjestys,
jossa jokaisella ketjulla on yliraja. Tdlloin P sisdltdd maksimaalinen alkion.

ToDISTUS. Zornin lemma on yhtdpitédva joukko-opillisen valinta-aksiooman
kanssa. Todistus sivuutetaan (ks. esim. Enderton: Elements of Set Theory). [

LAUSEEN 6.11 ToDISTUS. Olkoon R epétriviaali rengas. Tarkastellaan kaik-
kien R:n aitojen ideaalien muodostamaa kokoelmaa P. Tamé on osittaisjarjestys
sisdltymisrelaation C suhteen. Lisdksi P on epétyhjé, koska se sisidltda vahintadn
nollaideaalin {0}. Osoitetaan, ettd jokaisella ketjulla on ylaraja téassi osittaisjér-
jestyksessa.

Olkoon A jokin ketju. Selvésti jokainen A:n alkio sisdltyy yhdisteeseen UA,
joten riittda osoittaa, ettd UA € P eli ettd UA on aito ideaali. Ensinnékin se on
epatyhjé, koska 0 € {0} € A. Oletetaan, ettd r € R ja a,b € UA. Nyt 16ytyy jotkin
ideaalit A ja B, joille pétee a € A ja b € B. Koska A on ketju, voidaan olettaa,

MToinen Syy on se, ettd valinta-aksiooman hyviaksyminen todistuksen ldhtékohdaksi voi
johtaa paradoksaaliselta vaikuttaviin tuloksiin. Erds tunnettu esimerkki on Banachin-Tarskin
paradoksi, jossa valinta-aksiooman avulla konstruoidaan suljetun kuulan jako &arellisen moneen
osaan, jotka uudelleenjirjestamalld saadaan kaksi alkuperdisen kokoista kuulaa.
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Kuva 13. Osa erdsté osittaisjirjestysta. Tassé jarjestyksessé patee
b < a, mutta alkiota x ei voi vertailla a:n tai b:n kanssa. Seké a
ettd b ovat molemmat ketjun C' ylarajoja, ja a on maksimaalinen
alkio.

ettd A C B. Talloin a,b € B, ja koska B on ideaali, my6s a — b € B ja ra € B.
Néin ollen

a—beUA ja racUA,

joten ideaalikriteerin perusteella UA on ideaali. Lisiksi UA # R, koska kaikilla
B € P pitee 1 ¢ B. Yhdiste UA on siis eréds ketjun A yliraja.

Zornin lemman perusteella joukossa P on maksimaalinen alkio, joka on samalla
haluttu maksimaalinen ideaali. OJ

Krullin lauseen todistusta hieman muuttamalla saadaan seuraava yleisempi
tulos. Se voidaan my6s johtaa seurauksena Krullin lauseesta.

KOROLLAARI 6.13. Jos A # {0} on renkaan R ideaali, niin on olemassa R:n
maksimaalinen ideaali, joka sisdltda A:mn.

Jos rengas R ei ole vaihdannainen, alkuideaalin méaritelmé muuttuu hieman.
Téssé tapauksessa sanotaan, ettéd ideaali A on alkuideaali, jos A # R ja kaikilla
ideaaleilla B ja C pétee

BCcA = BCA tai CcCA.

Té&ma ehto voidaan lausua alkioiden avulla niin, ettd jos bRc C A, niin b € A tai
¢ € A, kun b ja ¢ ovat mitd tahansa renkaan R alkioita. Vaihdannaisella renkaalla
tdméa palautuu aiempaan maéaéritelméén, silld jos bc € A, niin bre¢ = ber € A
kaikilla r € R.

6.3. Jakorenkaat ja lokalisointi. Jakorengas on rengas, johon on lisidtty
kéaanteisalkioita, jotta jakolasku tulisi mahdolliseksi. Menetelmé tuli osin tutuksi
jo erotusmonoidiesimerkin 1.5 yhteydessa. Téalla kertaa tarkastellaan yleisempéad
tapausta, jossa kddnteisalkiot lisdtdan vain valituille alkioille.

Olkoon R vaihdannainen rengas ja S jokin kertolaskun suhteen suljettu osa-
joukko, joka sisdltdd ykkosalkion. Tarkoitus on lisdtd renkaaseen R kaikkien S:n
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alkioiden kéénteisalkiot. Tarkastellaan karteesisen tulon R x S (joka ei yleensd
itse ole rengas) kaksipaikkaista relaatiota

(al,bl) ~ (ag,bg) <~ C(CleQ — agbl) =0 jollain c € S.

Taméa on sama ekvivalenssirelaatio kuin erotusmonoidiesimerkissé, nyt vain kir-
joitettu eri muotoon renkaan laskusddantéjen avulla. Tekijarakennetta (R x S)/~
nimitetdin renkaan jakorenkaaksi joukon S suhteen ja merkitain S—'R. Jakoren-
kaan alkiota [(a,b)]~. voidaan merkitd murtolukumuodossa a/b. Jakorenkaaseen
liittyy kanoninen kuvaus n: R — S™'R, missi a + a/1.

LAUSE 6.14. Seuraavat vditteet péitevit renkaan R jakorenkaalle S™'R:

(a) SR on vaihdannainen rengas, laskutoimituksina a/b - c/d = (ac)/(bc)
ja a/b+ c/d = (ad + be)/(bd).

(b) Kanoninen kuvaus n on rengashomomorfismi.

(c) Jos s € S, kuva-alkiolla n(s) € ST'R on kddnteisalkio.

(d) Kanoninen kuvaus n on injektio, jos ja vain jos S ei sisdlld nollanjakajia.

(e) ST'R on nollarengas, jos ja vain jos 0 € S.

TobisTUus. Harjoitustehtava. (|

Edellisesti lauseesta seuraa erityisesti, etti jos S = R\ {0}, jakorengas S™'R
on kunta. Jos lisiksi R on kokonaisalue, kuntaa S™!'R nimitetdén R:n osamddrd-
kunnaksi. Esimerkiksi Q on Z:n osaméiridkunta.

Tarkastellaan lopuksi jakorenkaisiin liittyvda prosessia, jota nimitetddn ren-
kaan lokalisoinniksi.

MAARITELMA 6.15. Rengasta, jolla on vain yksi maksimaalinen ideaali, kut-
sutaan lokaaliksi tai paikalliseksi renkaaksi.

Alkuideaalin avulla voidaan tuottaa paikallinen jakorengas.

LAUSE 6.16 (Lokalisointi). Olkoon R rengas ja P sen jokin alkuideaali. Tdlloin
S = R\ P on kertolaskun suhteen suljettu joukko, joka sisaltid ykkosalkion, ja
jakorengas Rp = S™'R on paikallinen rengas.

TobisTus. Koska P # R, ndhddin ettd 1 € S. Olkoot a,b € S. Jos tulo ab
ei olisi joukossa S, se kuuluisi alkuideaaliin P. Alkuideaalin méaritelméan mukaan
joko a € P tai b € P, mikd on mahdotonta. Tdten S on kertolaskun suhteen
suljettu.

Osoitetaan sitten, ettd joukko M = {a/b|a € P,b € S} on ideaali renkaassa
Rp. Koska 0 € P, ndhdédan ettd M # (). Olkoot sitten a/b,c/d € M jar/s € Rp.
Talloin ac—bd € P, koska P on ideaali, ja bd € S, koska S on kertolaskun suhteen
suljettu. Néin ollen

a ¢ ac—bd
v d- b <M
Samoin ra € P ja sb € S, joten
r oa ra
- -=—€cM.
s b sbe

Ideaalikriteerin perusteella M on ideaali.
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Niaytetdan lopuksi, ettd M on renkaan Rp ainoa maksimaalinen ideaali. Jos
A ¢ M jollain ideaalilla A, niin 16ytyy alkio a/b € A\ M. Téalléin a ¢ P, joten
a € S, mistd seuraa, ettd a/b on kiddntyvé alkio renkaassa Rp. Koska ideaali A
sisaltdaa kdantyvan alkion, se sisaltda automaattisesti myos ykkosalkion, ja on siksi
koko rengas. Tésté seuraa, ettd jokainen aito ideaali siséltyy ideaaliin M, joten M
on ainoa maksimaalinen ideaali. O

ESIMERKKI 6.17. Termin “lokalisointi” voi ymmaértia seuraavan esimerkin va-
lossa. Tarkastellaan polynomirengasta R = R[X1, ..., X,] ja tulkitaan polynomit
tavalliseen tapaan funktioiksi R” — R. Jos p on jokin piste avaruudessa R™, voi-
daan maéritelld ideaali

I(p) ={feR| f(p) =0}
Tama ideaali on alkuideaali, silld jos (fg)(p) = 0, niin joko f(p) = 0 tai g(p) = 0.
Lokalisoimalla voidaan muodostaa paikallinen rengas R, = Ry ().

Olkoon ¢ polynomi, jolle pitee g &€ I(p). Nyt g(p) # 0, ja koska g on funk-
tiona jatkuva, on olemassa pisteen p ymparisto, jossa g ei saa arvoa nolla. Tasta
seuraa, ettd renkaan R, alkiot ovat rationaalifunktioita f/g, missa f ja g ovat po-
lynomeja ja funktion arvo f(z)/g(z) on méiritelty, kun z sijaitsee jossain pisteen
p ympdristossd. Voidaan ajatella, ettd lokalisoinnilla on nédin muodostettu joukko
paikallisesti méaéariteltyja rationaalifunktioita.

Jos rengas ei ole vaihdannainen, tassa esitetyt kadnteisalkioiden lisdadmisme-
netelméat eivit sovellu sellaisinaan kaytettdviksi. Itse asiassa ei ole edes selvai,
ettd epavaihdannaisen renkaan alkioille ylipaddtaan voidaan lisatd kaanteisalkioi-
ta. Jakorengas-nimitysta kéytetddn kuitenkin myos epévaihdannaisessa tapauk-
sessa sellaisesta renkaasta, jossa jakolasku on mahdollinen. Tallaista rakennetta
voidaan toisaalta ajatella epdvaihdannaisena kuntana, ja silloin sitd nimitetaén
vinokunnaksi.
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7. Modulit

Vektoriavaruudet ovat vaihdannaisia ryhmié, joissa on méaritelty jonkin kun-
nan skalaaritoiminta. Hyviaksymaélld kerroinrakenteeksi kunnan sijaan rengas saa-
daan rakenne nimeltd moduli. Modulin késite on siis vektoriavaruuden yleistys,
mutta modulien teoria poikkeaa melko paljon vektoriavaruuksien teoriasta. Ylei-
selld modulilla ei esimerkiksi valttdmaétté ole kantaa, ja vaikka olisikin, kannan pi-
tuus ei ole valttamatté yksikésitteinen, jolloin dimensiota késitetté ei voida méaéri-
tella. Toisaalta jokaiselle vaihdannaiselle ryhmaélle voidaan méaritelld luonnollinen
modulirakenne, missa alkioita kerrotaan kokonaisluvuilla, mistd johtuen modulien
teoria on myos suurelta osin vaihdannaisten ryhmien teoriaa.

7.1. Modulit ja lineaarikuvaukset.

MAARITELMA 7.1. Olkoon R rengas. Vaihdannaista ryhméé (M, +), jossa on
maaritelty renkaan R lineaarinen toiminta, nimitetddn moduliksi. Renkaan line-
aarinen toiminta on renkaan kertolaskumonoidin (R,-) toiminta, joka toteuttaa
seuraavat ehdot kaikilla a,b € R ja z,y € M:

(M1) 1.z =

(M2) (ab).x = a.(b.x)

(M3) (a+b).x=ax+bx
(M4) a.(x +y) =a.x +a.y

Rengasta R kutsutaan modulin kerroinrenkaaksi, ja sen toimintaa skalaarikerto-
laskuksi.

Modulia, jossa kerroinrenkaana on R, voidaan nimittdd R-moduliksi. Aksioo-
mat (M1) ja (M2) méaéarittelevét renkaan kertolaskumonoidin toiminnan, aksiooma
(M3) kertoo, miten renkaan yhteenlasku suhtautuu téhén toimintaan, ja aksioo-
ma (M4) varmistaa, ettd toiminta on lineaarista (vrt. lineaarikuvauksiin). Mo-
dulin aksioomista voidaan helposti johtaa tuttuja laskusdéntoja, kuten 0.z = 0,
(—=1).x = —z jne. Yleensa toimintaa merkitdén yksinkertaisesti kertolaskuna jét-
tdmalla alkioiden vélistd piste pois.

Huomaa, ettd renkaan toiminnan olemassaolo pitda sisdlladn sen oletuksen,
ettd a.x € M kaikilla @ € R ja x € M. Tamé voidaan myos ilmaista sanomalla,
ettd modulin taytyy olla suljettu skalaarikertolaskun suhteen.

Téassd méaritelty renkaan toiminta on tarkasti ottaen renkaan vasen toiminta,
ja siksi téllaista modulia nimitetdan joskus vasemmaksi R-moduliksi. Vastaavasti
voitaisiin méaritelld oikeat modulit renkaan oikean toiminnan avulla.

Esimerkkeja moduleista:

e Jos K on kunta, jokainen K-vektoriavaruus on samalla K-moduli, silla
modulin aksioomat ovat talloin tdsmalleen samat kuin vektoriavaruuden
aksioomat.

e Rengas R on itse R-moduli, kun skalaarikertolaskuksi otetaan renkaan
oma kertolasku.



58 RENKAAT JA MODULIT

e Jokainen vaihdannainen ryhmé on Z-moduli, kun skalaarikertolaskuksi
méédritellddn monikerran ottaminen: n.x = nx = xz + -+ + = (n ker-
taa). TAmé& on itse asiassa ainoa tapa, jolla Z voi toimia vaihdannaisessa
ryhmaéssé, silla renkaan Z additiivinen ryhma on alkion 1 virittamaé, ja
toiminta médrdytyy talldin tédysin aksioomista (M1) ja (M3).

e Jaannosluokkarenkaiden 7Z, toiminta ryhméssd M on myos yksikésittei-
sesti maaratty: [k],.x = kz (monikerta). Jotta téllainen toiminta olisi
hyvin mééaritelty, tdytyy ryhméassa M péted nx = 0, eli jokaisen alkion
kertaluvun taytyy jakaa luku n. Tama toteutuu muun muassa silloin kun
|M| = n. Kuitenkin esimerkiksi Kleinin neliryhmé on Zz-moduli. Kun p
on alkuluku, rengas Z, on kunta, ja jokainen Z,-moduli on siis vektoria-
varuus.

e Olkoon K kunta. Kaikki K-kertoimiset n X n-matriisit muodostavat ren-
kaan M, (K), joka ei ole vaihdannainen. Tadmé rengas toimii matriisiker-
tolaskulla vasemmalta sarakevektorien avaruudessa K™ ja oikealta vas-
taavassa rivivektorien avaruudessa. Vektoriavaruutta K™ voidaan siis tar-
kastella joko vasempana tai oikeana M, (K )-modulina. Namé& kaksi struk-
tuuria ovat lisdksi tdysin samanlaiset.

e Renkaan R ideaalit ovat R-moduleja, kun kertolaskuna on renkaan oma
kertolasku. Ideaalit ovat samalla rengasmodulin R alimoduleja (mééri-
telméd seuraa). Alirenkaat sen sijaan eivéit yleensé ole alimoduleja, koska
ne eivat ole vakaita renkaan kertolaskutoiminnassa.

Olkoot M ja N joitain R-moduleja. Kuvausta f: M — N kutsutaan R-modu-
lihomomorfismiksi tai R-lineaarikuvaukseksi, jos se on skalaarikertolaskun séilyt-
tdva ryhméhomomorfismi, eli seuraavat ehdot péatevat kaikilla x,y € M ja a € R:

(L) flz+y)=flz)+ f(y)
(L2) f(a.x) =a.f(x).

Bijektiivisté lineaarikuvausta nimitetdéan lineaariseksi isomorfismiksi. Lineaariku-
vauksen ydin on sama kuin vastaavan ryhméahomorfismin ydin, eli nollan alkukuva.

Lineaarisuusehdot voidaan myos yhdistda yhdeksi lineaarisuuskriteeriksi, joka
on toisinaan kétevampi tarkistaa:

(LK) fl(ax+y) =a.f(z)+ f(y) kaikilla z,y € M ja a € R.

ESIMERKKI 7.2. Voidaan osoittaa, ettéd jos rengas R on vaihdannainen, kaik-
kien R-modulihomomorfismien M — N joukko on itse R-moduli, kun laskutoimi-
tukset méaritellaan pisteittain:

(f+9)(x) = fz)+g(x) ja  (a.f)(2)=a.f(z)

Tata modulia merkitaan Homp (M, N), tai jos kerroinrengas on selvé asiayhteydes-
ta, yksinkertaisemmin Hom (M, N). Tarkka todistus jatetaan harjoitustehtéaviksi.
Huomaa, etté ei ole edes itsestdén selvéd, ettéd lineaarikuvausten M — N joukko
on suljettu annettujen laskutoimitusten suhteen.

7.2. Ali- ja tekijamodulit. Modulin M alimoduli N on ryhmén M ali-
ryhmé, joka on vakaa kertolaskutoiminnan suhteen. Kaikilla x,y € N jaa € R
(kerroinrengas) téytyy siis pateéd seuraavat ehdot:
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(AM
(AM
(AM

Ehdot (AM1) ja (AM2) tulevat aliryhmékriteeristd. Ehdoista (AM1) ja (AM3)
seuraa, etta Op; € N.

1) N#0
2) x—y€EN
3) a.x € N.

Mielivaltaisten alimodulien leikkaus on aina alimoduli. Lineaarikuvausten ku-
vat ja ytimet ovat myos alimoduleja.

Olkoot A ja B kaksi modulin M alimodulia. Niiden summa on
A+B={a+b|lacAbe B}.

Tamé maaritelmé on additiivinen versio aliryhmien tulon mééritelméstd (katso
luku 4.1). Koska modulit ovat vaihdannaisia ryhmié, alimodulien summa on aina
aliryhmé. Se on samalla pienin aliryhmaé, joka sisdltdd summattavansa, mikéd voi-
daan ilmaista kaavalla A + B = (A U B). Lisdksi alimodulien summa on suljettu
skalaarikertolaskun suhteen, koska r(a+b) = ra+rb € A+ B pitee kaikilla a € A
jabe B.

Summaa voidaan yleistdd darettoman monelle alimodulille yll& mainitun viri-
tysominaisuuden avulla. Olkoon (M;);cr perhe!® modulin M alimoduleita. M&éri-
tellddn naiden alimodulien summa seuraavasti:

> M; = <U Mi> :
iel i€l

Toisin sanoen summa on sellaisten alkioiden x virittdméa aliryhma, joista kukin
sisdltyy johonkin alimoduleista M;. Summan alkiot ovat siis muotoa

Tiy + Tip + -+ Ty,

missé jokainen x;, sisdltyy johonkin alimoduliin M;, . Taéma voidaan ilmaista myos
sanomalla, ettd alkiot ovat summia > ,c; ;, missd x; € M; kaikilla ¢, ja x; = 0
lukuunottamatta &aédrellistd méarda indekseja ¢. Alimodulien yleinen summa on
aina alimoduli.

EsIMERKKI 7.3. Tarkastellaan reaalilukujen yhteenlaskuryhmaé Z-modulina.
Maéaritelldan kullakin alkuluvulla p joukko

M, = {n/p* | n € Z,k € N}.
Joukot M), ovat Z-modulin R alimoduleja. Méaritetaan ndiden alimodulien summa
S =3, Mp. Selvéstikin jokaisella p patee M), C Q, ja Q on modulin R alimoduli.
Téaten S C Q, koska S on pienin alimoduli, joka sisdltda kaikki modulin M,,.

Toisaalta jokainen rationaaliluku voidaan ilmaista summana > i, m;/ pfi, missé
osoittajat ovat kokonaislukuja ja nimittdjat alkulukujen potensseja. Siispd S = Q.

Modulin M miké tahansa alimoduli N on normaali aliryhmé, koska M on
vaihdannainen ryhmé. Aliryvhmén N suhteen voidaan siis muodostaa tekijaryh-
maé. Téstd tekijaryhméstd tulee samalla tekijdmoduli, silla sivuluokkien skalaari-
kertolasku

a(x+N)=ax+ N

15perheells tarkoitetaan kuvausta i — M; indeksijoukolta I johonkin alimodulien joukkoon.
Jos I = N, tdmé on sama kuin jono (Mo, M1, Ma,...).
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on automaattisesti hyvin méaaritelty. Jos nimittdin x = y + n jollain n € N, niin
ax = ay+an € ay+ N, silld an € N. Tekijadmodulia merkitdan tavalliseen tapaan
symbolilla M/N.

Tekijadmoduleille pitee samanlainen homomorfialause kuin ryhmille ja renkail-
le. Lisdksi Noetherin isomorfialauseet patevat myos modulien tapauksessa.

7.3. Modulien suorat summat ja tulot. Useimpien algebrallisten raken-
teiden tapauksessa kahden rakenteen karteesinen tulo on myds samantyyppinen
rakenne (kunnat ovat poikkeus téstd). Kahden R-modulin karteesista tuloa ni-
mitetddn suoraksi summaksi ja merkitddn M @ N. Se on R-moduli, joka koostuu
pareista (m,n), missi m € M jan € N. Useamman modulin tapauksessa summaa
voidaan merkita

ja sen alkioiksi tulevat n-jonot (mi,ma,...,my), missi m; € M; kaikilla i. Airet-
tomén indeksijoukon tapauksessa suoran summan méaritelméa poikkeaa karteesi-
sen tulon méaaritelméastd. Molemmat ovat kuitenkin R-moduleja, ja jalkimmaista
nimitetdan suoraksi tuloksi.

MAARITELMA 7.4. Olkoon (M;);er jokin perhe R-moduleita. Modulien M;
suora tulo koostuu alkioperheistd = (x;);cr, missé x; € M; kaikilla i. Suora tulo
on R-moduli, kun laskutoimitukset méaritellaan pisteittéin:

(z+y)i=zi+y  ja  (ax); = ax;.

Suoraa tuloa merkitddn [];c; M;.

Suoraan tuloon liitetdén kanoniset projektiokuvaukset m;: [[;c; M; — Mj, joil-
le pétee mj(x) = ;. Projektiokuvaukset ovat modulihomomorfismeja.

Modulien suora summa on nyt suoran tulon eris osajoukko. Oletetaan jélleen,
ettd (M;);er on jokin perhe R-moduleita.

MAARITELMA 7.5. Modulien M; suora summa koostuu alkioperheisté (z;)ier,
missd x; € M; kaikilla 7 ja lisdksi z; # 0 vain dérelliselld maaralla indekseji. Suora
summa on R-moduli, kun laskutoimitukset méaaritelldén pisteittdin kuten suorassa
tulossa. Suoraa summaa merkitdén @;c; M;.

Suoran summan alkiot ovat siis perheité, joissa vain &érellisen moni jasen on
nollasta poikkeava. Téllaista perhettd sanotaan ddrelliskantajaiseksi.

Suoraan summaan liitetdan kanoniset injektiot vj: M; — @;c; M;, joille pétee

1j(y) = (z4)icr, missé
{y, kun i =j
xTr; =

0 muuten.

Esimerkiksi jos indeksijoukko on I = {1,2,3,4} ja a € Ma, voidaan kirjoittaa
t2(a) = (0,a,0,0). Kanoniset injektiot ovat modulihomomorfismeja. Liséksi voi-
daan ndhd4, ettd jokainen suoran summan alkio (z;) voidaan kirjoittaa muodos-
sa >, ti(x;). TAma summa on &drellinen (oikeammin &érelliskantajainen), koska
x; = 0 darellistd indeksijoukkoa lukuunottamatta.
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Kanonisille injektioille patee seuraava lause, jota nimitetddn suoran summan
universaaliominaisuudeksi.

LAUSE 7.6. Olkoon (M;) jokin perhe R-moduleja. Oletetaan lisiksi, ettd N
on R-moduli ja p; on R-lineaarinen kuvaus M; — N jokaisella i. Tdlloin loytyy
yksikdsitteinen R-lineaarinen kuvaus 0: @; M; — N, jolle pdtee

pi="0o0y (7.7)
kaikilla i, eli seuraava kaavio kommutoi:

Pi

7
s
>\ //9

&, M;

M;

N

TobisTus. Jokainen suoran summan alkio z = (z;) voidaan kirjoittaa muo-
dossa x = >, ti(x;). Nain ollen, mikali 6 on lineaarinen ja toteuttaa ehdon (7.7),
taytyy kaikilla = € @@, M; patea

O(x) =146 (Z L,(JJZ)> = Z(G ou)(x;) = ngz(azz)

Tama kaava méaarittelee kuvauksen 6 arvot yksikéasitteisesti.

Osoitetaan sitten, etté ylld olevan kaavan avulla mééaritelty 6 toteuttaa lausees-
sa mainitut ehdot. On helppo néhdé, ettd 6 on R-lineaarinen. Lisdksi, jos y € M,
niin (¢j(y)); = 0 kaikilla ¢ # j. Taten kaikilla j patee

005 () = D_ il ():) = #5(v),
eli kuvaus 6 toteuttaa ehdon (7.7). O

Universaalisuudella tarkoitetaan sité, ettd aina kun késilla on perhe lineaariku-
vauksia johonkin tiettyyn moduliin, tdmé perhe voidaan korvata yhdelld kuvauk-
sella suorasta summasta kyseiseen moduliin. Modulien suora summa on ikdén kuin
“universaali” lineaarikuvausperhe (¢;), joka voidaan tdydentéé lineaarikuvauksel-
la # vastaamaan mité tahansa lineaarikuvausperhetta (¢;). Vastaavanlainen tulos
patee myos suoralle tulolle ja kanonisille projektioille.

LAUSE 7.8. Olkoon (N;) jokin perhe R-moduleja. Oletetaan lisiksi, ettd M
on R-moduli, ja p; on R-lineaarinen kuvaus M — N; jokaisella i. Talloin loytyy
yksikdsitteinen R-lineaarinen kuvaus 6: M — T[; N;, jolle péitee v; = m;00 kaikilla
i, eli oheinen kaavio kommutoi.

N;

TODISTUS. Sivuutetaan. O
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Ryhmié tutkittaessa oli hyodyllisté tietda, milloin tietty ryhmaé sattui olemaan
isomorfinen jonkin tuloryhmén kanssa. Myos moduleille saadaan vastaava tulos.

LAUSE 7.9. Olkoon (M;)icr perhe R-modulin M alimoduleja. Jos Y ; M; = M

ja Mi; Y2 My = {0} kaikilla i, niin M on isomorfinen suoran summan ; M;
kanssa.

TobisTus. Jokaisella ¢ voidaan maéaritelld inkluusiokuvaus ¢;: M; — M, mis-
sé @;(z) = x. Suoran summan universaaliominaisuuden perusteella 16ytyy eréds R-
lineaarinen kuvaus 6: @, M; — M, jolle pitee 0(i;(x)) = pi(z) = z kaikilla i ja
kaikilla = € M;. Osoitetaan, ettd 6 on bijektio.

Mi Pi ZZ Mi

N4
D; M;

Todetaan ensin, ettd jos z = (z;) € @, M;, niin

O(x) =10 (Z LZ($1)> = Z%(%) = sz

1

Surjektiivisuuden osoittamiseksi oletetaan, ettd y € M on mielivaltainen. Koska
M = >, M;, alkio y voidaan kirjoittaa &érellisend summana y = ), x;, missi
x; € M; kaikilla . Nyt z = >, ¢;(x;) on suoran summan €, M; alkio, ja ylla
todetun perusteella 6(z) = >, z; = .

Oletetaan sitten, ettd 0(z) = 0(y) joillain x,y € @, M;. Tamé tarkoittaa sita,
ettd Y, x; = Y_,; ¥i, eli toisin sanoen Y ,(z; — y;) = 0. Edelleen, jokaisella i pétee

(i —yi) = — Z(%’ = Yj)-
i#]
Yhtalon vasen puoli on alimodulin M; alkio, ja oikea puoli taas kuuluu summamo-
duliin Ei#j M;. Oletuksen mukaan naiden leikkaus on triviaali, joten erityisesti
x; —y; = 0. Koska tdmé péatee kaikilla ¢, saadaan x; = y; kaikilla 4, joten x = y.
Tamaé todistaa injektiivisyyden. O

Edellinen lause antaa perustelun sille, miksi modulien suorat summat ovat
yleensd algebrassa tédrkedmpid kuin suorat tulot. Ajatellaan esimerkiksi suoraa
tulomodulia [];c; R. Jos indeksijoukko on &dérellinen, kyseessé on tavallinen vek-
toriavaruus R". Téassa avaruudessa jokainen koordinaattiakseli on alimoduli, joka
koostuu muotoa ¢;(z) = (0,...,0,2,0,...,0) olevista jonoista. Avaruuden kaikki
pisteet puolestaan saadaan summaamalla koordinaattiakselien vektoreita. Koor-
dinaattiakselit ovat isomorfisia modulin R kanssa, ja edellinen lause ilmaisee vas-
taavuuden @, ¢;(R) = R".

Jos indeksijoukko kuitenkin on ddreton, avaruudessa [[;c; R = R’ on pisteité,
joita ei saada summaamalla koordinaattiakselien vektoreita yhteen. Alimodulien
summa Y, t;(R) on tilldin aito alimoduli, mika lauseen mukaan vastaa sita, etta
@, R on aidosti pienempi kuin suora tulo R’.
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Huomautus. Ryhméteoriassa vaihdannaisten ryhmien (G;,+) suora summa
konstruoidaan samalla tavoin kuin modulien suora summa. Suoraksi tuloksi nimi-
tetddn kuitenkin tdsmaélleen samaa konstruktiota siind tapauksessa, ettd ryhmén
laskutoimitusta merkitdan kertolaskuna. Kummassakin rakenteessa siis alkioina
ovat perheet (g;), joissa g; on 0 lukuunottamatta darellistd méadrad indekseja. Jos
tama Addrellisyysrajoitus jatetddn pois, saadaan modulien suoraa tuloa vastaava
rakenne, jota ryhmien tapauksessa kutsutaan rajoittamattomaksi suoraksi tuloksi
tai summaksi, laskutoimituksesta riippuen.
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8. Modulikonstruktioita

8.1. Vapaat modulit. Vektoriavaruuden tarkeimpid ominaisuuksia on, ettd
sen vektorit voidaan ilmaista yksikéasitteisesti kantavektorien yhdistelminé. Téssé
luvussa tarkastellaan moduleja, joilla on vastaava ominaisuus.

Olkoon X joukko R-modulin M alkioita. Mitd tahansa &&rellistd summaa
> oirixi, missd r; € R ja x; € X kaikilla ¢, kutsutaan joukon X lineaariseksi
yhdistelmdksi eli lineaarikombinaatioksi. Jos jokainen modulin M alkio voidaan
ilmaista joukon X lineaarikombinaationa, sanotaan, ettd X wvirittdd modulin M.
Edelleen, jos kullakin lineaarikombinaatiolla patee ), r;xz; = 0 ainoastaan siind
tapauksessa, ettd r; = 0 kaikilla ¢, sanotaan, ettd osajoukko X on lineaarisesti
riippumaton eli vapaa. Jos osajoukko ei ole vapaa, se on sidottu.

MAARITELMA 8.1. Olkoon M jokin R-moduli. Osajoukkoa B C M kutsutaan
modulin M kannaksi, jos B virittdd modulin M ja on lineaarisesti riippumaton.
Jos téllainen osajoukko 16ytyy, modulia M kutsutaan vapaaksi.

Vapaassa modulissa jokainen alkio voidaan esittéda kannan alkioiden lineaari-
kombinaationa. TA4mé esitys on lisdksi yksikésitteinen, silla jos Y, 7b; = >, rib;,
niin >, (r; — r})b; = 0, ja koska joukko B on vapaa, tdstd seuraa, ettd r; = r}
kaikilla 1.

Esimerkkeja vapaista moduleistas:

e Lineaarialgebran peruskurssilla on osoitettu, etta jokaisella direllisella
R-vektoriavaruudella on kanta, joten jokainen téllainen vektoriavaruus
on vapaa R-moduli. Sama todistus toimii milld tahansa kerroinkunnal-
la. My6s darettomilld vektoriavaruuksilla on kanta, mutta tdméan seikan
todistamiseen tarvitaan Zornin lemmaa.

e Mik4 tahansa rengas R on vapaa R-moduli, kantana yksi6 {1}. Yleisem-
min, tulomoduli R™ on vapaa, ja sen luonnollinen kanta koostuu alkioista
ei =(0,...,0,1,0,...,0) (ykkosalkio i:nnelld paikalla).

e Jos R on rengas, R-alkioisten n x m-matriisien joukko R™*™ on R-moduli,
laskutoimituksina matriisien yhteenlasku ja skalaarikertolasku. Luonnol-
lisen kannan muodostavat alkeismatriisit F;;, joissa on rivilld ¢ ja sarak-
keessa j renkaan R ykkosalkio ja muut alkiot ovat nollia.

e Vaihdannaista ryhméa kutsutaan vapaaksi, jos se on vapaa Z-modulina.
Rationaalilukujen joukko Q ei ole vapaa ryhmé. Myo6skadn jadnnosluok-
karyhmé Z,, ei ole vapaa, miké seuraa muun muassa alempana todistet-
tavasta lauseesta 8.4. Tuo lause osoittaa, ettd jokainen vapaa ryhmé on
isomorfinen ryhmisté Z koostuvan suoran summan kanssa; erityisesti siis
jokainen vapaa ryhmé on aéreton.

Vapaisiin moduleihin liittyy seuraava universaaliominaisuus. Sen mukaan jo-
kainen vapaassa modulissa mééaritelty lineaarikuvaus méaraytyy téysin kannan
alkioiden kuvien perusteella.

LAUSE 8.2. Olkoon M wvapaa R-moduli, jolla on kanta B, ja olkoon t: B — M
inkluusiokuvaus. Oletetaan lisiksi, ettd N on jokin toinen R-moduli jo f: B — N
on mikd tahansa kuvaus. Talloin on olemassa yksikdsitteinen R-lineaarinen kuvaus
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w: M — N, jolle pitee p(b) = f(b) kaikilla b € B, eli oheinen kaavio kommutoi.

Lisaksi

i) ¢ on injektitvinen, jos ja vain jos kuvajoukko fB on vapaa
ii) ¢ on surjektiivinen, jos ja vain jos kuvajoukko fB wvirittia modulin N .

TobisTUus. Jokaisella vapaan modulin alkiolla x € M on yksikéasitteinen esitys
x = Y ; r;b; kannan alkioiden lineaarikombinaationa. Jos ¢: M — N on lineaari-
kuvaus, jolle patee p(b) = f(b) kaikilla b € B, niin

p(z) = <Z Tibz'> = Zri%f?(bi) = Zm’f(bi)- (8.3)

Halutun lineaarikuvauksen on siis toteutettava ylla oleva ehto jokaisella x, joten
kuvaus on yksikéisitteinen, jos se on olemassa.

Toisaalta mikédén ei estd méaritteleméstd kuvausta ¢: M — N juuri ehdon
(8.3) avulla. On liséksi helppo tarkistaa, ettd kaavan >, r;b; — >, r; f(b;) méérit-
teleméd kuvaus on R-lineaarinen ja ettéd télle kuvaukselle pétee b — f(b) kaikilla
kannan alkioilla b. Nain saatava kuvaus siis toteuttaa vaaditut ehdot.

Lisavéitteiden todistaminen jatetdéan harjoitustehtévéksi. O

Kun rengasta R ajatellaan R-modulina, voidaan muodostaa suora summa
P;cr R, jota merkitéddn RY . Tamé on vapaa moduli. Sen luonnollinen kanta koos-
tuu alkioista e; = (0;5)icr, missd j € I ja

1, josi=
6ij:{

0 muuten.

Kannan alkiot ovat siis ykkosalkion kuvia kanonisissa injektioissa ¢;: R — €B; R.
Osoittautuu, ettéd jokainen vapaa moduli on isomorfinen téllaisen suoran summan
kanssa.

LAUSE 8.4. Jos M on vapaa R-moduli, niin M = RD jollain I.

TobisTtus. Olkoon B = {b;}ics vapaan modulin M kanta. M&éritelldén ku-
vaus f: B — RU) kaavalla f(b;) = e;. Universaaliominaisuuden 8.2 nojalla on ole-
massa R-lineaarinen kuvaus ¢: M — RU) | jolle pitee p(b;) = e; kaikilla i. Saman
lauseen loppuosan perusteella ¢ on bijektiivinen, koska joukko {e;} on modulin
RU) kanta. O

Nyt vapaan modulin universaaliominaisuus voidaan tulkita uudella tavalla:
Jokaista joukkoa I kohti voidaan konstruoida “universaali” R-moduli R). Téssa
modulissa joukon I alkio ¢ samastetaan yleensd luonnollisen kannan alkion e;
kanssa. Téll6in miké tahansa kuvaus f joukolta I johonkin R-moduliin N voidaan
laajentaa homomorfismiksi ¢: RY) — N.
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ESIMERKKI 8.5. Olkoon R rengas ja X jokin joukko. Samastetaan kukin alkio
z € X vapaan modulin R™X) kanta-alkion e, kanssa. Tilloin vapaan modulin
mielivaltainen alkio voidaan kirjoittaa muodollisena lineaarikombinaationa

E Ty = E Tz€yx-
x T

Talla tavoin minka tahansa joukon X péélle voidaan konstruoida modulirakenne,
jota kutsutaan joukon X wvirittdmdksi vapaaksi moduliksi.

Erityisesti, jos R = Z jan € R, alkiota nz voidaan pitdd x:n muodollisena mo-
nikertana. Télld tavoin saadaan joukon X virittdmé& vapaa vaihdannainen ryhmé.
Tassd ryhmaéssé joukon X alkioita voidaan lisdtd yhteen ja vihentda toisistaan.

Esimerkiksi algebrallisessa topologiassa torméataédn tilanteeseen, jossa joukko
X koostuu jonkin topologisen avaruuden T eradénlaisista yleistetyistd kolmioista
eli simplekseistd. (Ndaméa ovat tarkemmin sanoen euklidisten kolmioiden ja niiden
n-ulotteisten vastineiden, kuten tetraedrien, kuvia jatkuvissa kuvauksissa.) Va-
paassa ryhmissi Z(X) voidaan simplekseistd luoda erilaisia lineaarikombinaatioi-
ta, ja tatd ryhmaé tutkimalla saadaan tietoa avaruuden 7' rakenteesta.

8.2. Tensoritulot. Monet vektoriavaruuksissa méariteltavit tulot ovat line-
aarisia molempien tekijéiden suhteen, eli bilineaarisia. Jos vektorien tuloa merki-
tadn (z,y) — = @y, bilineaarisuus tarkoittaa siis sité, etté

(z+y)@z=202+y®z, (ax) @y = a(z ®y)
seki 2@ ((y+2)=2Qy+2Q 2, @ (ay) = a(z ®y).

Esimerkiksi tavallinen pistetulo = - y ja kolmiulotteisen reaaliavaruuden ristitulo
x X y ovat bilineaarisia tuloja. Seuraavassa yleistetaén bilineaarisen tulon késite
mielivaltaisille moduleille, ja tarkastellaan modulien tensorituloa, jossa voidaan
méaritelld erdénlainen universaali bilineaarinen tulo.

MAARITELMA 8.6. Olkoot M, N ja P kolme R-modulia. Kuvausta f joukolta
M x N moduliin P kutsutaan R-bilineaariseksi, jos se on lineaarinen molempien
komponenttien suhteen, eli kaikilla x,y € M, z,w € N sekd a € R péatee

(B1) f(z+y,2) = f(z,2) + f(y,2)
(B2) f(:E,Z—l—’LU) :f(x,z)—l—f(w,w)
(B3) flaz,z) = af(z,2)

(B4) f(z,az) =af(x,z).

Esimerkiksi reaaliavaruuden pistetulo on bilineaarinen kuvaus R x R” — R.
Yleisesséd tapauksessa modulien M ja N ei kuitenkaan tarvitse olla samat. Huo-
maa, ettd bilineaarisessa kuvauksessa pétevat kaavat f(x,0) = 0 ja f(0,y) = 0,
sillé esimerkiksi f(z,0) = f(z,0.0) = 0.f(z,0) = 0.

Olkoot M ja N mielivaltaisia R-moduleja. Ryhdytddn konstruoimaan modu-
lia T, jolle voidaan maédritelld bilineaarinen kuvaus M x N — T, (z,y) — x ® y.
Ideana on lahted liikkeelle modulista, jonka alkioita ovat parien (z,y) muodosta-
mat lineaarikombinaatiot. N&itd pareja voidaan pitdd muodollisina tuloina. Sen
jilkeen samastetaan alkioita niin, ettd bilineaarisuusehdot tayttyvét: esimerkiksi
jokainen pari (z + vy, z) samastetaan lineaarikombinaation (z, z) 4 (y, z) kanssa.
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Olkoon C vapaa R-moduli RM*N) Taméin modulin luonnollisen kannan muo-
dostavat alkioperheet e(, ., missa (xz,y) € M x N. Kuten tapana on, samastetaan
jokainen kanta-alkio vastaavan parin (z,y) kanssa. Talloin C' koostuu kyseisten
parien lineaarikombinaatioista, joiden kertoimet ovat renkaassa R. Tarkastellaan
seuraavia neljadd muotoa olevia lineaarikombinaatioita, misséd x,y € M, z,w € N
jaa€ R:

(+y,2) = (2,2) = (y,2)
(x,z +w)— (z,2) — (z,w)
(az,z) — a(z, 2)

(x,az) — a(z, 2).

Olkoon D se modulin C' alimoduli, jonka virittdvit ylld mainitut lineaarikombi-
naatiot.

MAARITELMA 8.7. Kahden R-modulin M ja N tensoritulo M ®r N on te-
kijamoduli C/D, missa C' = RMXN) ja D on edelld médritelty alimoduli. Jos
kerroinrengas on asiayhteydestéa selvé, tensorituloa voidaan merkitd myos M ® N.

Parin (z,y) ekvivalenssiluokkaa tekijamodulissa C'/D merkitdén z ® y. (TAma
on oikeastaan perheen e(, .y ekvivalenssiluokka, mutta tdmé perhe samastettiin
parin (z,y) kanssa.) Koska parit (z,y) virittdvit vapaan modulin C, niiden ekvi-
valenssiluokat virittaviat modulin C'/D. Jokainen tensoritulon M ® N alkio voidaan
siis esittdé alkioiden x ® y lineaarikombinaationa. Tensorituloon liittyy kanoninen
kuvaus n: M x N — M ® N, jolle pétee n(x,y) = z ® y. Kanoninen kuvaus on
R-bilineaarinen.

Tensoritulossa virittdjien  ® y lineaarikombinaatiot voidaan esittdd summina
ilman skalaarikertoimia. Jos nimittain r; € R, x; € M ja y; € N kaikilla ¢, niin

> rilzi@y) = (riwi) ®@ i,
i i
ja rix; € M kaikilla ¢. Tensoritulon yleinen alkio voidaan siis kirjoittaa muodossa
i Ti ® Y

ESIMERKKI 8.8. Oletetaan, ettd m ja n ovat keskendén jaottomia luonnollisia
lukuja, ja tarkastellaan Z-modulien Z,, ja Z, tensorituloa. Koska m ja n ovat
keskenaén jaottomat, 10ytyy kokonaisluvut a ja b, joille patee am+bn = 1. Tall6in
alkiolle T ® §j € Z, ®z Z,, pitee

TRY=(am+bn).(TRY)=am.(TR7Y)+ bn.(TR7)
=a.(mzRY)+b.(z@ny) =a.(0®y)+b.(x®0)=0.
Koska tensoritulon Z,, ®z Z, jokainen virittdjdalkio on nolla, tensoritulo on tri-
viaali moduli.

Tensoritulon ominaisuuksia todistettaessa ei ole yleensa tarpeellista palata ten-
soritulon méaritelméaén, vaan voidaan kayttad seuraavaa universaaliominaisuutta.

LAUSE 8.9. Olkoot M, N ja P joitain R-moduleja, ja olkoon f: M x N — P
jokin R-bilineaarinen kuvaus R-modulille P. Tdlléin on olemassa yksikdsitteinen
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R-lineaarinen kuvaus ¢: M @r N — P, jolle pitee p(x @ y) = f(z,y) kaikilla
x € M jay € N, eli oheinen kaavio kommutos.

M x N !

\ 7
/
7/
n P

M®RN

Tobistus. Koska parit (x,y), missd € M ja y € N, muodostavat vapaan
modulin €' = RM*N) kannan, voidaan f laajentaa lineaarikuvaukseksi g: C — P
yvksikésitteisesti vapaan modulin universaaliominaisuuden perusteella. Olkoon w
jokin tensoritulon konstruktiossa mééritellyn alimodulin D virittédjaalkio. Tall6in
g(u) = 0, koska f on bilineaarinen: esimerkiksi jos u = (ax,y) — a(x,y), niin

9(u) = g((az,y) — a(z,y)) = g(az,y) — ag(z,y) = f(az,y) — af(z,y) = 0.
Koska g(u) = 0 jokaisella D:n virittajalla u, niin D C Ker f. Siispa on olemassa
yksikésitteinen R-modulien homomorfismi ¢: C/D — P, jolle pétee g = ¢ o,
missd 7 on kanoninen surjektio. Nyt kaikilla (z,y) € M x N pétee @y = w(z,y),
joten

px@y) = p(r(z,y) = g9(z,y) = f(z,y).

M><Nf4>P

7 A
L - | @
.79

¢/p

™

Kuva 14. Lauseen 8.9 todistukseen liittyvd kommutoiva kaavio.
Ylakolmio saadaan vapaan modulin universaaliominaisuudesta ja
alakolmio modulien homomorfialauseesta. Kuvaus ¢ on inkluusio-
kuvaus, jan = mo .

O

ESIMERKKI 8.10. Universaaliominaisuuden perusteella joukolta Z,, X Z, ei ole
olemassa epatriviaalia Z-bilineaarista kuvausta millekdan modulille P. Jos néet
f: Zy X Zyn, — P on bilineaarinen, on olemassa lineaarikuvaus ¢: Z,, ®z Z, — P,
jolle p o = f. Aiemmin nahtiin, ettd Z,, ®z Z, = 0, joten kuvauksen ¢ tiytyy
olla nollakuvaus. Tésté seuraa, ettd myos f on nollakuvaus.

Seuraavassa lauseessa luetellaan joitakin tensoritulon ominaisuuksia.

LAuse 8.11. Olkoot M, N ja P kolme R-modulia. Télloin on olemassa seu-
raavat yksikdsitteiset R-modulien isomorfismit:

i) M®@N=ZN®M, missi TR Y — Yy x

ii) (M@N)@P=2M®(N®P), missé (R yY) @z =@ (Y x)
W) MON)@P=(M®P)®(N®P), missi (z,y) @z (z® 2,y ® 2)
iv) R®M =M, missé a @ x — a.x.

Vitmeisessd kohdassa rengasta R ajatellaan R-modulina.
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Tobistus. Todistetaan kohta (i) ja jatetddn muut harjoitustehtéaviksi. Maa-
ritellddn kuvaukset f: M X N - N@ M jag: N x M —- M ® N kaavoilla

fley)=y®z  ja  gly,z) =20y
Nama kuvaukset ovat selvésti bilineaarisia, joten lauseen 8.9 perusteella on olemas-
sa yksikasitteiset lineaarikuvaukset op: M QN — N M jayy: NOQM — M Q N,
joille pitee p(r @ y) = f(x,y) =y @ x ja p(y ® x) = g(y,x) = = ® y kaikilla
x € M jay e N. Lisdksi p o9 = id ja ¥ o ¢ = id, joten ¢ ja 1 ovat toistensa
kéadnteiskuvauksia ja siten isomorfismeja. O

Huomautus. Edellistd lausetta voi tulkita siten, ettd R-modulit muodostavat
ikdan kuin oman algebrallisen struktuurinsa, joiden laskutoimitukset & ja ® to-
teuttavat lauseessa mainitut kohdat (i)—(iv). Kertolaskun ® “neutraalialkio” on
kerroinrengas R.

Osoittautuu, ettd universaaliominaisuus méérittelee tensoritulon isomorfiaa
vaille tdydellisesti. Universaaliominaisuutta voidaan tdmén vuoksi kiyttds méari-
telmén sijasta tensorituloon liittyvissa todistuksissa.

LAUSE 8.12. Olkoot M, N ja @ kolme R-modulia, ja olkoon g jokin R-bilineaa-
rinen kuvaus M x N — Q. Oletetaan, ettd Im g virittid modulin Q) ja ettd seuraava
s@dnto on voimassa: jos f on mikd tahansa R-bilineaarinen kuvaus tulolta M x N
modulille P, niin on olemassa sellainen R-lineaarinen kuvaus ¢: Q — P, ettd
f=1vog. Tdlloin Q= M ®gr N, ja isomorfismille pitee g(x,y) — @ y.

TobisTus. Koska kuvaus g on bilineaarinen, tensoritulon universaaliominai-
suuden perusteella 16ytyy lineaarikuvaus ¢: M @ N — @, jolle pon = g. Toisaalta
kanoninen kuvaus 7 on bilineaarinen, joten oletuksen nojalla 16ytyy lineaarikuvaus
Y: Q — M ® N, jolle pétee p o g = 1.

M x N Q MxN—'sMeN

\ X \ ’
7/ 7/
/ 7/
n e g e

M®N Q

Osoitetaan, ettd ¢ on kuvauksen v kéédnteiskuvaus. Selvisti id = idygn on
R-lineaarinen kuvaus, jolle pétee idon = n. Toisaalta my6s ¥ o p on R-lineaarinen,
ja

(Yop)on=1thog=n.
Tensoritulon universaaliominaisuuden mukaan téllaisia kuvauksia voi olla vain yk-
si, joten id = v o .

M x N ! Mo N
\ y
n A:
Mo N

Olkoon sitten u € @ mielivaltainen. Koska kuvajoukko Im g virittdd modulin
@, voidaan kirjoittaa u = Y, g(z;, y;) joillain z; € M jay; € N. Toisaalta ndhdaén,
etta

(potp)og=ypon=g,
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joten

(pov)(u) =) (wot)(g(wi, ) Zg (@i, ) =
i
Néin ollen w o1 = id, ja ¢ on kuvauksen kaantelskuvaus. Siispd v: Q@ > M QN
on R-modulien isomorfismi, jolle patee ¢¥(g(x,y)) = n(z,y) =z @ y. O

ESIMERKKI 8.13. Olkoon R jokin rengas. Tarkastellaan vapaita tulomoduleja
R™ ja R™. Merkitdan symbolilla R™*™ joukkoa, jonka alkioita ovat R-kertoimiset
m X n-matriisit. Namé& matriisit muodostavat vapaan R-modulin. Sen luonnollisena
kantana ovat alkeismatriisit Fj;, joissa rivilla 7 ja sarakkeessa j on ykkosalkio ja
muualla 0. Alkioiden z = (x1,...,Zm) ja y = (Y1, -.,Yn) ulkotulo eli dyaditulo
g(z,y) maaritelladn matriisina

r1iyrs x1yz2 - T1lYn

T2yr X2Yy2 - X2Yn
g(z,y) = | . .

InYl TnpYyY2 - Tnln

Kuvaus g: R™ x R"™ — R™*™ on R-bilineaarinen.

Osoitetaan, ettd R™*"™ =2 R™ @ R™ kiyttadmalla lausetta 8.12. Selvésti Im g
virittdd modulin R™*", silld g(e;, ej) = E;;. Olkoon sitten f: R™ x R™ — P bili-
neaarinen kuvaus jollekin R-modulille P. Méaéaritelladn kuvaus ¢ alkeismatriiseilta
moduliin P seuraavasti:

P(Eij) = flei ej).
Vapaan modulin universaaliominaisuuden nojalla ¢ voidaan laajentaa yksikasit-

teiselld tavalla koko modulin R™*" lineaarikuvaukseksi. Jos A = (a;;) € R™*",
niin

= (Z aijEij> =Y aijf(ei €;).
2 i,

Taten

ley] 6276] (szezazy]e]) = f(x,y)

kaikilla (z,y) € R™ x R™. Siispd f = ¢ o g, joten lauseesta 8.12 saadaan, ettd
R™*"™ = R™ @ R™. Dyadituloa g(x,y) vastaa tensoritulo z ® y.

Nyt ndhdéén, etté reaaliavaruuksien tavalliset piste- ja ristitulo saadaan muok-
kaamalla universaalista tensoritulosta. Pistetulo z - y tulee matriisista A =z ® y
lineaarisella kuvauksella A — >, A;;, joka summaa yhteen kaikki lavistdjaalkiot.
Kolmiulotteisen avaruuden ristitulo puolestaan saadaan kuvauksella

A (Agz — As2, As1 — Ass, A1z — Aai),
joka my6s on R-lineaarinen.
Tarkastellaan lopuksi erdsté tensoritulon sovellusta, jota nimitetaén skalaarien

laajennukseksi. Olkoot R ja S renkaita, ja olkoon f: R — S rengashomomorfismi.
Nyt rengasta S voidaan ajatella R-modulina, kun skalaarikertolasku méaéritelldén
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kaavalla a.b = f(a) - b. Jos M on jokin R-moduli, niin voidaan muodostaa tenso-
ritulo
Mg =5S®prM.

Tamé tensoritulo on S-moduli, kun mééritellddn b'.(b ® z) = (b'd) ® x kaikilla
alkioilla b,b’ € S ja x € M. Sanotaan, ettd Mg on saatu modulista M skalaare-
ja laajentamalla. Usein R on itse asiassa renkaan S alirengas, ja f: R — S on
inkluusiokuvaus. Jos S = R ja f on identtinen kuvaus, niin M = M lauseen 8.11
perusteella.

LEMMA 8.14. Jos M = R", missi n € N, niin Mg ja S™ ovat isomorfisia
S-moduleina.

TobisTus. Harjoitustehtava. O

LAUSE 8.15. Oletetaan, etti R on kokonaisalue. Jos R™ ja R™ ovat isomorfisia
R-moduleja, niin m = n.

TobisTus. Ideana on laajentaa skalaarirengas kunnaksi ja kayttaa sitten di-
mension késitettd. Merkitddn M = R™ ja N = R ja oletetaan, ettd M = N. Ol-
koon K renkaan R osamiirakunta. (Osamédrdkunta on renkaan R:n jakorengas
joukon R\ {0} suhteen. Taméa on kunta, koska R on kokonaisalue.) Kunnasta K
saadaan R-moduli jakorenkaan kanonisen kuvauksen n: R — K avulla. Edellisen
lemman perusteella

K™ Mg = N 2 K™
Y1la olevat isomorfismit ovat K-vektoriavaruuksien isomorfismeja. Koska vekto-
riavaruuden dimensio on yksikésitteinen, patee m = n. Il

Edellinen lause pétee myos, jos R on miké tahansa vaihdannainen rengas ei-
k& siis valttaméatta kokonaisalue. Todistus on muuten samanlainen, mutta siiné
skalaarit laajennetaan eri kuvauksen avulla.
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9. Algebrat

Monissa sovelluksissa tormétdan moduleihin, joissa on modulirakenteen lisédksi
madritelty sisdinen bilineaarinen kertolasku. Esimerkiksi matriiseja voidaan pait-
si laskea yhteen ja kertoa luvuilla my6s kertoa keskendédn, ja matriisikertolasku
on yhteensopiva sekd yhteenlaskun etté skalaarikertolaskun kanssa. Téllaista ra-
kennetta nimitetddn algebraksi. Eri ldhteissd algebran maéritelméén saatetaan
lisdtéd oletuksia kertolaskun ominaisuuksista: sen voidaan esimerkiksi vaatia ole-
van liitdnndinen tai silla voidaan olettaa olevan neutraalialkio. Tédssd materiaalissa
oletukset pidetddn kuitenkin minimissaén.

9.1. Perusominaisuudet.

MAARITELMA 9.1. Olkoon R vaihdannainen rengas, ja olkoon A jokin R-
moduli, jossa on médritelty R-bilineaarinen kertolasku (z,y) — x -y kaikilla
x,y € A. Tillaista modulia A nimitetdén R-algebraksi. Jos kertolasku on lii-
tdnndinen tai vaihdannainen tai jos silld on neutraalialkio, algebraa kutsutaan
vastaavasti listanndiseksi, vathdannaisekst tai ykkosellisekst.

Algebrassa on siis kolme laskutoimitusta: yhteenlasku, kertolasku ja skalaa-
rikertolasku. Yhteenlasku on ryhmalaskutoimitus, osittelulait patevit molemmil-
le kertolaskuille, ja skalaarikertoimet menevat sisélle seké summiin etta tuloihin.
Yleensa kertolaskua merkitdan yksinkertaisesti xy jattdmalld piste pois. Samoin
skalaarikertolaskua voidaan merkitd a.x = az. Jos skalaarikertolaskun ja algebran
sisédisen kertolaskun sekoittuminen halutaan valttaé, voidaan niille kiayttaa eri mer-
kintoja. Esimerkiksi seuraavat laskulait pateviat missé tahansa algebrassa:

(a+b)x = azx + bz a(x-y) = (ax) -y =z - (ay)
(+y)z2=z-2+y-2 —(@-y)=(-2) y=2-(-y)
a(z +vy) =azx + ay Opx=04-2=2-04 =04.
(=1).z=—x

Liitdnnaisen ja ykkosellisen algebran kertolasku tayttda renkaan kertolaskun
ehdot, joten téllaista algebraa voidaan pitaa renkaana (ei valttamatta vaihdannai-
sena), jossa on lisdksi méaritelty skalaarikertolasku. Toisaalta jokainen vaihdan-
nainen rengas R on R-moduli oman sisédisen kertolaskunsa suhteen, ja vaihdannai-
nen rengas R onkin liitdnndinen, vaihdannainen ja ykkosellinen R-algebra.

v
xy

M

Kuva 15. Algebra on moduli M, jossa on mééritelty bilineaari-
nen kertolasku. Liitdnnéinen ja ykkosellinen algebra voidaan néh-
dd myo6s renkaana S, jossa on médritelty toisen renkaan skalaari-
kertolasku.
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Esimerkkeja algebroista:

e Olkoon R rengas. Neliomatriisien modulissa R™*™ voidaan méaéritelld tut-
tu matriisikertolasku, joka tekee kyseisestd modulista matriisialgebran.

e Polynomirenkaassa R[X1,...,X,] kerroinrengas R voidaan samastaa va-
kiopolynomien kanssa. T&lloin skalaarikertolasku voidaan maééaritelld sa-
malla sdannolla kuin polynomikertolasku, jolloin polynomirenkaasta tulee
vaihdannainen polynomialgebra.

e Olkoon R miké tahansa rengas, ei valttdméttd vaihdannainen. Niin kuin
ryhmien tapauksessa, R voidaan varustaa renkaan 7Z skalaarikertolaskul-
la n.a =a+---+ a (n kertaa). Jokainen rengas on siis Z-algebra. Ku-
ten ryhmilla, tdma on ainoa tapa, jolla Z voi toimia renkaassa R, joten
Z-algebrojen teoria vastaa renkaiden teoriaa.

e Kuten ylld todettiin, vaihdannainen rengas R on R-algebra. Yleisemmin,
jos R ja S ovat vaihdannaisia renkaita ja f: R — .S on rengashomomor-
fismi, niin S voidaan varustaa skalaarikertolaskulla a.b = f(a) - b. Télloin
renkaasta S tulee R-algebra.

e Jos K on kunta, jokainen K-algebra A on vektoriavaruus. Tall6in voidaan
puhua muun muassa algebran dimensiosta. Jos vektoriavaruudessa on
lisdksi médritelty jokin lisdrakenne, kuten normi tai topologia, voidaan
vastaavasti puhua normillisista tai topologisista algebroista.

e Kompleksilukujen kunta C on vektoriavaruutena samastettavissa tason
R? kanssa. Kompleksilukujen kertolasku on yhteensopiva avaruuden R?
vektorilaskutoimitusten kanssa, joten C on kaksiulotteinen R-algebra.

e Olkoon M jokin R-moduli. Modulin M siséisten lineaarikuvausten mo-
dulista Endgr(M) = Hompg(M, M) tulee R-algebra, kun kertolaskuksi
valitaan kuvausten yhdistaminen. Téatéd algebraa kutsutaan modulin M
endomorfismialgebraksi.

Algebrojen ali- ja tekijastruktuurit seké algebrojen véliset homomorfismit méaa-
ritelldan luonnollisella tavalla niin, ettd ne sailyttéavit sekd modulirakenteen etté
algebran kertolaskun.

MAARITELMA 9.2. Annetun R-algebran A alimoduli B on R-alialgebra, jos se
on modulin A alimoduli ja toteuttaa ehdon
r-yeB kaikilla z,y € B.
Alimodulia I kutsutaan R-ideaaliksi, jos

a-rel ja xz-a€cl kaikilla a € A ja z € 1.

Algebran A ideaalin I suhteen voidaan muodostaa tekijaalgebra A/I kuten
minké tahansa modulin yhteydessd. Tekijaalgebran kertolasku toteuttaa kaavan
(a+1)-(b+1)=ab+ I. Se, etta tekijarakenteen kertolasku on hyvin mééritelty,
voidaan todistaa aivan samoin kuin renkaiden yhteydessé, koska todistuksessa ei
kaytetd A:n kertolaskun liitAnnaisyytta eikéd ykkosalkiota.

MAARITELMA 9.3. Olkoot A ja B jotkin kaksi R-algebraa. Lineaarikuvausta
p: A — B kutsutaan R-algebrahomomorfismiksi, jos

olx-y) =) e(y) kaikilla z,y € A.
Jos A ja B ovat ykkosellisid, kuvaukselta ¢ vaaditaan lisiksi, ettd ¢(14) = 1p.



74 RENKAAT JA MODULIT

Algebrahomomorfismin ydin on ideaali, ja algebrahomomorfismeille patee sa-
manlainen homomorfialause kuin moduleille yleensa.

9.2. Algebrojen kannat. Jos jokin R-algebra on R-modulina vapaa, sitd
kutsutaan vapaaksi algebraksi. Vapaalla algebralla on siis kanta. Osoittautuu, etté
kannan alkioiden kertotaulu méaarittéda taysin koko algebran kertolaskun.

LAUSE 9.4. Olkoon A vapaa R-algebra, jolla on kanta B.

i) Algebra A on liitanndinen, jos ja vain jos (ab)c = a(be) kaikilla kannan
alkioilla a,b,c € B.
ii) Algebralla A on ykkésalkio 1, jos ja vain jos 1-a = a kaikilla a € B.
iii) Algebra A on vaihdannainen, jos ja vain jos ab = ba kaikilla a,b € B.

TobisTus. Tarkastellaan esimerkiksi kohtaa (iii) ja oletetaan, ettd kannan
alkiot ovat keskendén vaihdannaisia. Olkoot x,y € A mielivaltaisia alkioita. Ne
voidaan kirjoittaa kanta-alkioiden lineaarikombinaatioina muodossa x = >, z;b;
jay=2>_;y;b;. Algebrakertolaskun bilineaarisuuden avulla saadaan

voy = wbi )y =) wi (Zyj(bi ' bj)) = 2_@iy;(bi - b))
1 J ? J 3
= Zl‘iyj(bj . bl) = Zyj (Z l‘l(b] . bz)> = Zyjbj . Z$zbz =Yy-x.

Algebra on siis vaihdannainen. Huomaa, ettd ylla kéytettiin hyvéksi kerroinren-
kaan vaihdannaisuutta. Viitteen toinen suunta pétee selvésti, ja muut viitteet
todistetaan samalla tavalla. O

LAUSE 9.5. Olkoon A wvapaa R-algebra, jolla on kanta B. Oletetaan lisdkst,
ettd C on jokin toinen R-algebra, ja ¢: A — C' on R-lineaarinen kuvaus. Tdalloin
kuvaus ¢ on algebrahomomorfismi, jos ja vain jos kaikille kannan alkioille a,b € B

pitee (a-b) = p(a) - p(b).

TopisTus. Olkoot z =3, x;b; jay = 3_; y;b; algebran A mielivaltaisia alkioi-
ta. Koska kuvaus ¢ on lineaarinen ja algebrakertolasku on bilineaarinen, saadaan

o(x-y) = (Z iy (i - bj)) =Y miy; o(bi - bj) = szyj (0(bi) - ©(bj))

1]
= @ip(bi) - > _yielbs) = o(x) - o(y).
i J
Kuvaus ¢ on siis algebrahomomorfismi. Véitteen toinen suunta péatee selvasti. [

Olkoon A vapaa R-algebra, jolla on kanta B. Jokainen kannan alkioiden tulo
b; - bj voidaan kirjoittaa kannan alkioiden lineaarikombinaationa muodossa

bi-bj=>_ ckiby.
k
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Vakioita cfj € R (téssé k on yldindeksi, ei potenssi) kutsutaan kyseisen algebran
rakennevakioiksi kannan B suhteen. Kertolaskun bilineaarisuudesta seuraa, etta
rakennevakioiden tunteminen riittaéd algebran kertolaskun maéérittdmiseen, silla

szbl . Zyjbj = Z:czyj(b, . bj) = Z xiyjcfjbk. (96)
1 J %

i7j7k

Ylla oleva kaava antaa kannan alkioista muodostettujen lineaarikombinaatioiden
tulon yleisessd tapauksessa. Kdantden, rakennevakioiden perhe (ij) voidaan va-
lita kullakin ¢ ja j tdysin mielivaltaisesti, ja kaava (9.6) méadarittelee t&lloin erdén
bilineaarisen kertolaskun. Kiteytetddn ndméa havainnot seuraavaan lauseeseen.

LAUSE 9.7. Olkoon M wvapaa R-moduli, jolla on kanta B = {b;}icy. Olkoon
lisdksi (cfj)ke] jokin ddrelliskantajainen perhe renkaan R alkioita kaikilla i,5 € I.
Tdlloin modulissa M voidaan mddritelld sellainen yksikdasitteinen R-bilineaarinen
kertolasku, jonka rakennevakioiksi kannan B suhteen tulevat vakiot c,’fj

ESIMERKKI 9.8. Tarkastellaan kaksiulotteista reaaliavaruutta R2. Merkitaan
tamén avaruuden luonnollisen kannan vektoreita 1 = (1,0) ja ¢ = (0,1) ja méaéari-
telladn kantavektorien kertotaulu seuraavasti:

Kertotaulun perusteella syntyvéd R-algebra on selvésti ykkosellinen, liitdnnéinen ja
vaihdannainen. Tall4 tavoin méaaritelladn kompleksilukualgebra, joka on siis kaksi-
ulotteinen reaalikertoiminen algebra. Kompleksialgebran rakennevakiot on luetel-
tu alla olevassa taulukossa, missé on merkitty c;, = cqzy(2).

(zy) [ (1Y) (1i) (1) (6,9)
Ca:y(l) 1 0 0 -1
Cmy(i) 0 1 1

Koska kompleksialgebra on vaihdannainen ja jokaisella nollasta poikkeavalla
alkiolla on kéénteisalkio, kyseessa on kunta.

ESIMERKKI 9.9. Kvaterniot. William Hamilton'® 16ysi vuonna 1843 kertotau-
lun neliulotteiselle reaalikertoimiselle algebralle H, jonka hén risti kvaternioiksi'”.
Erityistd kvaternioalgebrassa on se, etté kaikilla alkioilla on kdédnteisalkiot, joten
jakolasku on mahdollista. Hamilton oli tyoskennellyt kauan tietynlaisen kolmiu-
lotteisen reaalialgebran 16ytamiseksi, kun hén ollessaan kévelylla Dublinissa dkkié
tajusi saavansa ideansa toimimaan, jos lisdisi mukaan neljdnnen ulottuvuuden.
Hén innostui keksinnostdédn niin, ettd kaiversi siltd seisomalta kvaterniokannan
kertolaskusdannot Broughamin sillan kiveykseen.

16William Rowan Hamilton, 1805-1865, irlantilainen fyysikko ja matemaatikko

17 uaternio = nelikks (lat.)
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Jos kvaternioalgebran kantaa merkitddn symboleilla 1, i, j ja k, kertotaulu
nayttaa talta:

10§k
11T @ j k
ili -1 k —j
jli —k -1
klk j —i —1

Kertotaulusta ndhdéén, ettd kvaternioalgebra on liitdnnédinen ja ykkosellinen. Li-
siksi jokaisella nollasta poikkeavalla alkiolla on kéénteisalkio: esimerkiksi (14 7) -
%(1 — j) = 1. Kvaternioalgebra ei kuitenkaan ole vaihdannainen, joten se ei ole
kunta. Sen sijaan sitd nimitetdén jakoalgebraksi (vrt. jakorengas). Kuten komplek-
sialgebrassa, jokainen ykkdsalkiosta poikkeava kanta-alkio on luvun —1 neliéjuuri.

Kvaternioita kaytettiin kolmiulotteisen reaaliavaruuden geometrian hahmot-
tamiseen ennen vektoriavaruuden késitteen syntyé; kvaternioiden avulla voidaan
muun muassa muotoilla piste- ja ristitulo seké kolmiulotteisen avaruuden kierrot.
Hamiltonin alkuperéisena tavoitteena olikin keksié algebra, jossa kolmiulotteisia
kiertoja voitaisiin kuvata kertolaskulla samaan tapaan kuin kompleksitasossa.

Normillinen algebra on sellainen, jonka taustalla olevassa vektoriavaruudessa
voidaan mééritelld kertolaskun kanssa yhteensopiva normi. (Esimerkiksi komplek-
silukujen tavallinen normi on |z + yi| = /22 + y2.) Voidaan osoittaa, ettd nor-
millisia reaalisia jakoalgebroja on isomorfiaa vaille olemassa vain nelji: reaalilu-
vut R, kompleksiluvut C, kvaterniot H sekéd oktonioalgebra O, joka on kahdek-
sanulotteinen epaliitdnnainen jakoalgebra. Jos oktonioalgebran kantaa merkitaén
{1,%0,...,46}, niin +ig on luvun —1 nelidjuuri jokaisella k.

k

Kuva 16. Kvaternioiden ja oktonioiden kertotaulut

Kvaternioiden ja oktonioiden kanta-alkioiden kertotaulut kédyvét ilmi oheises-
ta kuvasta. Kahden kanta-alkion tulo on kolmas samalta viivalta 16ytyva alkio.
Nuolen suunta kertoo tulon etumerkin. Esimerkiksi kvaternioilla péatee j-i = —k,
ja oktonioilla on voimassa g - 11 = i3 ja i1 - 14 = —i2.

9.3. Ryhmai- ja monoidialgebrat. Olkoon (G, *) jokin ryhmé, ja olkoon
R rengas. Tarkastellaan vapaata R-modulia R(%). Tamén modulin luonnollisen
kannan muodostavat alkiot ey, missd g € G, ja kukin ndistd voidaan samastaa
ryhmén alkion g kanssa. Koska kannan alkiot téalloin kuuluvat ryhméaén G, niille
voidaan maéritelld luonnollinen kertolasku.
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MAARITELMA 9.10. Ryhmdalgebra RG on vapaa R-moduli R(¢) varustettuna
bilineaarisella kertolaskulla, joka toteuttaa ehdon g - h = g * h kaikilla kannan
alkioilla g, h € G.

Kahden ryhmaéalgebran mielivaltaisen jésenen tulo on
Zaigi . ijhj = Zaibj(gi * h])
i J ,J

Ryhmaéalgebrat ovat liitdnnaisid ja ykkosellisid, mikéd seuraa ryhmékertolaskun
ominaisuuksista ja lauseesta 9.4. Samanlainen konstruktio voidaan tehdé ldhtien
liikkeelle ryhmén sijaan monoidista, jolloin tuloksena on monoidialgebra.

ESIMERKKI 9.11. Ryhmien esitysteoriassa tutkitaan homomorfismeja annetul-
ta ryhméltd G jonkin vektoriavaruuden V kéédntyvien lineaarikuvausten ryhméén
GL(V). Téllainen kuvaus méérittelee ryhmén G lineaarisen toiminnan avaruudes-
sa V, ja sitd kutsutaan ryhmén esitykseksi avaruudessa V. Esityksistd — kuten
toiminnoista yleensédkin — on se hyoty, ettd niitd tutkimalla saadaan paljon tietoa
ryhmén rakenteesta.

Nykyisin on tapana siséllyttda esitysteoria modulien teoriaan kayttamalla hy-
vaksi ryhmaéalgebran késitettd. Olkoon V' jokin K-kertoiminen vektoriavaruus, ja
olkoon ¢: G — GL(V) ryhm&homomorfismi, jolloin ¢(g) on kadédntyva lineaariku-
vaus jokaisella g € G. Koska ryhméalgebra KG on liitdnndinen ja ykkosellinen,
sitd voidaan pitdéd renkaana, joka ei kuitenkaan ole vaihdannainen, ellei G ole vaih-
dannainen. Avaruuteen V voidaan nyt méaritelld renkaan K G kanta-alkioiden va-
semmanpuoleinen toiminta kaavalla

g-x = p(g) ().
Laajentamalla tdmé toiminta lineaarisesti koko renkaan K'G vasemmaksi toimin-
naksi avaruudesta V tulee vasen K G-moduli.

Jokaista esitystéd ¢ vastaa nyt yksikésitteisesti jokin K G-moduli, ja esitysteo-
riasta tutut késitteet voidaan ilmaista modulikéasitteiden avulla. Esimerkiksi esitys
on jaoton, jos ja vain jos vastaavalla modulilla ei ole aitoja epatriviaaleja alimodu-
leja, ja kaksi esitystéd ovat keskendédn ekvivalentit, jos ja vain jos vastaavat modulit
ovat isomorfiset.

9.4. Polynomialgebrat. Polynomit muodostavat renkaita, joissa voidaan
madritelld luonnollinen skalaarikertolasku. Téhén asti polynomeja on kasitelty
tdssd materiaalissa varsin epamuodollisesti. Esitetdén tédssd yhteydessa eréds ta-
pa konstruoida muodollisesti R-kertoiminen polynomialgebra. Konstruktio toimii
samalla esimerkkind vapaiden modulien kaytosta.

Olkoon R rengas ja I = {1,2,...,n} ddrellinen indeksijoukko. Ruvetaan méaa-
rittelemddn polynomialgebraa R[X1,...,X,], joka koostuu R-kertoimisista n:n
muuttujan polynomeista. Tarkastellaan ensin tulomonoidia M, = N™, joka koos-
tuu jonoista v = (v1,...,1y,), missd v; € N jokaisella i. Jonojen yhteenlasku méé-
ritelldan pisteittain.

Monoidi M, sisdltda konstruoitavan polynomialgebran monomit. Ryhdytéan
kirjoittamaan mielivaltainen alkio v = (v1,...,vy,) € M, muodossa

XV = XV XY XU,
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Jokaisesta jonon v komponentista v; tulee siis muuttujan X; muodollinen ekspo-
nentti. Jos jokin »; on nolla, voidaan vastaava X! jéttdi merkitsemitti tuloon.
Talloin X = X, missd ¢, = (0,...,0,1,0,...,0) (ykkonen i:nnelld paikalla).
Kahden jonon p ja v summa vastaa nyt muodollista vaihdannaista tuloa:

m +y= Xu—&-u — X{Ll+U1X5L2+V2 L. Xﬁn—f—un‘
Esimerkiksi (2,1,0) + (0,1,1) = X X5 - Xo X3 = X?X3X3.

Tarkastellaan sitten monoidialgebraa Pr(I) = RM,. Sen alkioina ovat monoi-
din M,, alkioiden R-kertoimiset lineaarikombinaatiot

Zal,X”, missd a, € Rjav e M,.
v

Kanta-alkioiden kertolasku saadaan monoidin M,, laskutoimituksestas:
XH. XY = XHTY = Xflﬂl co Xnthn

ja kahden yleisen alkion tulo on

> ay XV b X =Y ayb, XV
v I v,
Huomaa, etté algebraan siirryttdessd monoidin yhteenlasku muuttuu algebran ker-
tolaskuksi ja samalla monoidin nolla-alkiosta X% = (0,...,0) tulee algebran yk-
kosalkio.

MAARITELMA 9.12. Monoidialgebra Pr(I) on R-kertoiminen n:n muuttujan
polynomialgebra. Se on liitdnnédinen, vaihdannainen ja ykkosellinen R-algebra, ja
sitd merkitdan R[X1,..., X,]. Monoidin M,, alkioita kutsutaan monomeiksi.

Polynomialgebra koostuu monomien lineaarikombinaatioista. Tyhji lineaari-
kombinaatio on algebran nolla-alkio, ja sitd nimitetadn nollapolynomiksi. Ykko-
salkio on monoidin M, nolla-alkio X° = (0,...,0). Monomin X" aste on ekspo-
nenttien summa ), ;, ja polynomin aste on suurin sen siséltdmén monomin aste.
Nollapolynomin asteeksi mééritelliin —oc. Esimerkiksi monomin X3 X3 aste on
5+ 1 = 6. Polynomin f astetta merkitdan deg(f).

Polynomia, jonka aste on 0 tai —oco, nimitetdan vakiopolynomiksi tai vakioksi.
Kuvaus n: a — aX" on bijektio renkaan R ja vakiopolynomien vililli, ja sen avulla
kerroinrengas voidaan samastaa vakioiden kanssa. Kuvaus n on myos rengasho-
momorfismi, mistd seuraa, ettd renkaan skalaarikertolasku yhtyy vakiopolynomien
kertolaskuun. Erityisesti  kuvaa renkaan ykkdsalkion algebran ykkosalkioksi.

Polynomialgebralle patee seuraava universaaliominaisuus.

LAUSE 9.13. Olkoon R rengas ja A jokin liitanndinen, vaihdannainen ja ykko-
sellinen R-algebra. Olkoon lisiksi (x1,...,xy) jono A:mn alkioita. Tdlldin on ole-
massa yksikasitteinen algebrahomomorfismi ¢: R[X1,...,X,] — A, jolle pitee
o(X;) = x; jokaisella i.

TobisTus. Koska algebra A on liitdnnéinen ja ykkosellinen, se on kertolas-

kunsa suhteen monoidi. Méaaritelladn kuvaus g: M, — A kaavalla

gX") = oyt

n
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Kuvaus ¢ on monoidihomomorfismi monoidilta M,, algebran A multiplikatiiviselle
monoidille, silla

g(XH - XV) = g(XIHY) = gl

= (2" eafr) - (@) = g(XP) - g(XY),

n
ja g(X%) =2y 29 = 1,4. (Téssi kilytettiin hyviiksi Am vaihdannaisuutta.)

Koska R[X1,...,X,] on vapaa moduli, jonka kanta on M, vapaan modulin
universaaliominaisuudesta seuraa, ettd on olemassa yksikésitteinen R-lineaarinen
kuvaus ¢: R[X1,...,Xn] = A, jolle pitee o(X") = ¢g(X¥) kaikilla X¥ € M,.
Lauseen 9.5 nojalla lineaarikuvaus ¢ on lisdksi algebrahomomorfismi, silla kannan
alkioilla pétee

(X7 XH) = g(XY - XH) = g(XY) - g(XF) = p(X) - o(XH).
Liséksi jokaisella i patee ¢o(X;) = g(X®) = x;.
Olkoon sitten ¢’ toinen algebrahomomorfismi, joka toteuttaa lauseen oletuk-
set. Koska ¢’ siilyttaé kertolaskun, taytyy patea
(XY = (X1 Xy = (K)o () = 2ttt

n

Niin ollen kuvaukset ¢’ ja ¢ yhtyviat monoidin M,, alkioilla, joten ¢:n yksikésit-
teisyydesté seuraa ¢’ = . O

MAARITELMA 9.14. Edellisen lauseen kuvausta ¢ kutsutaan algebran A al-
kioihin 1, ..., z, liittyviksi sijoitushomomorfismiksi. Polynomin f = Y, a, X"
arvo sijoitushomomorfismissa on

e(f) =D aa™ - -a.
v
Tata arvoa merkitddn myos f(z1,...,%n,).

Sijoitushomomorfismin avulla voidaan maéritelld algebran A polynomifunktio
(x1,...,2n) — f(z1,...,2,). Téssd kohdassa on syytd huomata ero polynomin ja
sen méArdimin polynomifunktion vililli. Olkoon esimerkiksi f = X2+ X € Zy[X].
Nyt f ei ole nollapolynomi, mutta f(x) = 0 kaikilla € Zg, eli f:n maardama
funktio algebrassa Zs on nollafunktio.

Jos ¢: R[X] — A on alkioon a € A liittyva sijoitushomomorfismi ja ¢(f) =0,
alkiota « nimitetddn polynomin f juureksi. Polynomifunktion kasitteen avulla
ilmaistuna « on polynomin f juuri, jos se on funktion =z +— f(z) nollakohta eli

fla)=0.
Téssé luvussa madriteltiin polynomit dérellisen muuttujajoukon suhteen. On
my6s mahdollista valita indeksijoukko I &arettoméksi. T&ll6in monomimonoidi

M; = NU koostuu alkioperheisti, joissa on vain ddrellinen mééira nollasta poik-
keavia alkioita. Muuten konstruktio etenee aivan samalla tavalla.

9.5. Lien algebrat. Lien algebrat tarjoavat tdrkeén esimerkin epéaliitdnnéi-
sista algebroista. Useimmiten Lien algebrat esiintyvéit Lien ryhmien yhteydessa,
jotka puolestaan kuvaavat jatkuvien objektien symmetrioita; erds esimerkki on
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ympyran symmetriaryhmaé. Lien ryhmilld on paljon kdyttoa paitsi puhtaan mate-
matiikan puolella my06s teoreettisessa fysiikassa. Toisaalta Lien algebroja kéyte-
tddn myos muun muassa Lie-tyypin dédrellisten yksinkertaisten ryhmien tutkimi-
seen.

MAARITELMA 9.15. Olkoon £ jokin K-vektoriavaruus. Oletetaan, ettd ava-
ruudessa £ on madritelty bilineaarinen tulo (x,y) — [zy], jolle patee

(LA1) [zz] = 0 kaikilla xz € £
(LA2) [z[yz]] + [y[zzx]] + [z[zy]] = 0 kaikilla z,y, 2z € £.

Talloin avaruutta £ kutsutaan Lien algebraksi.

Ehtoa (LA1) nimitetdén alternoivuudeksi ja ehtoa (LA2) Jacobin identiteetiksi.
Lien algebran kertolasku ei yleensé ole liitdnnéinen eiké vaihdannainen. Sen sijaan
ehdon (LA1) ja kertolaskun bilineaarisuuden perusteella pétee

0=[(z+y)(z+y)] = [zz] + [xy] + [yz] + [yy] = [zy] + [yz],

mista seuraa
(LAY [zy] = —[yz] kaikilla z,y € V.

Viimeksi mainittu ehto on nimeltdan antisymmetrisyys. Jos kerroinkunnan karak-
teristika ei ole 2, ehdot (LA1) ja (LA1’) ovat yhtépitavid: talloin nimittdin ehto
(LA1) saadaan asettamalla = = y yhtélossa [zy] = —[yx].

Liitdnnaisten algebrojen avulla voidaan tuottaa runsaasti esimerkkejd Lien

algebroista. Olkoon A jokin liitdnndinen K-algebra, esimerkiksi K-kertoimisten
nelidmatriisien muodostama algebra. Lien kommutaattori maéritelladn kaavalla

[z,y] = zy — yz kaikilla z,y € A.

Algebrasta A tulee Lien algebra kertolaskun (z,y) — [z,y] suhteen. Tamé kerto-
lasku on nimittédin selvésti bilineaarinen, ja sille patee ehto (LA1). Jacobin iden-
titeetin tarkistamiseksi todetaan, etté

[z, ly, 2l] = [z,y2z — 2] = (zyz — w2y) — (yzx — zyx)
[, [z,2]] = [y, 22 — x2] = (yzz — yx2) — (20y — 22Y)
(2, [z, y]] = [z, 2y — ya] = (z2y — 2yz) — (vy2z — yaz).
Kun lasketaan ylla olevat lausekkeet yhteen, saadaan tulokseksi 0. Liitdnnaisyytta

kéytettiin siihen, ettd kolminkertaiset tulot voitiin kirjoittaa ilman sulkeita.

ESIMERKKI 9.16. Palautetaan mieleen, ettd matriisin x jdlki on sen diagonaa-
lialkioiden summa: trz = ), z;;. Tarkastellaan joukkoa

sl (R) = {z € R™™ | trz = 0}.

Koska sl,,(R) on lineaarikuvauksen tr: R"*™ — R ydin, se on liitdnnédisen algebran
R™™ aliavaruus, joka ei kuitenkaan ole suljettu matriisikertolaskun suhteen (paitsi
jos n = 1). Toisaalta, jos tarkastellaan avaruutta R™*" Lien algebrana kertolaskun
[, y] suhteen, voidaan osoittaa, etté sl, (R) on Lien alialgebra. Kaikille matriiseille
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z,y € R™ ™ nimittain patee

n n n
tr(zy —yz) = ( TikYki — P yzkﬂsz)
i=1 \k=1 k=1
n

n
= > TikYki — _ Trilik = 0.
ik=1 ih=1
Lien algebraa sl,(R) nimitetdén (reaalikertoimiseksi) n-ulotteiseksi erityiseksi li-
neaariseksi algebraksi.

Jos liitdnnéinen algebra A on my6s vaihdannainen, niin kommutaattori [z, y]
on nolla kaikilla z,y € A. Tdmé ominaisuus otetaan Lien algebran vaihdannai-
suuden méaaritelmaksi.

MAARITELMA 9.17. Lien algebraa £ kutsutaan vaihdannaiseksi, jos [zy] = 0
kaikilla z,y € £.

Huomaa, ettd Lien algebran vaihdannaisuus ei ole sama asia kuin yleisen al-
gebran vaihdannaisuus. Jos kerroinkunnan karakteristika ei ole 2, niin Lien algebra
£ on vaihdannainen, jos ja vain jos [zy] = [yz] pitee kaikilla z,y € £ eli £ on
vaihdannainen algebra. Kuitenkin karakteristikan ollessa 2 ehto [xy] = [yz] seuraa
suoraan ehdosta (LA1’) eikd £ silti ole véilttaméatta vaihdannainen Lien algebra.

LAUSE 9.18. Jokainen yksiulotteinen Lien algebra on vaihdannainen.

TobisTus. Oletetaan, ettd £ on yksiulotteinen K-kertoiminen Lien algebra.
Olkoon v jokin nollasta poikkeava vektori. Avaruus £ on nyt vektorin v viritta-
mé, joten jokainen alkio on muotoa av, missd a € K. Alternoivuudesta seuraa
[(av)(bv)] = ablvv] = 0 kaikilla a,b € K, joten £ on vaihdannainen. O

ESIMERKKI 9.19. Lien algebrat liittyvét laheisesti Lien ryhmiin. Tarkastellaan
esimerkkind Lien ryhmésté jotain reaalikertoimista matriisiryhméd G < GL,,(R).
Taman ryhmén matriiseja voidaan ajatella avaruuden R vektoreina, jolloin ryh-
maéssd madritellyille funktioille ja poluille voidaan mé&aritelld raja-arvot ja deri-
vaatat tavalliseen tapaan.

Olkoon v: R — G derivoituva funktio, jolle piatee v(0) = 1 (ykkOsmatriisi).
T&amé& v on neutraalialkion kautta kulkeva polku. Derivaatta 7/(0) € R™*™ maaraa
polun tangenttivektorin neutraalialkion kohdalla. Voidaan osoittaa, ettéd kaikkien
neutraalialkion kautta kulkevien polkujen tangenttivektorit muodostavat avaruu-
den R™*"™ aliavaruuden g. Tamai tangenttiavaruus on lisiksi suljettu Lien kom-
mutaattorin suhteen, joten se on Lien algebra. Sitd kutsutaan ryhmdn G Lien
algebraksi. Kommutaattorilla on ldheinen yhteys konjugointiin ryhméssé G.

Jos z € g, eli z on jonkin neutraalialkion kautta kulkevan polun v derivaatta,
péitee derivaatan maaritelman mukaan

v(t) = 1+ ta + te(t),

missé |e(t)] — 0, kun ¢ — 0. Polulla 7 olevia ryhmén alkioita voidaan siis approksi-
moida Lien algebran alkion ¢z avulla, kun ¢ on riittdvin pieni. Tamén vuoksi Lien
algebraa nimitetaén joskus ryhmén wirittdvdksi algebraksi. Toisaalta ylla olevan
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Kuva 17. Lien ryhméin G tangenttivektoreita

kaavan alkiota tx voidaan ajatella infinitesimaalisena ryhmén alkiona, ja Lien al-
gebraa nimitetdankin joskus infinitesimaaliseksi ryhmdksi, vaikka todellisuudessa
Lien algebralla ei ole ryhmén rakennetta.

Esimerkiksi erityinen lineaarinen algebra s, (R) (ks. esimerkki 9.16) on erityi-
sen lineaarisen ryhmén SL,(R) Lien algebra. Ryhmééan SL,(R) kuuluvat sellaiset
n x n-matriisit, joiden determinantti on 1. Jos z € sly(R), niin 2 on muotoa [¢ ° ],
ja
1+ta b

tc 1—ta

Jos parametri ¢ on infinitesimaalisen pieni, toisen potenssin t? sisdltivi termi
voidaan jattdd huomiotta. Talloin huomataan, ettd matriisin 1 + tx determinantti

on erittdin ldhelld ykkosté, joten kyseinen matriisi approksimoi jotain ryhmén
SLa(R) alkiota.

det(1 +tz) = ‘ ‘ =1—t*(a® + be).

KuvA 18. Matriisi 1 4 tx on lahelld ryhméaé SLo(R).

Yleisessa tapauksessa Lien ryhmét voivat olla mitd tahansa derivoituvia mo-
nistoja. Talloin tangenttivektorit voidaan méaritelld samaan tapaan kuin matrii-
sien tapauksessa. Tangenttivektorien Lien kertolaskua ei kuitenkaan saada suoraan
matriisialgebran kommutaattorina, vaan se on johdettava muulla tavalla.



Kuntalaajennokset

10. Esimerkki: aarelliset kunnat

Ennen kuin ruvetaan kasittelemadn kuntalaajennosten teoriaa yleisemmin,
tarkastellaan hieman darellisten kuntien rakennetta seké erésté tapaa, jonka avul-
la niitd voidaan konstruoida. Samalla tutustutaan niihin menetelmiin, joita yleisen
teorian kehittdmisessé tullaan tarvitsemaan.

Palautetaan aluksi mieleen kunnan karakteristikan ja alkukunnan késitteet.

MAARITELMA 10.1. Olkoon K kunta. Pieninté positiivista kokonaislukua n,
jolle pétee

1+---+1=0,
——_——
n kpl

kutsutaan K:n karakteristikaksi ja merkitaan char(K). Jos tallaista lukua ei ole
olemassa, sanotaan ettd karakteristika on nolla.

Kunnan karakteristika on aina alkuluku, jos se ei ole nolla. Jos karakteristika p
on positiivinen, niin minké tahansa alkion p:s monikerta on nolla, silld osittelulain
nojalla patee (a+---+a) =a(l +---+ 1) = 0 kaikilla a.

Jos K on kunta, mikd tahansa K:n alikunta sisdltdd kaikki ykkdsalkion mo-
nikerrat. Toisaalta karakteristikan ollessa p > 0 ykkosalkion monikerrat muodos-
tavat renkaan Z, kanssa isomorfisen alistruktuurin, joka on kunta. Tétd kuntaa
merkitdan symbolilla I, ja nimitetédén kunnan K alkukunnaksi. Toisaalta, jos K:n
karakteristika on 0, niin ykkosalkion monikerrat muodostavat rakenteen, joka on
isomorfinen renkaan 7Z kanssa. Jokainen K:n alikunta sisidltda paitsi ndma moni-
kerrat, myos niiden kéanteisalkiot. Téten alikunnan taytyy sisdltdd myos kunta,
joka on isomorfinen Z:n osaméarakunnan Q kanssa. Naistd havainnoista saadaan
seuraava lause (katso myos kuva 19).

LAUSE 10.2. Jokainen kunta sisdltia yksikdsitteisen minimaalisen alikunnan,
jota nimitetddn alkukunnaksi. Jos kunnan karakteristika on alkuluku p, tdmd alku-
kunta on isomorfinen jadnndsluokkakunnan F), kanssa. Jos karakteristika on nolla,
alkukunta on isomorfinen rationaalilukujen kunnan Q kanssa.

Asrellinen kunta ei voi siséltdid ddretontd alkukuntaa, joten ddrellisen kunnan
karakteristikan on valttdmétta oltava positiivinen. Sen sijaan dérettémén kunnan
karakteristika voi olla yhtéd hyvin positiivinen tai nolla.

Adrellisen kunnan rakenne on itse asiassa hyvin tarkoin mééritty. Ensimmaéi-
sen viitteen tésta seikasta antaa seuraava lause, joka rajoittaa vaihtoehdot &érel-
lisen kunnan alkioiden lukumé&éralle.

83
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K K
Q
F, k
01 1+1 /\

Kuva 19. Jokainen kunta sisaltda yksikasitteisen minimaalisen alikunnan.

LAUSE 10.3. Jos K on ddrellinen kunta, niin |K| = p", missd p on K:n
karakteristika ja n jokin posititvinen kokonaisluku.

TobpisTus. Samastetaan kunnan K alkukunta ja F,,. Nyt K on [Fp-algebra, kun
skalaarikertolaskuna on kunnan sisdinen kertolasku. Erityisesti K on siis dérelli-
nen [F,-vektoriavaruus, joten silld on darellinen dimensio. Merkitaan K:n kantaa
{b1,...,b,}. Jokainen K:n alkio voidaan nyt kirjoittaa yksikésitteisessd muodossa

x1b1 + x2bs + - - - + x by,

missd x; € [, kaikilla 4. Téallaisia lineaarikombinaatioita on yhta paljon kuin mah-
dollisia kerroinjonoja (z1,...,z,), eli p" kappaletta. Siispd |K| = p™. O

Myo6hemmin tullaan osoittamaan, etta jokaista alkulukupotenssia p” kohti on
olemassa kunta, jonka koko on p”, ja ettd tdmé kunta on isomorfiaa vaille yk-
sikédsitteinen. Tarkastellaan tdmén luvun lopuksi, miten téllaisia kuntia voidaan
periaatteessa konstruoida.

Lahdetaan liikkeelle alkukunnasta F,. Oletetaan, ettd f € Fp[X] on jaoton
polynomi, jonka aste on n > 0. Esimerkin 6.10 perusteella polynomin f virittimé&
ideaali (f) on maksimaalinen. Néin ollen tekijarengas IF,[X]/(f) on kunta. TAm&
kunta koostuu polynomien sivuluokista g = g + (f). Nolla- ja ykkosalkiot ovat
vastaavasti vakiopolynomien 0 ja 1 sivuluokat; naitd luokkia merkitdan yksinker-
taisesti 0 =0 ja 1= 1.

LAUSE 10.4. Kunnan Fp[X]/(f) alkioiden lukumddrd on p™.
Tobpistus. Merkitédén Fp[X]/(f) = K. Ideaali (f) on Fy-modulin F,[X] ali-
moduli, silld ag € (f) kaikilla g € (f) ja a € F,. Néin ollen K on F)-tekijamoduli.

Edellisen lauseen todistuksen perusteella riittaé osoittaa, ettd K:lla on kanta, jon-
ka pituus on n.

Tarkastellaan monomeja X*, missd i € {0,...,n — 1}, ja niistd muodostettua
lineaarikombinaatiota

n—1
g= Z a;i X, missé a; € F), kaikilla 1.
i=0

Sivuluokka g on vastaavasti joukon B = {1,X ... ,Y”fl} lineaarikombinaatio,
kertoimina edelleen skalaarit a;. Oletetaan, ettd g = 0. Télloin g € (f), eli f jakaa
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g:n, mutta g:n aste on pienempi kuin n, joten g:n on oltava nollapolynomi. Siispa
a; = 0 kaikilla ¢, mistéd seuraa, ettd joukko B on vapaa.

Oletetaan sitten, ettd h € F,[X] on mielivaltainen. Jakoyhtalostd seuraa, etté
h = qf +r, missi r:n aste on pienempi kuin n. Nyt h—r € I eli h = 7. Toisaalta r
on muotoa ag+ a1 X +- -+ ap_1 X", joten h voidaan esittia joukon B alkioiden
lineaarikombinaationa. Joukko B on siis [F)-vektoriavaruuden K kanta. O

ESIMERKKI 10.5. Toisen asteen polynomi f = X2 + 1 on jaoton kunnassa
F3 = {-1,0,1}, koska mikéin kunnan alkioista ei ole sen juuri. Tekijérengas
K =TF3[X]/(f) on kunta, joka koostuu alkioiden 1 ja X lineaarikombinaatioista:

K:{o, L,-1, X, X+1,X -1, -X, -X +1, —7—1}.

Kyseessa on siis 9 alkion kunta, jonka laskutoimitukset periytyvét polynomiren-
kaan F3[X] laskutoimituksista. Toisaalta, kuten algebroissa yleensé, kertolaskun
madrittdmiseksi riittdad selvittdd kannan alkioiden kertotaulu. Huomataan, etté

X =(X’+1)-1=0-1=—1.

Siispé alkio X on luvun —1 (tarkemmin sanottuna ykkosalkion 1+ I vasta-alkion)
nelijuuri. Merkitddn nyt X = i, jolloin kunnan K kertolaskua voidaan ajatella
“modulaarisena” kompleksilukujen kertolaskuna. Esimerkiksi (144)% = 1+42i+4% =

% = —i.
L2i= i

° ¢ o 1+
-1 0 1
. e °

Kuva 20. Kunnan F3 kaksiulotteinen laajennos. Kertolasku toimii
kuten kompleksiluvuilla.
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11. Jaollisuudesta

Edellisen luvun esimerkissé tarvittiin tietoa erddn polynomin jaottomuudesta.
Tama on hyvin tavallista kuntalaajennosten yhteydessa. Seuraavassa tarkastellaan
hieman jaollisuuskéasitettd yleensd sekéd todistetaan joitain kriteereja erityisesti
polynomien jaottomuudelle.

11.1. Jaollisuus kokonaisalueissa. Olkoon R kokonaisalue!®. Jaollisuuteen
liittyvat késitteet méaritellddn R:ssd samalla tavoin kuin kokonaisluvuilla. Alkio
a € R jakaa alkion b € R, jos b = ac jollain ¢ € R. T&lloin merkitddn alb, ja
sanotaan myos, ettd b on a:mn tekija. Jos alb ja bla, niin a ja b ovat toistensa liit-
toalkioita. Liittoalkioilla on samat tekijit. Kadntyvia alkioita kutsutaan yksikdiksi,
ja ne jakavat kaikki R:n alkiot, silld jos a on yksikkd, niin b = a(a~'b). Seuraavan
lemman helppo todistus jatetdan harjoitustehtéavaksi.

LemMA 11.1. Oletetaan, ettd a,b € R.

a) Alkiot a ja b ovat liittoalkioita, jos ja vain jos a = be, missd ¢ on yksikko.
b) Jos a,b € R\ {0} ovat liittoalkioita ja a = be, niin ¢ on yksikko.
c) Kaikki yksikiot ovat toistensa liittoalkioita.

Koska jokainen alkio on jaollinen kaikilla yksikéilla sekd omilla liittoalkioil-
laan, néitd voidaan pitdéd alkion triviaaleina tekijoind, joita ei huomioida jaotto-
muustarkasteluissa. Yleisessé kokonaisalueessa voi olla kahdentyyppisié jaottomia
alkioita. Koska nolla-alkio on joka tapauksessa jaollinen kaikilla alkioilla, se jate-
tddn kokonaan tarkastelun ulkopuolelle.

MAARITELMA 11.2. Oletetaan, ettd a € R\ {0} ei ole yksikko. Talloin a:ta
sanotaan jaottomaksi, jos sen jokainen tekijé on joko yksikko tai a:n liittoalkio.

MAARITELMA 11.3. Oletetaan, ettd a € R\ {0} ei ole yksikko. Alkiota a
sanotaan alkualkioksi, jos aina kun a jakaa tulon bc, jompikumpi alkioista b ja ¢
on jaollinen a:lla.

Kokonaislukujen renkaassa Z on vain kaksi yksikkoéd: 1 ja —1. Luvun n € Z
liittoalkioita on samoin kaksi: n ja —n. Jokainen alkuluku p on jaoton, silld sen
tekijoita ovat vain luvut 1, —1, p ja —p, jotka ovat kaikki yksikoitd tai p:n liittoal-
kioita. Alkuluvut ja niiden liittoalkiot ovat myds ainoat jaottomat kokonaisluvut.

LAUSE 11.4. Jos a € R on alkualkio, se on jaoton.

TobisTus. Oletetaan, ettd a € R on alkualkio ja a = bc joillain b, ¢ € R. Tél-
16in sekd b ettd c jakavat a:n. Toisaalta a jakaa triviaalisti tulon bc, joten koska a
on alkualkio, a jakaa b:n tai c:n. Edellisessa tapauksessa a ja b ovat liittoalkioita,
jolloin ¢ on yksikko. Jalkimméisessa tapauksessa a ja c ovat liittoalkioita, ja b on
yksikko. Joka tapauksessa siis a on jaollinen vain yksikoilla ja omilla liittoalkioil-
laan. O

18\ onet esiteltivista kisitteistd voidaan méaritelld myos renkaissa, mutta yksinkertaisuuden
vuoksi tarkastellaan téssd yhteydessa vain kokonaisalueita.
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Kaénteinen véite ei pade: jaoton alkio ei valttdméttd ole alkualkio, vaikka
tdméa onkin totta kokonaislukujen tapauksessa (Eukleideen lemman nojalla). Esi-
merkiksi kompleksilukujen alirenkaassa Z[iv/5] = {a + biv/5 | a,b € Z} pitee

6=2-3=(1+iV5)(1—1iV5).

Pienells laskulla voidaan osoittaa, ettd luvut 2, 3 seké 14 4v/5 ovat kaikki jaotto-
mia. Esimerkiksi 2 kuitenkin jakaa tulon (1 +1iv/5)(1 —4+/5), muttei kumpaakaan
sen tekijoistd, joten se ei ole alkualkio.

Lukujen suurin yhteinen tekija méaéritellidn myos tutulla tavalla.

MAARITELMA 11.5. Olkoot a,b € R\ {0}. Alkiota d € R nimitetaén alkioiden
a ja b suurimmaksi yhteiseksi tekijiksi, jos seuraavat ehdot péatevit:

i) d|a ja d|b, eli d on a:n ja b:n yhteinen tekija.
ii) Jos c|a ja c|b, niin c¢|d.

Jos 1 on alkioiden a ja b suurin yhteinen tekijé, sanotaan etta a ja b ovat jaottomia
toistensa suhteen.

Kaikissa kokonaisalueissa kahdella alkiolla ei valttdmatta ole suurinta yhteistéa
tekijaa. Lisdksi alkioiden a ja b suurin yhteinen tekijé ei yleensé ole yksikasittei-
nen, misté syystéd tuttu merkintd d = syt(a, b) ei periaatteessa ole kdyttokelpoi-
nen. Mairitelméan ehdoista kuitenkin seuraa, etté kaikki kahden alkion suurimmat
yhteiset tekijit ovat toistensa liittoalkioita. Merkinnén d = syt(a,b) voidaankin
tulkita tarkoittavan, ettd d on eréds alkioiden a ja b suurin yhteinen tekija, ja jo-
kainen muu suurin yhteinen tekijé saadaan kertomalla alkiota d jollain yksikolla.
Erityisesti merkinté syt(a,b) = 1 tarkoittaa télloin, ettd jokainen suurin yhteinen
tekija on yksikko.

Esimerkiksi kokonaislukujen renkaassa lukujen 30 ja 12 suurimpia yhteisié te-
kij6itd ovat maaritelman mukaan luvut 6 ja —6. Positiivisista luvuista puhuttaessa
kuitenkin yleensi mééritellaan, ettd luvun syt(m,n) on myos oltava positiivinen.
Talloin sanan “suurin” voidaan ajatella tarkoittavan myo6s suurinta kokonaisluku-
jen tavallisen jarjestyksen suhteen.

11.2. Erilaiset jaollisuusalueet. Kunnassa jaollisuuskysymykset ovat tri-
viaaleja, koska jokainen nollasta poikkeava alkio on yksikko ja siksi jokaisen alkion
tekija. Toisaalta yleisesséa kokonaisalueessa ei valttamaéttéd voida esimerkiksi 10ytas
kahden alkion suurinta yhteista tekijaa tai kirjoittaa alkiota jaottomien alkioi-
den tulona. Seuraavassa esitellddn muutamia kokonaisalueiden tyyppejé, joissa on
toinen toistaan paremmat jaollisuusominaisuudet. Todistuksia ei késitelld, mutta
ne loytyvat monista algebran perusoppikirjoista, esimerkkind Nathan Jacobsonin
Lectures in Abstract Algebra 1. Basic Concepts.

.....

alkio voidaan hajottaa yksikasitteiselld tavalla jaottomien alkioiden tuloksi, kutsu-
taan tekijoihinjakorenkaaksi*® (TJR) tai faktoriaaliseksi renkaaksi. Jaon on oltava

19englanniksi unique factorisation domain eli UFD
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yksikasitteinen silld rajoituksella, etta tekijoiden jarjestykselld ei ole valié ja jokai-
nen alkio voidaan korvata liittoalkiollaan. Kokonaislukujen rengas on TJR: esimer-
kiksi luvulla 60 on esitys 2-2-3-5, jota pidetdén samana kuin jakoa —5-2-3-(—2).
Tekijoihinjakorenkaassa jokainen jaoton alkio on alkualkio. Lisdksi kahden alkion
suurin yhteinen tekija on aina mahdollista 16ytad vertailemalla alkioiden tekijoi-
hinjakoja. Hieman hankalampaa on osoittaa, ettd jos kokonaisalue R on TJR, niin
my6s polynomirengas R[X] on TJR. Téasta voidaan edelleen induktiolla péétella,
ettd rengas R[X,...,X,] on TJR kaikilla n.

.....

kion virittdméa. Téastd seuraa, ettd minkad tahansa kahden alkion a ja b suurin
yvhteinen tekijd on olemassa ja se voidaan kirjoittaa muodossa xa + by. Lisdk-
si padideaalirenkaassa jokainen péadideaaleista muodostettu aidosti nouseva ketju
(a1) € (ag) € --- on adrellisen pituinen. Tdmén ominaisuuden avulla voidaan
osoittaa, ettd jokainen PIR on my6s TJR. Kuitenkin esimerkiksi polynomirengas
Z[X] ei ole PIR vaikka onkin TJR.

Eukleideen renkaat. Eukleideen renkaaksi kutsutaan kokonaisaluetta R,
jossa voidaan madritelld ns. Fukleideen funktio e: R — N. Eukleideen funktion
on toteutettava seuraava ehto:

Josa,b € Rjab # 0, niin 16ytyy sellaiset ¢, € R, ettd a = bg+r
ja joko r = 0 tai e(r) < e(b).

Taman méaritelmén merkitys on siiné, ettd Eukleideen renkaassa on mahdollista
kayttad Eukleideen algoritmia kahden alkion suurimman yhteisen tekijén 16ytami-
seksi. Tésté seuraa, etta jokainen Eukleideen rengas on PIR (vrt. lauseen 6.4 todis-
tus). Kokonaisluvuilla voidaan méaritella Eukleideen funktio kaavalla e(a) = |al,
ja jos K on kunta, niin polynomirenkaassa K|[X] Eukleideen funktion arvo saa-
daan polynomin asteesta. Tdmé& on myos polynomien jakoyhtélon perustana.

kokonaisalueet

renkaat Eukleideen

renkaat

Z[iV5]

ZIX, Y] ,
Z[i]
Z[(1+iV19)/2]

Kuva 21. Erilaisia jaollisuusalueita
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11.3. Polynomien jaottomuus. Tarkastellaan nyt polynomien jaollisuu-
teen liittyvid tuloksia, jotta voidaan todistaa muutama hyodyllinen jaottomuus-
kriteeri. Kerroinrenkaan on aina oltava vahintdan kokonaisalue, silla talloin ehto
deg(fg) > deg(f) pétee kaikilla g # 0. TAmé ominaisuus on polynomien jaolli-
suusteorian perusta.

Aloitetaan todistamalla polynomien jakoyhtalo.

LAUSE 11.6 (Polynomien jakoyhtélo). Olkoon K kunta, ja olkoot f,g € K[X].
Oletetaan, etti g # 0. Tdlloin loytyy yksikdsitteiset polynomit q,r € K[X], joille
patee f = qg+r ja deg(r) < deg(g).

TobisTUus. Jakoyhtdlo todistetaan samalla tavoin kuin kokonaisluvuilla. Tar-

kastellaan joukkoa
R={f-qg9]q€ K[X]}.
Tama joukko on selvésti epéatyhja. Olkoon r € R sellainen polynomi, jonka aste
on pienin joukossa R. Talloin f — qg = r jollain ¢ € K[X]. Jos r = 0, viite patee,
silld deg(r) = —oo < deg(g). Muussa tapauksessa merkitdan r = > " ;a; X" ja
g=>irobi X" missi a, # 0ja by, # 0. Jos nyt deg(r) > deg(g), niin méiaritelldan
q1 = q+ apb,t X"™. Talléin
f=aqg=r—anb,' X" ",

ja tdmén polynomin aste on pienempi kuin n = deg(r), koska monomin X" kerroin
on 0. Toisaalta f — g1g on joukossa R, miké on ristiriita. Taten deg(r) < deg(g).

Yksikéasitteisyyden osoittamiseksi oletetaan, ettd polynomit g1, g2, 71 ja ro
toteuttavat lauseen ehdot. Télloin q1g + r1 = qog + r2, josta edelleen saadaan
(g1 — q2)g = 1 — ro. Jos ¢1 # qo, niin polynomin (gq; — ¢2)g aste on vahintdan
deg(g), joka on suurempi kuin deg(r; — r2). Tdmé on mahdotonta, joten q; = ¢o,
mistd seuraa, ettd r; = ro. O

Huom. Todistuksessa tarvittiin vain kertoimen b,, kdantyvyytta. Tulos pétee
siksi missé tahansa kokonaisalueessa K, kunhan polynomin g korkeimman asteen
kerroin on yksikko.

Jakoyhtélon olemassaolo seuraa viime kédessa siité, ettd yhden muuttujan po-
lynomit muodostavat Eukleideen renkaan, jos kerroinrengas on kunta. Jakoyhtéa-
lostd seuraa, ettd kyseinen polynomirengas on padideaalirengas, kuten aiemmin
nahtiin. Tamén avulla voidaan edelleen osoittaa, ettd jokainen jaoton polynomi
on “alkupolynomi”, mistd puolestaan seuraa, ettd polynomirenkaassa on yksiké-
sitteinen tekijéihinjako.

LEMMA 11.7. Olkoon K kunta ja f,g,h € K[X]. Oletetaan, ettd f on jaoton
ja f|(gh). Tdlloin flg tai f|h.

TobisTus. Esimerkissd 6.10 on jakoyhtdlon avulla nédytetty, ettd (f) on mak-
simaalinen ideaali. Tésté seuraa, ettd (f) on alkuideaali. Ehto f|(gh) tarkoittaa,
etta gh € (f). Télloin joko g € (f) tai h € (f), eli f|g tai f|h. (Myos suora todistus
on mahdollinen.) O

LAUSE 11.8. Jos K on kunta, polynomirengas K[X] on tekijoihinjakorengas.



90 KUNTALAAJENNOKSET

TobisTus. Taméi todistus on jilleen samanlainen kuin kokonaisluvuilla. Ole-
tetaan, ettd f € K[X]\ {0} ei ole jaoton eikd yksikko. Télloin f = fi fo joillain
f1, fo € K[X], joista kumpikaan ei ole yksikké. Koska K on kunta, tistd seuraa,
ettd f1 ja fo eivit ole vakiopolynomeja, ja edelleen, ettd kummankin aste on ai-
dosti pienempi kuin deg(f). Jos fi tai f2 ei ole jaoton, jatketaan etsimélla jélleen
epatriviaalit tekijat. Prosessi paattyy joskus, koska polynomin aste ei voi pieneté
rajatta. Lopulta saadaan esitys f = f1fo--- f,, missd jokainen f; on jaoton.

Oletetaan sitten, ettd f = f1--- fr = g1-- - ¢s, missé jokainen f; ja g; on jaoton.
Nyt f1 jakaa tulon g; - --gs, ja koska fi on jaoton, seuraa edellisestd lemmasta,
ettd f1 jakaa jonkin polynomeista g;. Jarjestystd vaihtamalla voidaan olettaa, etta
f1 | g1. Toisaalta g; on jaoton, joten fi ja g1 ovat liittoalkioita. Tastéd seuraa, etté
fo - fr = ugs---gs, missd u on yksikko. Induktion avulla voidaan paitelld, etta
r = s ja ettd f; ja g; ovat liittoalkioita kaikilla . O

Todistuksessa kéytettiin hyvéksi sitd, ettd renkaassa K[X] jaottomat alkiot
ovat my6s alkualkioita. Ta4méa ominaisuus on jokaisella tekijoihinjakorenkaalla.

LEMMA 11.9. Tekijoihinjakorenkaassa jokainen jaoton alkio on alkualkio.

TobisTus. Oletetaan, ettd p on jaoton alkio, joka jakaa tulon ab. Kirjoite-
taan a ja b jaottomien alkioiden tulona muodossa a = ajas - - a, ja b = biby - - - bs.
vksikésitteisyydesta seuraa, ettd p on jokin alkioista a; tai b; tai niiden liittoalkio.
(Muuten on olemassa toinen hajotelma, joka koostuu p:sté ja luvun ab/p jaotto-
mista tekijoista.) Téaten pla tai plb. O

Lopuksi osoitetaan joitakin kdytannollisia jaottomuuskriteereji. Ensimmainen
on monelle tuttu lukiosta.

LAUSE 11.10 (Rationaalijuuritesti). Olkoon R tekijoihinjakorengas, jonka osa-
madrikunta on K. Oletetaan, ettd polynomilla f = ag + -+ + ap,X™ € R[X] on
Juuri p/q € K, missi syt(p,q) = 1. Tdlloin p jakaa kertoimen ag, ja q jokaa
kertoimen a,,.

Tobistus. Kerrotaan yhtélo f(p/q) = 0 puolittain luvulla ¢", jolloin saadaan

aoq" + a1pg”t + ap? 2 4 -+ anp™ = 0.

Ottamalla p yhteiseksi tekijéksi ja siirtelemélla termejd saadaan
aoq” = —plarq" " + aspg" " + -+ anp” ).

Y14 olevasta yhtéalosta nahdadn, ettd p jakaa tulon apq”. Koska R on tekijéihin-
jakorengas, alkio p voidaan esittdéd jaottomien alkioiden tulona, joista jokainen
siis jakaa tulon apq™. Lemman 11.9 nojalla jokainen p:n jaoton tekija on alkual-
kio, mutta oletuksen mukaan p:11a ei ole yhteisié epétriviaaleja tekijoita alkion ¢"
kanssa. Siispa jokainen p:n alkutekijé jakaa alkion ag, misté seuraa, etté p|ag.

Vastaavasti yhtalosté
q(aoq" " + aipg" P 4+ anap" ) = —anp”

voidaan péadtelld, ettd glay,. O
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Rationaalijuuritesti soveltuu korkeintaan kolmatta astetta olevien polynomien
jaottomuustestiksi, kuten seuraava esimerkki osoittaa.

ESIMERKKI 11.11. Tarkastellaan polynomia f = 3X3 +3X — 1 € Z[X]. Ky-
seinen polynomi ei ole jaollinen milldén kokonaisluvulla, joten jos se ei ole jaoton,
se on muotoa f = (aX + b)g, missd g € Z[X] on toisen asteen polynomi. TAalloin
silld on rationaalijuuri —b/a. Rationaalijuuritestin perusteella f:n rationaalijuu-
ret ovat joukossa {+1,£1/3}. Mik&&n naista luvuista ei kuitenkaan ole f:n juuri,
joten f on jaoton.

Muita kriteereja varten tarvitaan hieman aputuloksia. Seuraava yksinkertainen
havainto on usein kéyttokelpoinen, ja siksi se mainitaan téssé erikseen. Helppo
todistus sivuutetaan.

LEMMA 11.12. Olkoon R rengas, ja olkoon I renkaan R ideaali. Télloin kuvaus
RIX]| — (R/I)[X], missd > ; a; X" — > ;(a; + 1) X" on surjektiivinen rengashomo-
morfismi.

Jatkossa merkitdan polynomin f € R[X] kuvaa ylld olevan lemman kuvauk-
sessa f. Polynomi f € (R/I)[X] saadaan siis korvaamalla f:n kertoimet sivuluo-
killaan. Tyypillisesti ideaali I valitaan alkuideaaliksi, jotta syntyvésté tekijaren-
kaasta tulisi kokonaisalue.

MAARITELMA 11.13. Olkoon R tekijoihinjakorengas, ja olkoon f € R[X]. Jos
polynomin f kertoimilla on suurimpana yhteisené tekijané 1, sanotaan ettd f on
primitiivinen.

Primitiivisyyden késitettéd tarvitaan erottelemaan sellaiset jaolliset polynomit,
jotka ovat jaollisia jollain yksikostd poikkeavalla vakiolla. Esimerkiksi ei-primitii-

on jaoton renkaassa Q[X], koska jalkimmaéisessd tekija 2 on yksikko.

LEMMA 11.14. Olkoon R tekijoihinjakorengas, ja olkoot f,g € R[X]. Jos f ja
g oval primititvisid, niin fg on primititvinen.

TobpisTus. Oletetaan vastoin véitettd, ettd f ja g ovat primitiivisid mutta
fg ei ole. Télloin 16ytyy jokin alkio p € R, joka jakaa kaikki tulopolynomin fg
kertoimet eiké ole yksikko. Koska R on TJR, voidaan olettaa, etté p on alkualkio.
Nyt tekijdrengas R/(p) on kokonaisalue, mistd seuraa, ettd myos R/(p)[X] on
kokonaisalue.

Olkoot f,g € R/(p)[X] ne polynomit, jotka saadaan polynomeista f ja g vaih-
tamalla kertoimet sivuluokkiinsa ideaalin (p) suhteen (vrt. lemma 11.12). Koska
f ja g ovat primitiivisié, alkio p ei jaa kummankaan kaikkia kertoimia. Téastd néh-
dadn, ettd f # 0 ja g # 0. Koska R/{p)[X] on kokonaisalue, niin fg = f-g # 0.
Tama taas tarkoittaa sitd, ettd p ei jaa kaikkia tulon fg kertoimia, miké on risti-
riita. Siispd fg on primitiivinen. O

LAUSE 11.15 (Gaussin lemma?®). Olkoon R tekijoihinjakorengas, jonka osa-
madrakunta on K. Talloin f € R[X] on jaoton, jos ja vain jos f on primitiivinen
ja jaoton renkaassa K[X].

20l\/Iyés lemmaa 11.14 nimitetdén toisinaan Gaussin lemmaksi.
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TobisTus. Oletetaan ensin, ettd f on primitiivinen ja jaoton renkaassa K[X].
Jos f ei ole jaoton renkaassa R[X], niin f = gh joillain g,h € R[X], missa g ja
h eivit kumpikaan ole yksikoitd renkaassa R[X]. Kuitenkin, koska f on jaoton
renkaassa K[X], joko g tai h on vakio. Tamaé vakio jakaa kaikki polynomin gh = f
kertoimet, mikd on mahdotonta, koska f on primitiivinen. Tdten f on jaoton
renkaassa R[X].

Oletetaan sitten, ettd f on jaoton renkaassa R[X]. Se voidaan kuitenkin kir-
joittaa muodossa f = cfy, missd c on f:n kertoimien suurin yhteinen tekijé ja f;
on primitiivinen. Jaottomuudesta seuraa nyt, ettd ¢ on yksikkd R[X]:ssd, joten
myo6s f on primitiivinen.

Tehdééan vastaoletus, ettd f ei ole jaoton renkaassa K[X]. Télloin f = gh
joillain g,h € K[X], missd g ja h eiviat kumpikaan ole vakioita. Laventamalla
tulon gh kertoimet samannimisiksi, kyseinen tulo voidaan kirjoittaa muodossa
gh = a/b- gihy, missé g1, h; € R[X] ovat primitiivisid ja a,b € R ovat jaottomia
toistensa suhteen. Téll6in bf = agih;. Edellisen lemman perusteella tulo gihy on
primitiivinen. Nyt b on polynomin bf kertoimien suurin yhteinen tekija (koska f
on primitiivinen), ja @ on polynomin ag; h; kertoimien suurin yhteinen tekija, joten
b ja a ovat liittoalkioita. Koska syt(a,b) = 1, tdmé on mahdotonta, elleivit a ja
b ole R:n yksikoitd. Viimeksi mainitussa tapauksessa voidaan kuitenkin kirjoittaa
f = (ag1)(b=thq), jolloin f ei olekaan jaoton renkaassa R[X]. TAmi on ristiriita,
joten f on jaoton renkaassa K[X]. O

LAUSE 11.16 (Eisensteinin kriteeri). Olkoon R tekijoihinjakorengas, jonka osa-
madrikunta on K, ja olkoon f =ag+---+ ap, X" € R[X]. Polynomi f on jaoton
renkaassa K[X], jos jompikumpi seuraavista ehdoista on voimassa:

a) Jokin alkualkio p € R jakaa kertoimet ag, . .., a,—1 mutta ei kerrointa ay,,
ja p? ei jaa kerrointa ay.
b) Jokin alkualkio p € R jakaa kertoimet ay,...,a, mutta ei kerrointa ag,

ja p® ei jaa kerrointa a,.

TobisTus. Oletetaan, ettd ehto a) pitee. Voidaan olettaa, ettd f on primi-
tiivinen. (Muuten jaetaan f kertoimiensa suurimmalla yhteiselld tekijalla, mika
ei vaikuta jaottomuuteen kunnan K suhteen.) Olkoon f se renkaan R/(p)[X]
polynomi, joka saadaan f:std muuttamalla kertoimet sivuluokikseen ideaalin (p)
suhteen (ks. lemma 11.12). Ehdon a) perusteella pétee f = @, X". Oletetaan, et-
ta f ei ole jaoton renkaassa K|[X]. Gaussin lemman perusteella f = gh, missi
g,h € R[X]. Koska f on primitiivinen, kumpikaan g:sté ja h:sta ei ole vakio. Nyt
G-h=f=a,X", mistd seuraa, ettd seki g ettd h ovat muotoa cX’. Jos kumpi-
kaan polynomeista g ja h ei ole vakio, niin p jakaa polynomien g ja h vakiotermit.
Tilléin kuitenkin p? jakaa ag:n, miké on vastoin oletusta. Siispéd voidaan olettaa,
ettd esimerkiksi g on vakio. Kuitenkaan g ei ole vakio, joten p jakaa g:n korkeim-
man asteen kertoimen. Talloin p jakaa myo6s kertoimen a,,, miké on jalleen vastoin
oletusta. Polynomi f on siis jaoton renkaassa K[X]. Ehdon b) tapaus todistetaan
samalla tavalla. O

ESIMERKKI 11.17. Polynomi X° — 12X3 4 2X + 2 nihdéén jaottomaksi ren-
kaassa Q[z], kun valitaan Eisensteinin kriteerisséd p = 2. Aikaisemman esimerkin
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polynomi 3X?3 +3X — 1 on myds jaoton, mikéi huomataan valitsemalla p = 3. Sen
sijaan esimerkiksi polynomista X% + 2X + 4 Eisensteinin kriteeri ei sano mitéin.

LAUSE 11.18. Olkoon R tekijéihinjakorengas, jonka osamddrdikunta on K, ja
olkoon f € R[X]. Oletetaan, etti p € R on alkualkio, joka ei jaa f:n korkeimman
asteen termin kerrointa. Jos f on jaoton renkaassa R/(p)[X], niin f on jaoton
renkaassa K[X].

TobisTUS. Voidaan jilleen olettaa, ettd f on primitiivinen. Jos f ei ole jao-
ton renkaassa K[X], niin Gaussin lemman mukaan se jakautuu tekijoihin myos
renkaassa R[X]. Jos f = gh, missi g, h € R[X], niin f = g-h lemman 11.12 perus-
teella. Lisdksi kumpikaan g:std ja h:sta ei ole vakio, koska f on primitiivinen. Jos
f on jaoton, niin g tai h on yksikké kokonaisalueessa R/(p)[X]. Polynomirenkaan
vksikot ovat vakioita, joten koska g ja h eivét ole vakioita, p jakaa joko g:n tai
h:n korkeimman asteen kertoimen. Tdmé& on mahdotonta, koska f:n korkeimman
asteen kerroin ei ole jaollinen p:lla. Néin ollen f on jaoton renkaassa K[X]. O

Y1l4 oleva lause ei pide kifinteisessd muodossa: esimerkiksi X3+ X +1 € Z[X]
on jaoton, mutta renkaassa F3[X] se jakautuu tuloksi (X — 1)(X2 + X —1).

ESIMERKKI 11.19. Tarkastellaan polynomia f = 7X* — X3 + 2X + 3 € Z[X].
Kirjoittamalla kertoimet modulo 2, saadaan polynomi f = X% + X3 + 1 € Fo[X].
Koska polynomilla f ei ole juuria, silli ei ole mydskiin ensimméisen asteen teki-
joita.

Oletetaan, ettd f = (X2 + aX + b)(X? + c¢X +d) joillain a,b, c,d € Fy. Ker-
tomalla tulo auki ja vertailemalla kertoimia ndhd&éan, etta

a+c=1, ac+b+d=0, ad+bc=0 ja bd=1.

Ensimmaéisestéd ehdosta seuraa, ettéd tdsmalleen yksi luvuista a ja ¢ on nolla. Vii-
meisestd, ehdosta ndhdéaan, ettd b = d = 1. Talloin kuitenkin ad + bc = 1, miké
on ristiriita. Siispd f on jaoton, joten myds f on jaoton kunnan Q suhteen. Sa-
malla vaivalla on my0s osoitettu, ettd miké hyvdnsa neljinnen asteen polynomi
Z?:o a; X* on jaoton Q:n suhteen, kunhan kertoimista ag, a3 ja as ovat parittomia
ja muut parillisia.
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12. Yleiset laajennokset
Téasséd luvussa tutustutaan kuntalaajennoksiin liittyviin peruskésitteisiin.

12.1. Kuntalaajennos ja sen aste.

MAARITELMA 12.1. Kunnan K laajennos L on miké tahansa kunnan K yli-
kunta eli kunta, joka sisdltdd K:n alikuntanaan. Laajennosta merkitdén L/K
(lausutaan "L yli K:n”), ja kuntaa K kutsutaan laajennoksen lihtokunnaksi.

Luvussa 10 ndhtiin, ettd kunnan K ylikunta L on my6s K-algebra, skalaari-
kertolaskuna L:n kertolasku. Kunnan K laajennos voidaan itse asiassa méaaritel-
l& hieman yleisemmin niin, ettd se on mikd tahansa K-algebra, joka on samalla
kunta. Téllainen laajennos kuitenkin sisdltdd K:n kanssa isomorfisen alikunnan,
jolloin tilanne kaytdnnossa palautuu téssé esitettyyn.

Koska kunnan K laajennos on K-vektoriavaruus, silli on hyvin méaritelty
dimensio.

MAARITELMA 12.2. Kuntalaajennoksen L/K aste on L:n dimensio K-vektori-
avaruutena. Astetta merkitédén [L : K], ja se voi olla joko positiivinen kokonaisluku
tai aareton.

Jos [L : K] on &drellinen, laajennosta nimitetddn ddrelliseksi laajennoksekst,
muuten kyseessé on ddretén laajennos.

Esimerkkeja kuntalaajennoksista:

e Kompleksilukujen kunta C on reaalilukujen R &érellinen laajennos. Pari
{1,i} muodostaa C:n kannan, joten [C : R] = 2.

e Kunta R on Q:n &éret6n laajennos: esimerkiksi joukko {2'/" | n € N} on
vapaa Q:n suhteen, joten laajennoksella R/Q ei voi olla dérellista kantaa.
Samoin C on Q:n ddretén laajennos.

e Luvussa 10 késiteltiin laajennoksia K/F,, missi K = [F,[X]/(f) jollain
jaottomalla polynomilla f. Huomattiin, ettd téllaisen laajennoksen aste
on sama kuin polynomin f aste.

e Jos K on kunta, polynomialgebra K[X] on ddretonulotteinen K-algebra,
joka sisiltda K:n (samastettuna vakiopolynomien kanssa). Polynomial-
gebra ei ole kunta, joten se ei myoskaédn ole K:n laajennos. Se on kuiten-
kin kokonaisalue, jonka osaméirdkunta on niin sanottu K-kertoimisten
rationaalilausekkeiden joukko K (X). Tamé joukko koostuu osamééristé
f/g, missa f,g € K[X] ja g # 0. Koska K(X) on kunta, se on kunnan K
laajennos. Lisiksi se sisiltda aliavaruuden K|[X], joten [K(X) : K| = oc.

Seuraava lause koskee peridkkaisten laajennoksien asteita.
LAuse 12.3. Olkoon K C L C M jono kuntia. Tdlloin
[M:K|=[M:L]-[L:K].
Jos jompikumpi asteista [M : L] ja [L : K| on ddreton, niin [M : K| on ddretin.

TobisTus. Olkoot {a;}icr ja {b;} e jotkin laajennosten L/ K ja M /L kannat.
Osoitetaan, etté joukko B = {a;b; | i € I,j € J} on laajennoksen M /K kanta.
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Ensinnékin jokainen € M on muotoa }_; y;b; oleva lineaarikombinaatio, mis-
sé y; € L kaikilla j. Toisaalta jokainen y; on muotoa ), x;;a;, missé x;; € K kai-
killa i. Taten x = 3, ; w;ja;b;, joten joukko B virittdd M:m K-vektoriavaruutena.

Osoitetaan sitten, ettd B on vapaa. Oletetaan, ettd ; ;x;;a;b; = 0, missd
zi; € K kaikilla i. Joukko {b;} on vapaa L-avaruudessa M, ja >; z;ja; € L kaikilla
J, joten Y, zj;a; = 0 kaikilla j. Edelleen joukko {a;} on vapaa K-avaruudessa L,
joten x;; = 0 kaikilla ¢ ja j. Téten joukko B on laajennoksen M /K kanta. Siité,
ettd B on vapaa, seuraa erityisesti, ettd a;b; # apb;, kun i # k tai j # [. Nain
saadaan lopulta [M : K] = |B| = |I|-|J| = [L : K][M : L]. Tam4 siséltda myos
sen tapauksen, ettd [L : K] tai [M : L] on déreton. O

Jos K C L C M on jono kuntia, laajennosta L/K kutsutaan laajennoksen
M/K alilaajennokseksi. Edellisestd lauseesta seuraa, ettd jos [M : K] = n, niin
asteet [M : L] ja [L : K] ovat luvun n tekijoita. Erityisesti, jos n on alkuluku,
laajennoksella M /K ei ole epétriviaaleja alilaajennoksia L/K.

12.2. Virittdminen. Kuntalaajennoksen késittelya helpottaa huomattavas-
ti, jos tiedetddn sen olevan joidenkin tiettyjen alkioiden virittdméa. Kuntalaajen-
noksen virittdminen ei téssa yhteydessa tarkoita samaa kuin sen virittaminen vek-
toriavaruutena. Erityisesti aérellisviritteisen kuntalaajennoksen asteen ei tarvitse
valttamatta olla darellinen.

MAARITELMA 12.4. Olkoon L kunnan K laajennos, ja A joukko L:n alkioita.

a) Joukon A wvirittdmd laajennoksen L/K alirengas K[A] on pienin L:n ali-
rengas, joka sisdltdd sekd kunnan K ettd osajoukon A.

b) Joukon A wvirittamd laajennoksen L/K alilaajennos K(A) on puolestaan
pienin L:n alikunta, joka sisaltda seké kunnan K ettd osajoukon A.

Tapauksessa, jossa joukko A = {ay,...,a,} on direllinen, merkitdan yksinkertai-
sesti K[A] = Klay,...,ay] ja K(A) = K(a1,...,ay,). Talloin kuntaa K (a1, ..., ay,)
nimitetddn K:n ddrellisviritteiseksi laajennokseksi.

Kuva 22. Joukon A virittdmat laajennoksen K /L alirengas K [A]
ja alilaajennos K (A)
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Koska alirenkaiden mielivaltainen leikkaus on alirengas ja sama pétee kunnille,
joukot K[A] ja K(A) voidaan mééritelld niiden alirenkaiden tai -kuntien leikkauk-
sena, jotka siséltdvat kunnan K seké joukon A. Néin voidaan perustella joukkojen
K[A] ja K(A) olemassaolo, miki ei seuraa suoraan mééritelmasta.

Polynomialgebrat ovat vapaita déarellisviritteisid algebroja. Sijoitushomomor-
fismista saadaan merkittdvd yhteys K-kertoimisten polynomialgebrojen ja K:n
ddrellisviritteisten kuntalaajennosten vélille. Seuraava lause konkretisoi tata yh-
teytta.

LAUSE 12.5. Olkoon L kunnan K laajennos, ja olkoot aq,...,a, € L. Tdlldin
Klai,...,ap) ={f(a1,...,an) | f € K[X1,...,Xp]}
ja

K(ai,...,an) = {H | f,geK[Xl,...,Xn],g(al,...,an)#0}.

Lisiksi K (ay,...,ayn) on renkaan Klay, ..., a,] osamddrikunta.

Tobistus. Olkoon ¢: K[X] — L alkioihin ay,...,a, liittyvd sijoitushomo-
morfismi. Tdmén algebrahomomorfismin kuva on {f(a1,...,a,) | f € K[X]}, ja
se on algebran L alialgebra, siis alirengas. Toisaalta mika tahansa L:n alirengas M,
joka sisaltda kunnan K lisaksi alkiot a1, ..., a,, sisdltdd myos kaikki ndista alkiois-
ta muodostettujen tulojen K-lineaariset kombinaatiot, joten f(aq,...,a,) € M
kaikilla f € K[X]. Néin ollen Im ¢ C M, misté seuraa, ettd K[ay,...,a,] = Ime.
Renkaan Klay,...,a,] osamairdkunta ) puolestaan koostuu alkioista a/3, missa
a,fB € Klay,...,ay) ja f # 0. Jokainen L:n alikunta, joka siséltdé alkiot a;, sisdl-
tad myos renkaan Klaq,...,a,] ja edelleen edelld mainitut osaméarat «/f5. Taten
K(ai,...,an) = Q. O

ESIMERKKI 12.6. Laajennoksen C/Q alilaajennos Q(i) koostuu osamééristé
f(i)/g(i), missé f,g € Q[X] ja g(i) # 0. Koska i = —1, voidaan rajoittua ensim-
maéisen asteen polynomeihin. Talloin

a6 - {
Edelleen (c+di)~! = g(c—di), missi ¢ = (> +d?)~! € Q, joten voidaan kirjoittaa

Qi) = {a+bi|a,beQ} =Qli.

Joukko {1,i} virittdd Q-vektoriavaruuden Q[i]. Liséksi 1 ja i ovat lineaarisesti
riippumattomia Q:n suhteen, joten {1,i} on avaruuden Q[i| kanta. Laajennoksen
Q(7)/Q asteeksi saadaan néin ollen [Q(7) : Q] = 2.

Toisaalta on mahdollista osoittaa, ettd Q:n laajennoksella Q(7) C R ei ole
sarellistd kantaa. Adrellisviritteinen el siis valttamatta tarkoita samaa kuin aérel-
linen.

a+ b
c+di

|a,b,c,d€@,c7§0taid7é0}.

Adretonviritteisten laajennosten ominaisuudet voidaan useimmiten palauttaa
aarellisviritteiseen tapaukseen seuraavan lauseen avulla.
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LAUSE 12.7. Olkoon L kunnan K laajennos, ja olkoon A C L. Jos a € K(A),
niin « € K(ai,...,ay) joillain ai,...,a, € A. Tdten

K(A) = J{K(a1,...,an) [n €N, ay,...,a, € A}.

Tobistus. Merkitdén F = J{K(a1,...,an) | a; € A}. Jokainen aarellisvi-
ritteinen kunta K(ai,...,a,), missd a; € A kaikilla 4, siséltyy kuntaan K(A).
Taten F' C K(A). Toisaalta F' sisaltdd kunnan K sekéd joukon A, joten jos se on
kunta, tdytyy sen sisdltdad myos K(A). Osoitetaan siis, ettd F' on kunta. Olkoot
a,f € F. Talloin « € K(ay,...,a,) ja B € K(b1,...,by) joillain a;,b; € A. Nyt
alkiot o + 3, af ja a/f ovat kunnassa K(ay,...,an,b1,...,by), ja tdmé kunta
puolestaan siséltyy yhdisteeseen F'. Siispd F' on kunta, ja K(A) = F. O
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13. Algebralliset laajennokset

Vanhoina aikoina algebran tutkimuksen padmadrané oli oppia ratkaisemaan
polynomiyhtéaléitda. Niinpé erityisen tarkedd osaa klassisessa kuntalaajennosten
teoriassa nayttelevat sellaiset laajennokset, joiden kaikki alkiot ovat joidenkin lah-
tokunnan polynomien juuria. Esimerkiksi jokainen kompleksiluku on jonkin kor-
keintaan toisen asteen reaalikertoimisen polynomiyhtalon ratkaisu.

13.1. Algebrallisuus ja minimipolynomit.

MAARITELMA 13.1. Olkoon L kunnan K laajennos. Alkiota o € L kutsutaan
algebralliseksi kunnan K suhteen, jos on olemassa nollasta poikkeava polynomi
f € K[X], jolle pitee f(a) = 0. Jos téllaista polynomia ei ole, sanotaan, et-
td a on transkendenttinen K:n suhteen. Jos kaikki L:n alkiot ovat algebrallisia
K:n suhteen, sanotaan, ettd L on algebrallinen K:n suhteen, ja laajennosta L/K
kutsutaan algebralliseksi laajennoksekst.

Oletetaan, ettd L on kunnan K laajennos ja o € L. Jos a on transkendentti-
nen K:n suhteen, niin kaikilla nollasta poikkeavilla polynomeilla f € K[X] pétee
f(a) # 0. Tama tarkoittaa, ettd alkioon « liittyvan sijoitushomomorfismin ydin

Kerp, = {f € K[X]| f(a) =0}
on nollaideaali.

Vastaavasti o on algebrallinen, jos ja vain jos sijoitushomomorfismin ydin on
epatriviaali. Koska K[X] on paaideaalirengas, ideaali Kerp, on jonkin yhden
polynomin p virittdmaé, eli Ker ¢, = (p). Koska jokainen ideaalin (p) polynomi
on jaollinen p:114, ndhd&an ettd p:n aste on minimaalinen joukon Ker ¢, nollas-
ta poikkeavien polynomien keskuudessa. Liséksi myos kaikki p:n kanssa saman-
asteiset joukon Ker ¢, polynomit ovat jaollisia p:lld, joten ne voivat erota tésté
vain vakiokertoimella, ja jokainen niistd virittda siksi saman ideaalin. Polynomin p
maaradmiseksi yksikésitteisesti riittdd siis viritysominaisuuden lisdksi vaatia esi-
merkiksi, ettd korkeimman asteen kerroin on 1 eli ettd p on pddpolynomi. Tata
polynomia nimitetdén alkion o minimipolynomiksi.

aste
kasvaa

N

0

Kuva 23. Sijoitushomomorfismin ytimen virittdd mikéd tahansa
minimaalisen asteen omaava nollasta poikkeava polynomi. Nama
ovat kaikki toistensa liittoalkioita.

MAARITELMA 13.2. Oletetaan, ettd o € L on algebrallinen kunnan K suhteen.
Alkion « minimipolynomi K:n suhteen on sellainen nollasta poikkeava péadpoly-
nomi p € K[X], jolle pitee p(a) = 0 ja jonka aste on pienin mahdollinen. Alkion
a minimipolynomia kunnan K suhteen merkitédén p = min(K, «).
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Huom. Koska mééritelmén mukaan p(«) = 0, niin p € Ker ¢,. Maaritelmaé
edeltavin péattelyn perusteella alkion o« minimipolynomi voidaan karakterisoida
niin, etta se on se padpolynomi, joka virittdd alkioon a liittyvin sijoitushomomonr-
fismin ytimen.

ESIMERKKI 13.3. Luku /2 on algebrallinen kunnan Q suhteen, silld se on
polynomin X2 — 2 juuri. Koska /2 ei ole rationaaliluku, se ei ole minkééin en-
simméisen asteen polynomin juuri. Niin ollen min(Q, v/2) = X? — 2. Toisaalta

min(R, v2) = X — /2.

Alkion o minimipolynomin hyddyllisyys piilee siiné, ettd sen aste kertoo laa-
jennoksen K (o) asteen. Seuraavassa lauseessa tdma seikka on koottu yhteen mui-
den hyodyllisten ominaisuuksien kanssa.

LAUSE 13.4. Olkoon L kunnan K laajennos, ja olkoon o € L algebrallinen
kunnan K suhteen. Tdlloin

i) Minimipolynomi min(K, «) on jaoton renkaassa K[X].
ii) Jos f € K[X], niin f(a) =0, jos ja vain jos min(K, &) jakaa f:n.
iii) K[a] on kunta, ja Kla] = K(«).
iv) Jos n on polynomin min(K, o) aste, niin alkiot 1,«, ..., « muodosta-
vat laajennoksen K(«)/K kannan. Erityisesti [K( ) : K} =n < o0.

n—1

Tobistus. Merkitdén min(K, a) = p. Aloitetaan kohdasta (ii). Jos f(a) =
jollain f € K[X], niin f € Ker ¢,. Koska p virittda ideaalin Ker ¢, polynomi f on
jaollinen p:lla. Toisaalta, jos f = pg jollain g € K[X], niin f(a) = p(a)g(a) = 0.

i) Oletetaan, ettd p = fg joillain f,g € K[X], jolloin
f(a)g(a) = p(a) = 0.

Lauseen 12.5 perusteella f(«) ja g(«) ovat renkaassa K[a]. Taméa rengas on koko-
naisalue, koska se on kunnan L alirengas, joten f(a) = 0 tai g(a) = 0. Kohdasta
(ii) seuraa, ettd f tai g on jaollinen p:1l4. Toisaalta f ja g jakavat molemmat p:n,
joten jompikumpi niistd on p:n liittoalkio ja toinen siis yksikko. Téten p on jaoton.

iii) Lauseen 12.5 mukaan K[a] = Im ¢,, ja toisaalta (p) = Ker ¢,. Algebro-
jen homomorfialauseesta seuraa nyt, ettd K[X|/(p) = K[a]. Koska K[a] C L on
kokonaisalue, (p) on alkuideaali. Toisaalta K[X] on padideaalirengas, joten sen jo-
kainen nollasta poikkeava alkuideaali on maksimaalinen (ks. esimerkki 6.9). Tésta
seuraa, ettd K[| on itse asiassa kunta. Lisdksi K|a] = K («), koska K|a] C K(a)
ja K(«) on pienin kunta, joka sisiltdd sekd K:n ettd alkion a.

iv) Olkoon z € K(«). Kohdan (iii) nojalla x = f(«) jollain f € K[X]. Jako-
yhtalosta ndhdéan, ettd f = gp + r, missé deg(r) < deg(p) = n. Nyt f(a) = r(a),
koska p(a) = 0. Alkio = = r(«) voidaan siis kirjoittaa lineaarikombinaationa al-
kioista 1, a,...,a"” . Oletetaan sitten, etti 2?;01 a;a’ = 0 joillain a; € K. Tél-
16in polynomille g = ?:_01 a; X; patee g(a) = 0, joten kohdan (ii) perusteella p
jakaa g:n. Kuitenkin g:n aste on pienempi kuin n, joten g:n on oltava nollapoly-
nomi. Témi tarkoittaa sitéi, ettd a; = 0 kaikilla i ja joukko {1,c,...,a" 1} on
vapaa. Kyseinen joukko muodostaa siis laajennoksen K («) kannan kerroinkunnan
K suhteen. O



100 KUNTALAAJENNOKSET

ESIMERKKI 13.5. Tarkastellaan laajennosta Q(+/2)/Q. Polynomille f = X3—2
pitee f(v/2) = 0, joten luvun /2 minimipolynomi jakaa fm. Toisaalta f on
jaoton Eisensteinin kriteerin perusteella, joten se on luvun /2 minimipolynomi.
Titen laajennoksen Q(+/2) aste on 3. Lisiksi Q[v/2] = Q(+/2), joten jokainen
laajennoksen alkio on muotoa a 4 b+/2 + cv/4. Taméi koskee myos kéinteislukuja

271, missid x € Q[V/2].

ESIMERKKI 13.6. Kompleksiluku w = €27/3 = —1/2 4 iy/3/2 on polynomin
X3 — 1 juuri. Tamé polynomi ei kuitenkaan ole w:n minimipolynomi, silld se ja-
kautuu tekijoihin seuraavasti: X2 — 1 = (X — 1)(X? + X + 1). Niisté tekijoista
jalkimmaéinen on jaoton rationaalijuuritestin perusteella, ja silld on juurenaan w.
Siispé alkion w minimipolynomi on X2 + X + 1, ja [Q(w) : Q] = 2.

Ei ole vaikea ndhdé, ettd aérellinen laajennos on aina &érellisviritteinen. Ai-
emmin todettiin, ettd sama ei pdde toisinpain: darellisviritteinen laajennos ei ole
valttamatta aina dérellinen. Késitteet ovat kuitenkin yhtépitavia, mikali laajennos
on algebrallinen. Lisdksi dédrellinen laajennos on aina algebrallinen. Nama ajatuk-
set on ilmaistu seuraavissa kahdessa lauseessa.

LAUSE 13.7. Olkoon L kunnan K ddrellinen laajennos. Talloin L on darellis-
viritteinen ja algebrallinen K :n suhteen.
TobisTUs. Harjoitustehtéava. O

LAUSE 13.8. Olkoon L kunnan K laajennos. Oletetaan, ettd «; € L on al-
gebrallinen K :n suhteen kaikilla i. Tdlloin Klaa,. .., ap] on kunnan K ddrellinen
laajennos, jonka asteelle pdtee

[Klag,...,a,] : K] < H[K(al) : K.

=1
TobisTus. Kéaytetadn induktiota luvun n suhteen. Tapaus n = 1 seuraa
lauseesta 13.4. Oletetaan, ettd viite péatee renkaalle K1 = Koy, ..., an—1]. (Huo-
maa, ettd Klaq,...,a,] = Ki|ay].) Talloin erityisesti K7 on kunta. Koska «,, on

algebrallinen kunnan K ja siis myos kunnan Kj suhteen, lauseesta 13.4 seuraa, et-
td K1[an] = Ki(ay,) on kunta. Edelleen saman lauseen mukaan min(K1, o) jakaa
polynomin min(K, a,), joten

[Kl[an] :Kl] S [K(an) : K]

Induktio-oletuksen ja lauseen 12.3 perusteella
n
[Ki|aw) : K] = [Ki[an] : K] - [Ky: K] < H[K(al) : K.
i=1
Lisdksi oikeanpuoleinen tulo on dérellinen lauseen 13.4 nojalla. (|

Edellisisté lauseista saadaan suoraan seuraava ehto alkion algebrallisuudelle.

KOROLLAARI 13.9. Olkoon L kunnan K laajennos. Tdalloin o € L on algebral-
linen K :n suhteen, jos ja vain jos [K(«) : K] on ddrellinen. Lisiksi L on algebral-
linen, jos [L : K| on ddrellinen.
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Korollaarin jalkimmaéisen véaitteen implikaatiota ei voi kdadntaéd. Esimerkiksi
joukko {2'/" | n € N} virittdi Qm algebrallisen laajennoksen, jonka aste on
aareton.

Nyt voidaan todistaa, ettd laajennoksen algebrallisuus on transitiivinen omi-
naisuus.

LAuse 13.10. Olkoon K C L C M jono kuntia. Jos L/K ja M/L ovat al-
gebrallisia laajennoksia, niin M /K on algebrallinen.

TobisTus. Oletetaan, ettd m € M. Olkoon p = ag + a1 X + - - - + a, X™ alkion
m minimipolynomi kunnan L suhteen. Merkitdan K; = K(ay,...,a,). Koska L
on algebrallinen K:n suhteen ja a; € L jokaisella ¢, laajennos K; on aérellinen
lauseen 13.8 perusteella. Nyt p € K;[X], joten m on algebrallinen kunnan K
suhteen. Téaten [K7(m) : K] on dérellinen, ja

[Kl(m) : K] = [Kl(m) : Kl] . [Kl : K] < Q.

Edelleen K(m) C Ki(m), joten [K(m) : K] < oco. Lauseesta 13.7 seuraa, ettd
K (m) on algebrallinen K:n suhteen. Erityisesti siis m on algebrallinen K:n suh-
teen, ja koska m oli mielivaltainen, koko laajennos M /K on algebrallinen. O

13.2. Sovellus: harppi—viivainkonstruktiot. Edella opittua teoriaa voi-
daan kéyttad tiettyjen klassisten geometristen konstruktioiden tutkimiseen. N&-
mé konstruktiot, joista ehkd tunnetuin kulkee nimelld ympyran nelidinti, ovat
askarruttaneet matemaatikkojen mieltd antiikista 1800-luvulle saakka, jolloin nii-
den toteuttaminen viimein osoitettiin mahdottomaksi algebrallisten menetelmien
avulla.

Antiikin Kreikassa geometrialla oli erityisen tarked sija matemaattisessa kirjal-
lisuudessa. Algebrallisten merkintéjen puuttuessa geometriaa kaytettiin kaikkien
matemaattisten (eli lahinnd geometristen ja lukuteoreettisten) tulosten esittami-
seen. Lukuja edustivat eripituiset janat: yhteenlasku tulkittiin kahden janan liitta-
miseksi perakkéin, ja kahden luvun tulo tarkoitti sellaisen suorakulmion muodos-
tamista, jonka sivut vastasivat kerrottavia lukuja. Nain voitiin esittda esimerkiksi
osittelulaki a(b+ ¢) = ab+ ac jakamalla suorakulmio, jonka sivujen pituudet ovat
a ja b+ c, kahdeksi suorakulmioksi, jotka vastasivat tuloja ab ja ac.

b c
Kuva 24. Osittelulakia esittdvd geometrinen konstruktio

Perinteisen tarinan mukaan filosofi Platon?! vaati, ettd geometriset konstruk-
tiot olisi toteutettava vain harppia ja viivainta hyvaksi kayttden. Viivaimella sai

21platon (428,/427-348/347 eKr.), ateenalainen filosofi, Akatemian perustaja. Platon oli ai-
kanaan huomattava vaikuttaja myos matematiikan alalla, vaikka hénen ei tiedetd itse tuottaneen
omaperaisid matemaattisia tuloksia.



102 KUNTALAAJENNOKSET

piirtda rajattoman pitkdn suoran kahden tunnetun pisteen kautta, ja harpilla oli
sallittua piirtd& ympyré, jonka keskipiste ja side tunnettiin. (Alun perin saannot
annettiin vield tiukemmassa muodossa, mutta ne olivat yhtépitavat tassa esitetty-
jen kanssa.) Pian nousi esiin kolme ongelmaa, joita kreikkalaiset eivéit pystyneet
ratkaisemaan edes lukemattomien yritysten jalkeen:

1. Ympyrin nelidinti. On tuotettava sellaisen nelién sivu, jonka pinta-ala
on sama kuin annetulla ympyréalla.

2. Kuution kahdentaminen. On tuotettava sellaisen kuution sivu, jonka ti-
lavuus on kaksi kertaa annetun kuution tilavuus.

3. Kulman kolmiajako. On tuotettava kulma, jonka suuruus on kolmasosa
annetun kulman suuruudesta.

Kreikkalaisten epdonnistuminen ylld mainittujen tehtavien ratkaisemisessa ei
ollut osoitus heidén kyvyttomyydestddn. Vuonna 1837 Pierre Wantzel nimittéiin
osoitti, ettd 2. ja 3. konstruktio eivat olisi mahdollisia suorittaa pelkastédan har-
pilla ja viivaimella. My6s 1. konstruktio on mahdoton, mutta tdméan todistaminen
onnistui vasta, kun Ferdinand von Lindemann osoitti vuonna 1882 luvun 7 trans-
kendenttisuuden.

Selvitetdédn nyt, miten geometriset konstruktio-ongelmat voidaan formuloida
algebran kielelli. Tarkasteltavina ovat tason pistejoukot G C R?, joita nimitetdin
kuviotksi. Kuvion G suora on suora, joka kulkee G:n kahden pisteen kautta. Kuvion
G ympyrd taas on ympyré, jonka keskipiste on G:ssé ja sdde kahden G:n pisteen
valinen etdisyys.

Olkoon annettu kuvio Gy C R2. Geometrinen konstruktio joukosta Gy on #-
rellinen jono kuvioita

GQCG1C"'CGn,

missi Gi11 = G; U {Pi+1} kaikilla i < n ja P41 on jokin kuvion G; suorien tai
ympyroiden leikkauspiste. Sanotaan, ettd kuvio G voidaan konstruoida kuviosta
Gy, jos on olemassa geometrinen konstruktio Gog C --- C Gy, missd G, = G.
Kuvion G kunta K¢ on laajennos Q(A), missid A sisdltdéd kaikkien G:n pisteiden
x- ja y-koordinaatit.

Seuraava lause antaa algebrallisen ehdon kuvion konstruoitavuudelle.
Lause 13.11. Jos kuvio G voidaan konstruoida kuviosta Gg, niin
[Kg: Kg,| =2"
jollain n € N.

TobisTus. Olkoon Gg C --- C G, = G geometrinen konstruktio. Analyytti-
sen geometrian perusteista tiedetdén, ettd jokaista kuvion G; suoraa ja ympyrad
kuvaa polynomiyhtalo, jonka kertoimet ovat kunnassa K¢, ja joka on korkeintaan
toista astetta. Edelleen tiedetdén, ettd ndiden suorien ja ympyroiden leikkaus-
pisteiden 16ytédmiseksi on ratkaistava korkeintaan toisen asteen yhtélopari, jonka
ratkaisut ovat muotoa x = a; +b1y/c ja y = az+ba\/c, missé a1, az, by, ba, c € Kg,.
Téten Kg, , C Kg,(v/c). Koska luvun /c minimipolynomi kunnan K¢, suhteen
on korkeintaan toista astetta, saadaan lopulta [Kgq,,, : Kg,| < 2. Viite seuraa
tasta induktiolla, kun kéytetddn lausetta 12.3. O
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Y14 oleva lause patee myos kddnteisessd muodossa: jos aste [Kq : K¢, ] on kak-
kosen potenssi, niin kuvio G voidaan konstruoida kuviosta Gg. Tété ei kuitenkaan
tarvita silloin, kun konstruktioita osoitetaan mahdottomiksi, kuten seuraavassa
esimerkissa tehdaan.

ESIMERKKI 13.12. Kulman kolmiajako. Osoitetaan, ettd esimerkiksi 60° kul-
maa ei voi jakaa kolmeen osaan harpilla ja viivaimella. Valitaan koordinaatisto
niin, ettd annettu 60 asteen kulma tulee suorien O A ja OB viliin, missa O = (0, 0),
A = (1,0) ja B = (1/2,v/3/2). Olkoon Gy = {0, A, B}, jolloin K¢, = Q(v/3) ja
[Kq, : Q] =2.

Oletetaan, ettd kulma AOB voidaan jakaa kolmeen osaan. T&lléin syntyvin
kulman kyljen ja origokeskisen yksikkdympyréan leikkauspiste (joka siis myos voi-
daan konstruoida) on («a, 8), missd a = cos20° ja § = sin 20°. Oletuksen mukaan
voidaan konstruoida kuvio G, joka sisaltdé pisteen (a, 3).

\/

Kuva 25. Kulman kolmiajako

Tutkitaan tarkemmin koordinaattia «. Kolminkertaisen kulman kosinin kaa-
vasta ndhdédin, etté

cos(3 - 20°) = 4 cos® 20° — 3 cos 20° = 40® — 3a.

Koska cos 60° = 1/2, tisti seuraa, etti o on polynomin 8 X3 —6X — 1 juuri. Koska
tdmé polynomi on jaoton Q:n suhteen esimerkiksi rationaalijuuritestin perusteella,
se on minimipolynomin min(Q, «) liittoalkio. Siispd kyseisen minimipolynomin
aste on 3, ja edelleen [Q(«) : Q] = 3. Lauseiden 13.11 ja 12.3 perusteella

[Kg:Q]=[K¢g: Kg,] - [Kg, : Q] =2"-2=2""
jollain n € N, mutta toisaalta
Ko : Q) = [Ko : Q@) - [Q(e) : Q] = [Kq : Q(a)] -3

Tama on selvisti mahdotonta, joten kuviota G ei voida konstruoida.

Tama esimerkki osoittaa, ettd mielivaltaisen kulman kolmiajakamiseksi har-
pilla ja viivaimella ei voi olla olemassa yleistd menetelméaé. Joitakin kulmia silti
voidaan jakaa kolmeen osaan: esimerkiksi 30 asteen kulma voidaan konstruoida,
miké tarkoittaa sitd, ettd suoran kulman kolmiajako onnistuu.
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13.3. Transkendenttisuudesta. Luvun todistamiseksi algebralliseksi riit-
tda 1oytad polynomi, jonka juuri kyseinen luku on. Transkendenttisuuden todis-
taminen on sen sijaan tyolddmpéd. Jotkut tapaukset ovat kuitenkin selkeitéd: Ole-
tetaan esimerkiksi, ettd K on kunta, ja tarkastellaan polynomialgebran K[X] ja-
kokuntaa K (X). Tamé kunta on K:n laajennos, ja alkio X € K(X) on selvis-
ti transkendenttinen K':n suhteen. Kaikkien K-kertoimisten polynomien joukko
K[X] nimittdin sisiltyy kuntaan K(X), ja alkioon X liittyvé sijoitushomomor-
fismi K[X] — K(X) on inkluusiokuvaus. Toisin sanoen, sijoitettaessa alkio X
polynomiin f tuloksena on f. Siispd f(X) =0 jos ja vain jos f = 0.

Useimmiten transkendenttisista luvuista puhuttaessa tarkoitetaan reaali- tai
kompleksilukuja, jotka ovat transkendenttisia rationaalilukujen kunnan suhteen.
Nykyéédn on tunnettua, ettéd transkendenttisia lukuja on olemassa, vielapé runsain
mitoin. On nimittdin varsin helppo osoittaa, ettd Q-kertoimisia polynomeja on
vain numeroituva méaré, jolloin my6s niiden juuria on numeroituvan monta (ks.
lemma 14.11). Siispa algebrallisten lukujen joukko

A = {a € C| o on algebrallinen Q:n suhteen}

on numeroituva. Toisaalta kompleksilukujen joukko on ylinumeroituva, joten val-
taosa kompleksiluvuista (tai yhtd hyvin reaaliluvuista) on transkendenttisia.

Ylla esitetty padttely on mahdollista tehda vain, jos kompleksilukujen jou-
kon ylinumeroituvuus tunnetaan. Viimeksi mainitun seikan todisti Georg Cantor
vuonna 1878. Kuitenkin jo aiemmin — tarkemmin sanottuna vuonna 1844 — Joseph
Liouville oli osoittanut, ettd eradt hinen 16ytdmaéansa luvut ovat transkendentti-
sia reaalilukuja. N&itd lukuja kutsutaan nykyédédn Liouvillen luvuiksi. Liouvillen
16yt6 oli ensimméinen osoitus transkendenttisten lukujen olemassaolosta. Tunne-
tumpi esimerkki transkendenttisesta luvusta saatiin vuonna 1873, kun Charles
Hermite osoitti Neperin luvun e transkendenttisuuden. Hieman myohemmin, eli
vuonna 1882, Ferdinand von Lindemann onnistui Hermiten menetelmaéd mukail-
len osoittamaan, ettd myos luku 7 on transkendenttinen rationaalilukujen suhteen.
Lindemannin ja Hermiten todistukset kéyttavat analyyttisid menetelmia.

Avoimeksi ongelmaksi sen sijaan on jadnyt muun muassa se, onko e algebral-
linen vai transkendenttinen laajennoksen Q(7) suhteen eli onko olemassa polyno-
mia, jonka kertoimissa saa hyodyntéa piin potensseja ja jolla on juurena e.
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14. Juurikunnat

Mielivaltaisella polynomilla ei vilttdmétta ole juuria tarkasteltavassa kunnas-
sa. Téssé luvussa tutkitaan sellaisia algebrallisia laajennoksia, jotka saadaan liséé-
milld polynomeille juuria. Aédritapauksessa voidaan muodostaa laajennos, johon
lisatadn kaikkien polynomien kaikki mahdolliset juuret.

14.1. Mairitelm3 ja olemassaolo. Tarkastellaan aluksi esimerkkié. Olete-
taan, ettd K on kunta ja f € K[X] jokin polynomi, jolla on juuria kunnan K
laajennoksessa L. Jos aq,...,qa, € L ovat polynomin f juuret, voidaan mé&ari-
telld, ettd K(aq,...,a,) on fin juurikunta laajennoksessa L. Juurikunta on siis
pienin L:n alilaajennos, joka sisaltdd polynomin f juuret. Maaritelma on kuiten-
kin hieman kémpeld, koska siind viitataan ympéaroivadan laajennokseen L, jossa
polynomilla jo tiedetdén olevan juuria. Liséksi jaa avoimeksi, sisdltdako L kaikki
[ juuret vai jadko osa juurista mahdollisesti juurikunnan ulkopuolelle.

Seuraava tuttu lemma antaa juurten olemassaololle kriteerin, joka perustuu
vain polynomin jaollisuusominaisuuksiin.

LEMMA 14.1. Olkoon K kunta ja f € K[X] nollasta poikkeava polynomi.

a) Alkio a on polynomin f juuri, jos ja vain jos X — « jakaa f:n.
b) Polynomin f juurten lukumddrd missa tahansa K :n laajennoksessa on
korkeintaan deg(f).

TobisTus. a) Jakoyhtélostéd saadaan f = ¢(X — «) + 7, missé r on vakio. Nyt
fla) =r, joten f(a) =0, jos ja vain jos X — « jakaa f:n.

b) Olkoon L kunnan K laajennos. Kéytetdén induktiota polynomin f asteen
suhteen. Jos deg(f) = 0, viite patee selvasti. Oletetaan sitten, ettd viite pétee
astetta n olevilla polynomeilla ja ettd f:n aste on n + 1. Jos f:1la ei ole juuria
laajennoksessa L, niin véite pdtee. Muussa tapauksessa voidaan valita juuri o € L
ja kirjoittaa f = (X — «) - ¢g. Jokainen f:n juuri on nyt joko « tai jokin g:n
juurista. Jalkimmaéisid on induktio-oletuksen mukaan korkeintaan n kappaletta,
joten yhteensé juuria on korkeintaan n + 1. O

Lemman avulla paastdan juurikunnan méaéritelméssé eroon viittauksesta ym-
paroiviaan kuntaan. Mikéli ympéaroiviaa kuntaa ei ole, ei voida tietdd, minkalaisia
juuria annetulla polynomilla on eri laajennoksissa. Kuitenkin sellainen laajennos,
jonka suhteen polynomi jakautuu ensimmaéisen asteen tekijoihin, sisdltda joka ta-
pauksessa maksimaalisen méaérén kyseisen polynomin juuria.

MAARITELMA 14.2. Olkoon f € K[X] jokin polynomi. Kunnan K laajennos
L on f:n juurikunta kunnan K suhteen, jos seuraavat ehdot toteutuvat:

(JK1) Polynomi f jakautuu 1. asteen polynomien tuloksi renkaassa L[X].
(JK2) L = K(aq,...,qp), missd aq,...,a, € L ovat polynomin f juuret.

Huomaa, ettéd ehto (JK1) takaa, ettd polynomilla on suurin mahdollinen méaéara
juuria laajennoksessa L. Ehdolla (JK2) puolestaan varmistetaan, ettd L ei sisilld
mitadn yliméaraistd kyseisten juurten lisdksi.
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Yleisemmin, jos S C K[X] on joukko polynomeja, sanotaan, ettd L on joukon

suhteen ja lisdksi L = K(A), missd A koostuu kaikkien S:n polynomien juurista.

Polynomijoukon juurikunta ei ole yksikéasitteinen. Myohemmin tullaan kuiten-
kin osoittamaan, etté kaikki tietyn joukon juurikunnat ovat keskenéén isomorfiset.

ESIMERKKI 14.3. Kompleksilukujen kunta C on polynomin X? + 1 juurikunta
R:n suhteen, silli C = R(i) = R(i, —7). Yleisesti, jos L on kunnan K laajennos ja
a? € K jollain a € L, niin laajennos K(a) C L on polynomin X? — a? juurikunta
K:n suhteen. Toisaalta esimerkiksi Q(+/2) ei ole polynomin X3 — 2 juurikunta Q:n
suhteen, silla

X3 -2 = (X - V2)(X? + V2X + V4)
eiké polynomilla X2 + /2X + V/4 ole reaalisia juuria; siis erityisesti sillé ei ole
juuria kunnassa Q(+/2).

Voidaan osoittaa, ettd milld tahansa polynomilla on olemassa juurikunta. Sel-
lainen 16ydetaén jo tutuksi tulleella menetelmallé.

LAUSE 14.4. Olkoon K kunta, ja olkoon f € K[X] jokin polynomi, joka ei
ole vakio. Tdlldin loytyy K:m darellinen laajennos L, jonka suhteen f jokautuu

TobisTus. Kiytetdan induktiota polynomin f asteen suhteen. Jos deg(f) = 1,
tapaus on selvi. Oletetaan sitten, etta viite pétee tapauksessa n. Olkoon f € K[X]
polynomi, jonka aste on n + 1. Valitaan jokin f:n jaoton tekiji p ja konstruoidaan
kunta Ky = K[X]/(p). Lahtokunta K voidaan samastaa Kj:n alikunnan kanssa,
jolloin K7 on K:n laajennos.

Merkitiin o = X = X + (p). Sijoitettaessa muuttujan X paikalle X polynomi
p muuttuu polynomiksi p. Téten p(a) = p = 0, eli & on polynomin p juuri ja siten
my6s fm juuri. Néin ollen f = (X — «) - g jollain g € K;[X]. Nyt polynomin g
aste on n, joten induktio-oletuksen perusteella 16ytyy Ki:n darellinen laajennos L,

ensimmaéisen asteen tekijoihin, ja lisdksi [L : K] = [L : K1] - deg(p) < oc. O

KOROLLAARI 14.5. Jokaisella polynomilla f € K[X] on juurikunta kunnan K
suhteen.

TobisTus. Edellisen lauseen avulla 16ydetédan K:n laajennos L, jonka suhteen

f jakautuu ensimmaéisen asteen tekijoihin. Olkoot ag,...,a, € L polynomin f
juuret. Nyt K(aq,...,q,) C L on etsitty juurikunta. O

ESIMERKKI 14.6. Tarkastellaan polynomia f = X*4+3X242 € Q[X]. Pienelld
vaivalla 16ydetdéin polynomin jaottomat tekijit p; = X2 + 2 ja po = X2 + 1.
Sovelletaan edellisen lauseen todistusta juurikunnan 16ytdmiseksi.

Valitaan ensimméiseksi laajennokseksi K1 = Q[X]/(p1). Merkitéin tdssé laa-
jennoksessa o = X, jolloin K; = Q(a), ja

o =X"=-2+4+p, = -2

Nyt patee
(X —a)(X+a)=X?—a®=X?+2,
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joten p; jakautuu ensimmaéisen asteen tekijoihin renkaassa K;[X]. Toisaalta voi-
daan osoittaa, ettd py on edelleen jaoton laajennetussa renkaassa K;[X]. (Tama
nidhdéédn tarkistamalla, ettd mikdan luku xa + y, misséd x,y € Q, ei voi olla pa:n
juuri.) Siispd voidaan valita seuraavaksi laajennokseksi Ko = K;[X]/(p2). Merki-
tdsn 8 = X (sivuluokka nyt ideaalin (ps) suhteen), jolloin 32 = —1. Polynomiren-
kaassa K1[X] alkio a on vakio, joten samastetaan tavalliseen tapaan @ = a. Nyt
renkaassa Ko = K1[X] péitee

f=X=-a)(X +a)(X - B)(X +p).
Liséksi K9 = Q(«, 3), joten K5 on polynomin f juurikunta kunnan Q suhteen.

Y14 kuvattua metodia voidaan soveltaa kaikissa tapauksissa. Toisinaan voi-
daan kuitenkin edetd suoraviivaisemminkin, jos tunnetaan kunta, joka sisaltaa
varmasti kaikki tarvittavat juuret. Esimerkiksi kompleksilukujen kunta C siséltda
kaikki rationaalipolynomien juuret, joten voidaan yksinkertaisesti ratkaista yhtalo
f(x) = 0 kunnassa C, jolloin saadaan juuriksi luvut iv/2, —iv/2, i ja —i. Juurikun-
naksi tulee siten Q(7,/2), silld timi kunta sisiltdid mainitut juuret, ja toisaalta,
jos jokin kunta sisiltdd juuret iv/2 ja i, se sisaltdd myos luvun /2 = iv/2/i.

Edella viitattiin siihen, ettd kaikki annetun polynomin juurikunnat ovat iso-
morfisia. Tadmén esimerkin tapauksessa eras isomorfismi saadaan kaavasta

a+ba+cf+daB — a+biv2+ci—dV2.

Kaava méérittelee lineaarikuvauksen, koska joukko {1, «, 3,af} on laajennoksen
K,/Q kanta. Isomorfian tarkistaminen jatetdén harjoitustehtévéksi.

Mielivaltaisen &dérellisen polynomijoukon { fi, ..., f,} juurikunta l6ydetaén so-
veltamalla edellistd lausetta tuloon fi--- f,. Jos polynomeja on &aretdon maéara,
todistus on vaikeampi, ja se jatetddn mychemmaksi.

14.2. Algebrallinen sulkeuma. Tarkastellaan seuraavaksi sellaisia laajen-
noksia, jotka sisdltdvit kaikkien polynomiensa juuret.

MAARITELMA 14.7. Kunta K on algebrallisesti suljettu, jos jokainen polynomi
f € K[X] jakautuu ensimmaisen asteen tekijoihin renkaassa K[X].

Algebrallisesti suljetut kunnat voidaan karakterisoida monella tapaa.
LAUSE 14.8. Olkoon K kunta. Seuraavat ehdot ovat yhtdpitdivid.

a) Kunta K on algebrallisesti suljettu.
b) Jokaisella polynomilla f € K[X] on juuri K :ssa.
c) Kunnalla K ei ole aitoja algebrallisia laajennoksia.
d) Kunnalla K ei ole aitoja darellisid laajennoksia.
) Jos L on K:n laajennos, niin K koostuu tasmdlleen niistd L:n alkioista,

jotka ovat algebrallisia K :n suhteen.

(&

TobisTUs. Harjoitustehtéava. O

MAARITELMA 14.9. Kunnan K laajennosta L nimitetddn K:n algebralliseksi
sulkeumaksi, jos se on algebrallisesti suljettu ja algebrallinen K:n suhteen.
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Kunnan algebrallinen sulkeuma on sen suurin mahdollinen algebrallinen laa-
jennos, koska sulkeuma on algebrallisesti suljettu eikd silla itselldan siis voi ol-
la algebrallisia laajennoksia. Algebrallinen sulkeuma on toisaalta myds pienin al-
gebrallisesti suljettu kunta, joka sisdltda alkuperaisen kunnan. Jos nimittain sul-
keumasta poistaa yhdenkin alkion, poistuu samalla jonkin polynomin juuri, koska
jokainen sulkeuman alkio on algebrallinen.

EsIMERKKI 14.10. Kompleksilukujen kunta C on algebrallisesti suljettu. Téa-
mé tulos, jonka Gauss todisti vuonna 1799%2, tunnetaan algebran peruslauseen
nimelld. Sille on lukuisia todistuksia, jotka yleensé nojautuvat kompleksianalyy-
siin tai algebralliseen topologiaan. On olemassa myos Galois'n teoriaa kéyttava
todistus, jossa tarvitaan algebrallisten menetelmien liséksi vain véliarvolausetta.
Koska C on algebrallisesti suljettu ja algebrallinen reaalilukujen suhteen, se on
R:n algebrallinen sulkeuma.

Tarkastellaan algebrallisten lukujen joukkoa
A = {a € C| « on algebrallinen Q:n suhteen}.

Maéaritelmén perusteella jokaisen A-kertoimisen polynomin kaikki kompleksijuuret
16ytyvét A:sta. Koska C on algebrallisesti suljettu, myos A on téten algebrallisesti
suljettu. Lisdksi on helppo néyttdd, ettd A on kunnan Q algebrallinen laajennos.
Algebralliset luvut muodostavat siis Q:n algebrallisen sulkeuman.

Voidaan osoittaa, ettd mielivaltaisella kunnalla K on algebrallinen sulkeuma ja
ettd tdma sulkeuma on isomorfiaa vaille yksikésitteinen. Téssé esitettdvan olemas-
saolotodistuksen perusidea on kayttda Zornin lemmaa kaikkien K:n algebrallisten
laajennosten kokoelmassa. Kyseinen kokoelma on kuitenkin liian laaja ollakseen
joukko, joten sitd on rajoitettava jollain tapaa. Samalla on silti pidettdava huolta
siitéd, ettd kokoelma sisdltad riittavin maédrdn kuntia, jotta todistus menee léapi.
Tahan kaytetdan seuraavaa joukko-opillista lemmaa.

LEMMA 14.11. Jos L/ K on algebrallinen laajennos, niin |L| < max{| K|, |N|}.

TobisTus. Jokainen polynomi f = a9+ a1 X + -+ + a, X™ € K[X] voidaan
samastaa dérellisen jonon (ag,...,a,) kanssa. Astetta n olevien K-kertoimisten
polynomien joukon K,[X] mahtavuus on siis |[K"|. Jos K on &irellinen, tdméa
mahtavuus on |K|", muuten |[K"| = |K|. Koska K[X] on numeroituva yhdiste
joukoista K[ X], joukko-opin perustuloksista seuraa, etta | K[X]| < max{|K]|, |N|}.

Koska L/K on algebrallinen, jokainen L:n alkio on jonkin K-kertoimisen po-
lynomin juuri. Indeksoidaan jokaisen K-kertoimisen polynomin juuret ag,...,a,
jossain mielivaltaisessa jarjestyksessé, jolloin kutakin L:n alkiota « vastaa yksika-
sitteinen pari (p,i) € K[X] x N, misséd p = min(K, ) ja a:n indeksi polynomin
p juurten joukossa on ¢. Nididen parien muodostaman joukon mahtavuus on kor-
keintaan max{|K[X]|, [N|} = max{|K], |N|}. O

220ikeastaan Gaussin véitoskirjassaan esittdmé todistus sisdltdd aukon. Jean-Robert Ar-
gand esitti tdydellisen todistuksen vuonna 1814, ja Gauss julkaisi mychemmin useitakin erilaisia
aukottomia versioita.
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LAUSE 14.12. Jokaisella kunnalla on algebrallinen sulkeuma.

TobisTtus. Olkoon K mielivaltainen kunta. Olkoon .S jokin joukko, joka sisal-
taa kunnan K ja jolle pétee |S| > max{| K|, |N|}. Joillekin S:n osajoukoille voidaan
madritelld kuntarakenne, jonka suhteen niistéd tulee K:n algebrallisia laajennoksia.
Olkoon A nyt kaikkien téllaisten joukkoon S sisdltyvien K:n algebrallisten laa-
jennosten kokoelma. (Sama osajoukko voi esiintyé kokoelmassa useamman kerran
erilaisilla kuntarakenteilla varustettuna.) Selvisti K € A, joten A # (). Merki-
tdan L1 < Ls, kun Ly on Li:n laajennos. Tamé relaatio tekee kokoelmasta A
osittaisjarjestyksen.

On helppo ndhda, etté osittaisjarjestyksessd (A, <) jokaisella ketjulla on ylé-
rajanaan ketjun yhdiste. Zornin lemmasta seuraa talloin, ettd A:ssa on maksi-
maalinen alkio M. On osoitettava, ettd M on algebrallisesti suljettu. Olkoon sité
varten M’ jokin M:n algebrallinen laajennos. Edellisen lemman perusteella

| M| < max{|M], N[} < max{| K|, N[} <[S],
koska sekd M'/M ettda M/K ovat algebrallisia laajennoksia. Néin ollen 1oytyy
jokin injektio f: M’ — S, jolle lisiksi péatee f|y; = id.
Kun maééritelldén kuvajoukossa f(M') laskutoimitukset kaavoilla

fla)+ f(b) = fla+b) Ja [f(a)f(b) = f(ab),
joukosta f(M') C S tulee M:n algebrallinen laajennos. Nyt M:n maksimaalisuu-
desta seuraa, ettd f(M') = M, joten M’ = M, koska f|y; = id ja f on injektio.
Siispd M on algebrallisesti suljettu ja kunnan K algebrallinen sulkeuma.

Kuva 26. Maksimaalinen algebrallinen laajennos M on kunnan K
algebrallinen sulkeuma.

g

KOROLLAARI 14.13. Jokaisella polynomijoukolla S C KI[X] on juurikunta
kunnan K suhteen.

TobisTus. Olkoon M kunnan K algebrallinen sulkeuma. Téllin jokainen po-

joukko, joka sisdltédéd kaikki S:n polynomien juuret. Nyt K (A) on etsitty juurikun-
ta. g
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15. Laajennosten viliset homomorfismit

Rakenteiden valiset homomorfismit auttavat selvittdméan rakenteiden suhtei-
ta toisiinsa. Rakenteen sisdiset isomorfismit — niin sanotut automorfismit — aut-
tavat vastaavasti rakenteen omien ominaisuuksien selvittamisessa. Automorfismit
muodostavat aina ryhmén, ja télla tavoin ryhméteoriasta tuttuja tuloksia péés-
tddn kayttaméaan hyvéiksi uusilla alueilla. Kuntalaajennosten yhteydesséd automor-
fismien tutkiminen johtaa Galois’'n teoriaan, jolla on lukemattomia sovelluksia
lukuteoriassa ja yleisten kuntien teoriassa.

15.1. Homomorfismin mairitelmi ja Galois’n ryhma.

MAARITELMA 15.1. Kunnan K laajennosten vélistd kuntahomomorfismia o
kutsutaan K -laajennosten homomorfismiksi tai lyhyemmin K-homomorfismiksi,
jos o(a) = a kaikilla a € K.

Kuntalaajennosten vélinen kuntahomomorfismi o on siis K-homomorfismi, jos
se kiinnittda ldhtokunnan K. Téma voidaan ilmaista yhtépitdvasti myos niin, etté
kuvauksen o on oltava K-algebrahomomorfismi eli sen taytyy sailyttaa skalaari-
kertolasku. Jos nimittédin o on mielivaltainen K:n kiinnittdva kuntahomomorfismi,
kaikilla skalaareilla a € K pétee o(ab) = o(a)o(b) = ao(b). Toisaalta, jos o on
K-algebrahomomorfismi, niin o(a) = o(a.1) = a.0(1) = a.

Koska kuntahomomorfismit ovat aina injektioita, myos laajennosten véiliset
homomorfismit ovat injektioita. Liséksi, jos [L; : K] = [Lg : K| < oo, niin laajen-
nosten L ja Lo véilinen homomorfismi on surjektio, koska se on injektio kahden
samanulotteisen vektoriavaruuden valilla. Erityisesti dérellisen laajennoksen sisai-
set K-homomorfismit ovat aina bijektioita, niin sanottuja K-automorfismeja.

MAARITELMA 15.2. Kuntalaajennoksen L/K Galois'n ryhmd Gal(L/K) on
kaikkien K-automorfismien o: L — L muodostama ryhmé.

Galois'n ryhmé on siis kaikkien L:n automorfismien ryhmaéssa Aut(L) se ali-
ryhmé, joka kiinnittaéd lahtokunnan K.

Tarkastellaan joukon X virittdmédd kunnan K laajennosta K (X). Koska jo-
kainen K-automorfismi siilyttéd alkioiden tulot ja K-kertoimiset lineaarikombi-
naatiot, ndhdéan, ettd virittdjdalkioiden kuvat méaarittadvat automorfismin téaysin.
Puetaan tdméa havainto tdsmélliseen muotoon seuraavassa lemmassa.

LEMMA 15.3. Olkoon K (X) joukon X wirittdma kunnan K laajennos, ja olkoot
o,7 € Gal(K(X)/K). Jos o|x = T|x, niin 0 = 7.

15.2. Juurten kuvautuminen. Osoittautuu, ettd kuntalaajennosten vali-
set homomorfismit kuvaavat polynomien juuria toisikseen. Tamaé tarjoaa erittédin
hyodyllisen tavan péasta késiksi algebrallisten laajennosten vélisiin homomorfis-
meihin.

LAuse 15.4. Olkoon o: L1 — Lo jokin K -laajennosten homomorfismi, ja ol-
koon o € Ly algebrallinen ldhtokunnan K suhteen. Jos polynomille f € K[X]
patee f(a) =0, niin f(o(a)) = 0. Lisaksi min(K, o) = min(K, o(a)).
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TobisTus. Merkitddn f =bg+ b1 X +--- + b, X". Koska b; € K kaikilla i ja
o on K-homomorfismi, ndhdéén ettd o(b;) = b; kaikilla ¢. Taten

flo(a)) =3 bio(a)' =3 o(bi)o(a) = o(f(a)) = o(0) = 0.

1
Liséksi, jos p = min(K, «), niin p(o(a)) = 0, joten alkion o(«) minimipolynomi
jakaa p:n. Toisaalta p on jaoton péépolynomi, joten taytyy olla p = min(K, o(«)).
O

KOROLLAARI 15.5. Jos L on kunnan K ddrellinen laajennos, niin Gal(L/K)
on adrellinen ryhmd.

TobisTUs. Laajennos on darellinen, jos ja vain jos se on ddrellisen monen al-
gebrallisen alkion virittdmé. Olkoon L = K(ai,...,a,), ja olkoon p; alkion «;
minimipolynomi kullakin 7. Jokainen K-automorfismi méaéraytyy téaysin sen mu-
kaan, mihin virittdjaalkiot kuvautuvat. Toisaalta edellisen lauseen mukaan jokai-
nen «; voi kuvautua vain jollekin polynomin p; juurista, joita on dérellinen maéra.
Yhteensa erilaisia automorfismeja on siis vain dérellisen monta. O

Lauseen 15.4 tulos voidaan myos kidantaa: jos a ja o ovat jonkin jaottoman
polynomin juuria, on olemassa sellainen automorfismi, joka kuvaa alkion « alkiolle
o/. Taman tuloksen todistaminen jatetdan myohemméksi.

ESIMERKKI 15.6. Tarkastellaan laajennosta C/R. Voidaan helposti nédyttaa,
ettd kuvaukset id sekd o: a + bi — a — bi ovat R-automorfismeja. Koska liséksi
C = R(i), jokainen R-automorfismi mééardytyy sen perusteella, miten se kuvaa
alkion . Tamén alkion minimipolynomi on p = X2 + 1, ja silld on juurina i
ja —i. Lauseen 15.4 perusteella jokainen R-automorfismi 7 permutoi p:n juuria,
joten taytyy péted joko 7(i) = i tai 7(i) = —i. Edellisessé tapauksessa 7 = id,
jalkimmaisessd 7 = o. Taten Gal(C/R) = {id, o }.

ESIMERKKI 15.7. Esimerkissd 14.6 tarkasteltiin polynomin (X2 + 2)(X2 + 1)
juurikuntaa L = Q(i,1/2). Oletetaan, etti o € Gal(L/Q). Kuvaus o méadriytyy
siitd, mihin se kuvaa virittdjaalkiot i ja /2. Niiden alkioiden minimipolynomit

ovat jarjestyksessi X2 + 1 ja X? — 2, joten lauseen 15.4 perusteella i kuvautuu
joukkoon {i, —i} ja v/2 joukkoon {v/2, —v/2}. Saadaan nelji kombinaatiota:

(i) | o(v2) | o
i V2 |id

1 V2 |o1:a+bi+evV2+div2 — a+bi—ceV2—div2
—1 V2 |og:a+bi+evV2+dinv2 — a—bi+ceV2—div2
—i | =2 |ozia+bitey/24+diV2 = a—bi—cV2+div2

Raa’alla laskulla ndhdéén, ettd jokainen taulukon kuvaus tosiaan on Q-auto-
morfismi. (TA4mé&n osoittamiseen voidaan myos kayttdd myohemmin todistettavaa
lausetta 16.1.) Ryhmé Gal(L/Q) on siis neljan alkion ryhmé {id, o1, 02, 03}.

15.3. Galois’n teorian peruslause. Kuntalaajennoksen automorfismiryh-
mén rakenteen selvittdminen auttaa laajennoksen ominaisuuksien tutkimisessa.
Térked vastaavuus saadaan liittdmélla kukin automorfismiryhmén aliryhmé sel-
laiseen kuntaan, jonka sen alkiot kiinnittédvat. Tutkitaan seuraavaksi tatd niin
kutsuttua Galois’n yhteyttd.
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Jokaiseen K laajennokseen L liittyy automorfismiryhmé Gal(K/L). Toisaal-
ta jokaiseen L:n kunta-automorfismien joukkoon S C Aut(L) voidaan liittd& sen
kiintokunta

Fix(S,L) = {a € L | o(a) = a kaikilla 0 € S}.

On helppo néhdé, ettd kiintokunta todellakin on kunta, jolloin se on kunnan L
alikunta. Lisaksi, jos S sisdltdd vain K-automorfismeja eli S C Gal(L/K), niin
K C Fix(S, L) eli Fix(S, L) on kunnan K laajennos.

Oletetaan seuraavassa, ettd L on jokin kunta, ja yksinkertaistetaan merkin-
t6jé kirjoittamalla Gal(L/K) = Gal(K) ja Fix(S, L) = Fix(5). Kiintokuntien ja
Galois’n ryhmien vilille saadaan seuraavan lauseen mukainen vastaavuus.

LAuse 15.8. Olkoon L kunta. Tdlloin seuraavat ehdot patevdit:

a) Jos K1 C Ko C L on jono kuntia, niin Gal(K2) < Gal(K7).

b) Jos S1 C Se C Aut(L), niin Fix(S2) C Fix(S1).

c) Jos S C Aut(L), niin Fix(S) = Fix(Gal(Fix(5))).

d) Jos K on jokin kunnan L alikunta, niin Gal(K) = Gal(Fix(Gal(K))).
Tobistus. Viitteet (a) ja (b) seuraavat suoraan kiintokunnan ja Galois'n

ryhmén madritelmista. Todistetaan viitteet (c) ja (d).

Oletetaan ensin, ettd S on jokin kunnan L automorfismien joukko, ja merki-
taan K = Fix(S). Koska S:n alkiot kiinnittaviat /K :n, niin S C Gal(K). Kohdasta
(b) seuraa, ettd Fix(Gal(K)) C Fix(S) = K. Toisaalta jokainen ryhmén Gal(K)
alkio kiinnittdd K:m, joten K C Fix(Gal(K)).

Oletetaan sitten, ettd K on kunnan L alikunta, ja merkitdan H = Gal(K).
Nyt K C Fix(Gal(K)), joten kohdan (a) mukaan

Gal(Fix(Gal(K))) C Gal(K) = H.

Toisaalta jokainen H:m alkio kiinnittd4 kunnan Fix(H), joten H C Gal(Fix(H)).
O

Y14 olevan lauseen sanoma on, ettd on olemassa bijektiivinen, inkluusiosuun-
nan kddntavi vastaavuus Galois’'n ryhmien Gal(L/M) < Gal(L/K) ja kiinto-
kuntien Fix(S,L) C L valilld, missi K ¢ M C L ja S on ryhmén Gal(L/K)
osajoukko. Témén vastaavuuden antaa kuvaus M +— Gal(L/M), ja sen kddn-
teisvastaavuus on muotoa H — Fix(H, L). Vastaavuuden bijektiivisisyys seuraa
lauseen kohdista (c) ja (d): Jos M, Ma C L ovat kaksi kiintokuntaa, joille pétee
Gal(M;) = Gal(Myz), niin M; = Fix(Gal(M;)) = Fix(Gal(M3)) = M. Toisaalta,
jos H < Gal(L) on miké hyvinséd Galois'n ryhmé, niin Fix(H) on kiintokunta,
jolle patee Gal(Fix(H)) = H.

Lauseen ehdot toteuttavaa vastaavuutta kutsutaan yleisesti Galois’n vastaa-
vuudeksi tai Galois’n yhteydeksi. Sellainen esiintyy monilla muillakin aloilla, esi-
merkiksi algebrallisessa geometriassa polynomijoukkojen ja niiden sisdltdmien po-
lynomien yhteisten nollakohtien joukkojen valilla.

MAARITELMA 15.9. Olkoon L kunnan K laajennos. Kuntaa M, jolle pétee
K C M C L, kutsutaan laajennoksen L/K vdlikunnaksi.
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kiintokunnat Galois’'n ryhmat

Gal(L/M,)

n
> Gal(L/M,)

Kuva 27. Galois’'n yhteys liittda toisiinsa kiintokunnat ja niiden
Galois’n ryhmat

Jos S on joukko K-automorfismeja, niin kiintokunta Fix(S, L) sisaltdd K:n.
Téaten Fix(S, L) on laajennoksen L/K vilikunta.

Olisi hyodyllisté, jos lauseen 15.8 méaérittelemé bijektiivinen vastaavuus voitai-
siin ulottaa kaikkien ryhmén Gal(L/K) aliryhmien ja kaikkien laajennoksen L/K
valikuntien vélille. Erityisesti jos laajennos L/K on &irellinen, pystyttaisiin tél-
16in 16ytamaan kaikki kyseisen laajennoksen vilikunnat tutkimalla laajennoksen
ddrellistd Galois’'n ryhméaa.

Haluttaisiin siis esimerkiksi tilanne, jossa jokainen ryhméan Gal(L/K) aliryh-
maé olisi Galois'n ryhma4 ja jokainen L/K:n vilikunta olisi kiintokunta. Kuitenkin
voi kdyda esimerkiksi niin, ettd Gal(L/K) kiinnittd4 muutakin kuin ldhtokun-
nan K. Talloin triviaali véilikunta K ei ole minkéédn aliryhmén H < Gal(L/K)
kiintokunta. Tama antaa aiheen seuraavaan maéaritelmaan.

MAARITELMA 15.10. Algebrallista laajennosta L/K kutsutaan Galois'n laa-
jennokseksi, jos K = Fix(Gal(L/K), L).

Kunnan K algebrallinen laajennos on siis Galois'n laajennos (tai lyhyemmin,
predikatiivina: Galois), jos kaikkien K-automorfismien kiinnittamé joukko on tés-
maélleen K.

ESIMERKKI 15.11. Laajennoksen C/R Galois'n ryhmé on {id, o}, missé ¢ on
kompleksikonjugointi a 4 bi — a — bi. Kompleksikonjugoinnille pétee o(x) = x jos
ja vain jos x € R, joten laajennos C/R Galois'n laajennos.

Esimerkissd 15.7 tarkasteltiin Q:n laajennosta L = Q(i,v/2), jonka Galoism
ryhméksi 16ydettiin {id, o1,09,03} = Vj. Myos tdmé laajennos on Galois. Sen
niyttimiseksi oletetaan, ettd x = a + bi + cv/2 + div/2 € Fix(V}). Nyt

a+bi+cV2+div2 = o1(a+bi+ V2 + div2) = a+ bi — V2 — div/?2,

mistd nahdaén, ettd ¢ + di = 0 ja edelleen x = a + bi. Téstd voidaan kuvausta oo
kéyttaméalla paatelld, ettd b = 0. Siispad = a € Q, joten Fix(Vy) = Q.

Osoittautuu, etté jos laajennos L/K on Galois'n laajennos, niin jokainen laa-
jennos L/M, missi M on L/K:n vilikunta, on my6s Galois. Tésté seuraa puoles-
taan, ettd jokainen vélikunta on kiintokunta (nimittdin M = Fix(Gal(L/M))) ja
lopulta jokainen Galois'n ryhmén aliryhmé on Galois’n ryhmaé.
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LAUSE 15.12 (Galois’n teorian peruslause). Oletetaan, ettd L on kunnan K
aarellinen Galois’n laajennos. Tdlloin kuvaus M — Gal(L/M) antaa bijektiivisen,
inkluusiosuunnan kddntdvan vastaavuuden laajennoksen LK vdlilaajennosten se-

kd ryhmdan Gal(L/K) aliryhmien vdlilla. Taman vastaavuuden kadnteisvastaavuus
on H — Fix(H,L).

ToODISTUS. Sivuutetaan. O
L = Fix({id})
id
Gal T {id)
«~—

Fi
M, iX H,
U N
M, H,

K = Fix(Gal(L/K)) l Gal(L/K)

Kuva 28. Galois'n laajennokseen liittyvan Galois'n ryhmén jokai-
nen aliryhmé vastaa jotain vélikuntaa
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16. Valikoituja aiheita

Materiaalin viimeisessé luvussa kéaydéaan lapi véliin jadneitd kuntalaajennok-
siin liittyviad tuloksia ja tutustutaan vield hieman enemmén Galois'n teoriaan.

16.1. Isomorfismien jatkaminen. Tarkastellaan ensin tilanteita, joissa an-
nettu kuntaisomorfismi voidaan laajentaa algebrallisten laajennosten véliseksi iso-
morfismiksi. Samalla saadaan tapa konstruoida Galois’'n ryhmén alkioita.

Kuntien vélistd homomorfismia o: K — K’ vastaa polynomirenkaiden homo-
morfismi K[X] — K’'[X], joka kuvaa polynomin 3>, a; X* polynomille 3, o(a;) X".
Myos tatd johdettua homomorfismia merkitdén kirjaimella o, mikali sekaantumi-
sen vaaraa ei ole. Seuraava lemma kertoo, miten lahtokuntien vélinen isomorfismi
voidaan jatkaa yksinkertaisten algebrallisten laajennosten vélille.

LAUSE 16.1. Oletetaan, etti o: K — K' on kuntaisomorfismi. Olkoon f jokin
jaoton K -kertoiminen polynomi, olkoon a polynomin f juuri jossain K:n laajen-
noksessa L, ja olkoon o/ vastaavasti polynomin o(f) juuri jossain K':n laajennok-
sessa L'. Tdlloin on olemassa isomorfismi 7: K(a) — K'(d), jolle pitee

k=0 ja 1(a)=d.
C )

Kuva 29. Isomorfismi voidaan jatkaa yksinkertaiseen laajennokseen.

Tobistus. Merkitaan g = o(f). Koska f on jaoton ja f(a) = 0, alkion «
minimipolynomi on f:n liittoalkio. Téten f virittdad alkioon « liittyvan sijoitus-
homomorfismin ytimen. Vastaava pétee polynomille g € K’'[X], silld se on myos
jaoton. Algebrojen homomorfialauseesta saadaan K-algebrojen isomorfismit

o K[X]/(f) = K(a)  Ja  ¥: K'[X]/{g) = K'(d).

Toisaalta kaava h — o(h) + (g) médrittelee surjektiivisen rengashomomorfismin
§: K[X] — K'[X]/(g). Tdmén homomorfismin ydin on (f), joten algebrojen ho-
momorfialauseesta saadaan isomorfismi : K[X]/(f) — K'[X]/(g). Nyt yhdistetty
kuvaus 7 =o€ ot K(a) — K (') on kuntaisomorfismi, jolle pitee
1 =
mia B X+ (f) S X+ (g) 5o
Liséksi 7| = o, silld kullakin a € K pétee

-1

mia B a4+ (f) » oa)+ (g) A o(a).
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ESIMERKKI 16.2. Y& olevaa lausetta voidaan kayttdd myos tilanteessa, jossa
K ja K’ ovat sama kunta ja 0 = idg. Jos tédlldin a ja o ovat saman jaottoman
polynomin juuria, niin on olemassa isomorfismi K (a) = K(a/), joka kuvaa a — o/
ja joka kiinnittdd lihtokunnan K. Esimerkiksi polynomi X% — 2 on jaoton Q:n
suhteen, ja silld on kompleksijuuret ++/2 ja +iv/2. On siis olemassa muun muassa
Q-isomorfismi o: Q(v/2) — Q(iv/2), jolle pétee o(v/2) = iv/2, sekd automorfismi
7 € Gal(Q(v/2)/Q), jolle pitee o(v/2) = —v/2.

Yleisemmin, jos K(ajq,...,a,) on jonkin polynomin juurikunta ja alkiot a; ja
o ovat saman minimipolynomin juuria kaikilla i, voidaan lauseen avulla muodos-
taa iteratiivisesti automorfismi 7 € Gal(K (a1, ..., a,)/K), jolle péitee 7(a;) = o
kaikilla ¢. Tdhén viitattiin jo esimerkissa 15.7.

Osoittautuu, ettd kuntaisomorfismi voidaan aina laajentaa jopa juurikuntien
isomorfismiksi. Tdmén tuloksen todistuksessa kédytetddn Zornin lemmaa. Olete-
taan, ettd o: K — K’ on jokin kuntaisomorfismi. Olkoon S = {f;}ics joukko
K-kertoimisia polynomeja, ja olkoon S" = {o(f;)} vastaava joukko K'-kertoimisia
polynomeja. Olkoon liséksi L polynomijoukon S jokin juurikunta K :n suhteen ja
L’ vastaavasti S":n jokin juurikunta kunnan K’ suhteen.

LAUSE 16.3 (Isomorfismien jatkaminen). Olkoon o € L, ja olkoon p alkion «
minimipolynomi K :n suhteen. Olkoon lisiksi o/ € L' mikd tahansa polynomin o(p)
Juuri. Tdlloin loytyy isomorfismi 7: L — L', jolle pitee 7|k = o ja 7(a) = .

Kuva 30. Isomorfismi voidaan jatkaa juurikuntien isomorfismiksi.

Tobistus. Olkoon F kaikkien parien (F,¢) joukko, missd F' on kunnan L
alikunta, joka sisiltdéd laajennoksen K («), ja ¢: F' — L' on kuntahomomorfismi,
jolle pétee |k = o sekd () = /. Lauseen 16.1 perusteella tdmé joukko sisaltad
jonkin parin (K («), p), joten F # (). Joukko F voidaan varustaa osittaisjarjestyk-
sella maarittelemalla (F,¢) < (F',¢') silloin, kun F C F' ja ¢'|r = ¢. Olkoon
{(F}, ¢i) }icr jokin ketju osittaisjarjestyksessa F. Asettamalla

F=JF ja ®(z)=¢i(z), kunzecF,
el

saadaan hyvin méaaritelty pari (F,®) € F, joka on ketjun {(F;, ¢;)}icr ylaraja.
Zornin lemman perusteella joukossa F on maksimaalinen alkio (M, 7).
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Osoitetaan, ettd M = L ja 7(M) = L'. Koska kuntahomomorfismit ovat aina
injektiivisid, téstd seuraa, ettd T on etsitty isomorfismi. Jos M C L, 16ytyy jokin
polynomi f € S, jonka kaikki juuret eivét ole kunnassa M. Olkoon S jokin té&l-
lainen juuri, ja olkoon p = min(K, ). Merkitddn ¢ = o(p) € K'[X]. Nyt p jakaa
polynomin f, joten ¢ jakaa vastaavasti polynomin o(f) € S’. Koska L’ on joukon
S’ juurikunta, 16ytyy jokin 8’ € L', jolle pétee q(8") = 0. Lauseen 16.1 perusteella
on olemassa isomorfismi p: M(8) — 7(M)(8") C L', jolle pitee |y = 7. Taméa on
ristiriidassa parin (M, 7) maksimaalisuuden kanssa, joten M = L. Lisdksi on help-
po osoittaa, ettd juurikunnan isomorfinen kuva 7(L) on puolestaan polynomijou-
kon S juurikunta kunnan K’ suhteen, mista seuraa, ettd 7(M) =7(L)=L. O

Isomorfismien jatkamislauseesta seuraa suoraan juurikuntien ja algebrallisten
sulkeumien yksikéasitteisyys.

KoORrROLLAARI 16.4. Olkoon K kunta, ja olkoon S joukko K -kertoimisia poly-
nomeja. Kaikki S:n juurikunnat kunnan K suhteen ovat isomorfisia K :n laajen-
noksina. Erityisesti kaikki K :n algebralliset sulkeumat ovat isomorfisia.

TobisTUus. Koska id: K — K on kuntaisomorfismi, isomorfismien jatkamis-
lauseesta saadaan K-laajennosten isomorfismi minké tahansa kahden S:n juuri-
kunnan vélille. Toinen viite seuraa tédstd suoraan, silld kunnan K algebrallinen
sulkeuma on samalla kaikkien K-kertoimisten polynomien joukon juurikunta. [

16.2. Galois’n laajennosten karakterisoinnista. Algebrallinen laajennos
L/K on Galois, jos suurin L:n alikunta, jonka kaikki K-automorfismit kiinnittavét,
on ldhtokunta K. Mitd enemmén K-automorfismeja on, sitd pienemmén joukon
ne kiinnittavét. Voidaan siis sanoa hieman epétarkasti, ettd laajennos on Galois,
jos siiné voidaan mééritelld mahdollisimman suuri midra K-automorfismeja.

Olkoon L kunnan K algebrallinen laajennos, ja olkoon {2 jokin K:n algebral-
linen sulkeuma, johon L sisdltyy. Isomorfismien jatkamislauseen perusteella jokai-
nen L:n K-automorfismi voidaan jatkaa €2:n K-automorfismiksi. Mutta mitké Q:n
automorfismeista rajoittuvat L:n automorfismeiksi?

Jokainen K-kertoimisen jaottoman polynomin juuri voidaan isomorfismien jat-
kamislauseen perusteella kuvata mille tahansa saman polynomin juurelle jollain
Q:n K-automorfismilla. Jotta joukko L olisi vakaa kyseisessé kuvauksessa, tdytyy
sen siis sisdltda kaikki ndmaé juuret. Edelleen, ollakseen vakaa kaikissa K-automor-
fismeissa L:n tdytyy olla jonkin polynomijoukon juurikunta. Téta ehtoa kutsutaan
normaalisuusehdoksi: kunnan L kuvaa jossakin Q:n K-automorfismissa o kutsu-
taan L:n konjugaatiksi, ja normaalisuus takaa, ettd jokaiselle konjugaatille patee
o(L) C L. (Vertaa tétéd aliryhméin normaalisuuden késitteeseen.)

Laajennoksen automorfismien mééréaén vaikuttaa toinenkin seikka. Jaottoman
polynomin jokaisen juuren voi kuvata mille tahansa toiselle juurelle, ja juuria on
algebrallisessa sulkeumassa yhtd monta kuin on polynomin aste. Toisinaan kay
kuitenkin niin, ettd osa juurista — ja samalla polynomin ensimméisen asteen te-
kijoistd — on samoja. Tamé& vdhentdd erilaisten automorfismien méarda: jos esi-
merkiksi K («)/K on toisen asteen laajennos mutta a:n minimipolynomi on laa-
jennoksessa muotoa (X — )2, jokaisen laajennoksen automorfismin on kuvattava
alkio « itselleen ja oltava siksi identtinen kuvaus.
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Kuva 31. Algebrallisen laajennoksen automorfismeja menetetdén,
jos juuret kuvautuvat laajennoksen ulkopuolelle tai itselleen.

MAARITELMA 16.5. Olkoon K kunta, ja olkoon p € K[X] jokin jaoton polyno-
mi. Oletetaan, ettd L on K:n laajennos ja o € L. Jos p on laajennoksessa jaollinen
polynomilla (X — «)™ ja n > 1, sanotaan, ettd o on polynomin p moninkertainen
juuri. Jos p:lla ei ole lainkaan moninkertaisia juuria juurikunnassaan K:n suhteen,
sanotaan, ettd p on K:n suhteen separoituva.

Mielivaltaista polynomia f kutsutaan separoituvaksi, jos sen jokainen jao-
ton tekija on separoituva. Polynomin separoituvuuden selvittdmiseksi on olemassa
nappara testi, joka hyodyntad polynomin derivaatan kasitettd. Vaikka polynomial-
gebrassa ei voidakaan yleensd méaritelld metriikkaa eiké raja-arvoja, polynomeja
voidaan silti derivoida muodollisesti tutuilla derivointikaavoilla.

LEMMA 16.6. Olkoon K kunta, ja olkoon f € K[X]| polynomi, joka ei ole vakio.
Talloin f on separoituva, jos ja vain jos ' # 0 ja syt(f, f') = 1.

TobisTus. Osoitetaan ensin, ettd jos f,g € K[X] ja L on K:n laajennos,
niin f ja g ovat keskenddn jaottomia renkaassa L[X], jos ja vain jos ne ovat
keskenddn jaottomia renkaassa K[X]. Toinen suunta on selvé, joten oletetaan,
ettd syt(f, g) = 1 renkaassa K[X]. Téalloin af + bg = 1 joillain a,b € K[X]. Taméa
yhtélo pétee myos renkaassa L[X], joten syt(f,g) = 1 myos renkaassa L[X].

Oletetaan nyt, ettd syt(f, f) = 1, ja tarkastellaan f:n juurikuntaa L. Jos

a € L on sellainen, ettd f = (X — a)? - g jollain g € L[X], niin
flf=2(X-a) g+ (X —a)?-¢,

joten X — a jakaa myos polynomin f’. TAmé on ristiriita sen kanssa, ettd f ja f’
ovat keskendén jaottomia renkaassa L[X].

Oletetaan sitten, ettd polynomi f jakautuu juurikunnassaan L erillisiksi en-
simmaéisen asteen tekijoiksi, ja merkitaan f = [[;—;(X — «;), misséd luvut a; € L
ovat erillisid. Tulon derivointisdéadnnon nojalla

n
f/ = ZH(X — Oéj).
i=1i#j
Nyt jokaisella k pétee f'(ay) = [1j.;(X —a;) # 0, joten f’ # 0, eikd polynomeilla
f ja f’ ole yhteisid juuria. Olkoon nyt d € K[X] jokin polynomien f ja f’ yhteinen
tekija. Koska L on polynomin f juurikunta ja d on f:n tekija, myos d:n kaikki
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juuret 16ytyvat kunnasta L. Lisiksi jokainen néistd juurista on polynomien f ja f’
yvhteinen juuri, koska d jakaa molemmat polynomit. Téllaisia juuria ei ole, joten
polynomin d tiytyy olla vakio. Taten polynomien f ja f’ suurin yhteinen tekija
on yksikko. O

Laajennoksen alkiota nimitetddn separoituvaksi, jos sen minimipolynomi on
separoituva. Koko laajennos on separoituva, jos sen jokainen alkio on separoituva.
Seuraava lause, jonka todistuksen perusideaa hahmoteltiin yll4, esittda térkeim-
mén tavan karakterisoida Galois’n laajennokset.

LAUSE 16.7. Oletetaan, ettd L on kunnan K algebrallinen laajennos. Seuraa-
vat ehdot ovat yhtdpitdvid:

i) Laajennos L/K on Galois’n laajennos.
ii) Laajennos L/K on normaali ja separoituva.
iii) Kunta L on jonkin separoituvista polynomeista koostuvan joukon juuri-
kunta kunnan K suhteen.

Jos lahtokunnan karakteristika on nolla, derivaattatestin perusteella jokainen
laajennos on separoituva. Tall6in nimittdin jokaisella jaottomalla polynomilla f
patee f' # 0 ja deg(f’) = deg(f) — 1. Lisiksi jokainen f:n tekija g, joka ei ole
vakio, on f:n liittoalkio, joten deg(g) = deg(f). Tamén vuoksi g ei voi olla po-
lynomin f’ tekija. Niin saadaan vield erds karakterisointi Galois'n laajennoksille,
kun separoituvuutta ei tarvitse erikseen mainita.

LAUSE 16.8. Oletetaan, ettd L on kunnan K algebrallinen laajennos ja K:n
karakteristika on nolla. Télloin L/K on Galois, jos ja vain jos se on jonkin poly-
nomijoukon juurikunta K :n suhteen.

16.3. Airelliset kunnat. Luvussa 10 nihtiin, etté jokaisen #drellisen kun-
nan koko on p”, missd p on alkuluku ja n positiivinen kokonaisluku. Nyt voidaan
lopulta osoittaa, ettéd jokainen téllainen luku p™ on jonkin olemassa olevan kunnan
koko. Liséiksi kaikki samankokoiset kunnat ovat keskendén isomorfisia.

LAUSE 16.9. Olkoon p alkuluku ja n posititvinen kokonaisluku. On olemassa
kunta, jonka koko on p™, ja timd kunta on isomorfiaa vaille yksikdsitteinen.

TobisTus. Olkoon §2 kunnan I, algebrallinen sulkeuma. Tarkastellaan poly-
nomia f = XP" — X, ja merkitdin sen juurten joukkoa L C €. Voidaan helposti
osoittaa, ettd joukko L on kunnan §2 alikunta. Talloin L myos sisaltad valttaméatta
alkukunnan F,. Lisaksi f' = p™ - XP"=1 _ 1 = —1, joten derivaattatestin perus-
teella f on separoituva kunnan [, suhteen. Siispd kaikki f:mn juuret ovat erillisia,
joten kunnan L koko on p".

Olkoon sitten M mikd tahansa kunta, jonka koko on p”. Tadma kunta siséltaé
alkukuntanaan kunnan K, joka on isomorfinen kunnan F, kanssa. Koska kerto-
laskuryhmén M* kertaluku on p™ — 1, kaikilla a € M* pitee a?"~' = 1. Téten
jokainen kunnan M alkio on polynomin f juuri (silld my6s 0 on f:n juuri). Toisaal-
ta polynomilla f on korkeintaan p™ juurta, joten M on f:n juurikunta kunnan K
suhteen. Kaikki téllaiset juurikunnat ovat kesken&én isomorfisia korollaarin 16.4
perusteella. O
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Adrellisten kuntien multiplikatiivisilla ryhmilld on sellainen merkittévi omi-
naisuus, ettd ne ovat kaikki syklisid. Tamén osoittamiseksi kdytetdan ryhmaén
eksponentin késitettd. Ryhmén G eksponentti exp(G) on pienin positiivinen ko-
konaisluku m, jolle pétee ¢g"* = 1 kaikilla g € . Toisin sanoen eksponentti on
ryhmén alkioiden kertalukujen pienin yhteinen monikerta.

LEMMA 16.10. Olkoon G ddrellinen vaihdannainen ryhmd. Télléin loytyy alkio
g € G, jonka kertaluku on exp(G).

Tobistus. Koska G on vaihdannainen, se voidaan kirjoittaa p-ryhmien suo-
rana tulona Gy X - - - X G, missii |G;] = pl kaikilla 4 (todistus harjoitustehtéva).
Olkoon g; € G; se alkio, jonka kertaluku ryhméssd G; on suurin, ja olkoon tdmé
kertaluku m;. Ryhmén G; jokaisen alkion kertaluku on jokin p;:n potenssi, misté
seuraa, ettd h™¢ = 1 kaikilla h € G;.

Olkoon nyt g = (g1,92,--.,9n) € G, ja olkoon g:n kertaluku m, jolloin eri-
tyisesti exp(G) > m. Toisaalta jokaisella ¢ péatee nyt ¢/ = 1, mistd seuraa, ettd
m;|m. Jos siis h = (h1, ..., hy) € G on mielivaltainen, niin

B = (LR = (1., 1),

Taten myos epayhtilo exp(G) < m pitee, joten g on alkio, jonka kertaluku on
exp(G). O

LAUSE 16.11. Jos kunta K on ddrellinen, niin (K*,-) on syklinen ryhmd.

TobisTus. Merkitadan m = exp(K*). Jokaisella g € K* patee ¢™ = 1, joten
jokainen ryhmén K™ alkio on polynomin X™ — 1 juuri. Télla polynomilla on kui-
tenkin korkeintaan m juurta, joten m > |K*|. Toisaalta edellisen lemman mukaan
m on jonkin alkion g € K* kertaluku, joten |K*| = m ja g virittdd ryhméan K*. 0O

16.4. Polynomien ratkeavuus. Galois pystyi nimeddn kantavan teorian
avulla lopulta selvittdmaén tdsmaélleen, mitka rationaalikertoimiset polynomit voi-
daan ratkaista kuntalaskutoimitusten ja juurenoton avulla. Témé tulos riippuu
vahvasti siitd, ettd tiettyihin kuntalaajennosten ketjuihin liittyy Galois'n ryhmén
normaali jono, minké osoittamiseksi puolestaan téytyy tuntea seuraava Galois’n
teorian peruslauseen jatko-osa.

LAUSE 16.12 (Galois'n teorian peruslause, 2. osa). Oletetaan, ettd L/K on

aarellinen Galois’n laajennos, ja merkitiin G = Gal(L/K). Jos H = Gal(L/M),
missia M on jokin laajennoksen L/K wvalikunta, niin

[L:M]=|H| jo [M:K]=I[G:H]

Lisiksi H on normaali G:ssd, jos ja vain jos M/K on Galois’n laajennos. Tdssd
tapauksessa G/H = Gal(M/K).
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L<~——{id}

[L:M] H
M H
[M:K] G/H
K G
ToDISTUS. Sivuutetaan. O

Tutustutaan seuraavaksi polynomin ratkeavuuden méaritelméédn. Se muistut-
taa huomattavasti geometrisen konstruoitavuuden ehtoa.

MAARITELMA 16.13. Kunta L on kunnan K juurilaajennos, jos on olemassa
jono kuntia
K=K¢yCcKyC---CK,=1L,

missd K11 = K;(a;) jollain a; € K41, ja lisiksi ;" € K; jollain n; € N.

Jos n = max{n;}, missd luvut n; ovat kuten edellisesséd méaritelméssi, sano-
taan, ettd L/K on kertaluvun n juurilaajennos.

Oletetaan, ettd f € K[X]. Jos on olemassa juurilaajennos L/K, jossa f ja-
kautuu ensimmaisen asteen tekijoihin, sanotaan, ettd f on juurtamalla ratkeava.
Kéaytdnnossa tdmaé tarkoittaa sité, ettd f:n juuret voidaan kirjoittaa lausekkeina,
joissa esiintyy yhteen-, vihennys-, kerto- ja jakolaskun lisdksi mielivaltaisia juu-
rilausekkeita. Seuraava Evariste Galois’n todistama lause julkaistiin vasta hénen
kuolemansa, jilkeen vuonna 184623,

LAUSE 16.14 (Galois). Olkoon K kunta, jonka karakteristika on nolla, ja ol-
koon f € K[X]. Olkoon L polynomin f juurikunta K:n suhteen. Tdlloin f on
Juurtamalla ratkeava, jos ja vain jos Gal(L/K) on ratkeava ryhmd.

Topbistus. (Hahmotelma.) Oletetaan, ettd f on juurtamalla ratkeava, jol-
loin on olemassa kertaluvun n juurilaajennos M /K, joka sisaltdéd juurikunnan L.
Nyt M/K ei valttaméatta ole Galois'n laajennos, mutta se on separoituva, koska
char(K) = 0. Olkoon M laajennoksen M /K normaali sulkeuma eli pienin nor-
maali laajennos, joka sisiltééd kunnan M. Télléin laajennos M /K on Galois. Tek-
nisistéd syistd asetetaan K1 = K (w), missi w on >/ ykkosen n:s juuri. Voidaan
osoittaa, ettd M/Kj on edelleen kertaluvun n juurilaajennos, joten on olemassa
kuntien jono

K:K()CKlCKQC"'CKr:Ma
missd K11 = K;(a;) ja af € K;. Téassd kuntajonossa jokainen laajennos K;1/K;
on Galois, ja jokainen Gal(K;11/K;) on vaihdannainen ryhma.

Merkitddn nyt G = Gal(M/K) seki H; = Gal(M/K;) kaikilla i. Galois'n
teorian peruslauseen nojalla on olemassa aliryhmien jono

23Liouvillen toimittamassa lehdessi Journal de Mathématiques Pures et Appliquées
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Peruslauseen toisen osan mukaan H;y; on normaali ryhmassa H; kaikilla ¢, sil-
14 K;+1/K; on Galois'n laajennos. Jono (*) on siis normaali jono. Koska liséksi
tekija H;/H;i+1 = Gal(K;4+1/K;) on vaihdannainen ryhmé kaikilla ¢, ndhddén,
ettd G on ratkeava ryhméi. Lisdksi L/K on Galois, koska L on juurikunta, jo-
ten Gal(M /L) < G. Ratkeavien ryhmien perusominaisuuksista seuraa nyt, etti
Gal(L/K) = G/ Gal(M /L) on myés ratkeava.

Toinen suunta etenee samalla periaatteella mutta vaatii vield enemmaén tekni-
sid aputuloksia. Il

Voidaan kysyé, mité kdytdnnon hyotya Galois’n lauseesta oikeastaan on. Nayt-
tdd nimittdin silté, ettd sen selvittdmiseksi, onko jokin polynomi juurtamalla rat-
keava, on tunnettava sen juurikunnan Galois'n ryhmé. Tamén juurikunnan tun-
teminen taas tuntuu edellyttévin sitd, ettd juuret on jo 16ydetty. Ryhméteorian
avulla voidaan kuitenkin vahaisistdkin juurten luonnetta koskevista tiedoista péé-
telld yhté ja toista juurikunnan Galois’n ryhmasté, vaikka itse juuria ei tunnettaisi.
Seuraavassa téstéd erds esimerkki.

ESIMERKKI 16.15. Tarkastellaan polynomia f = X% —4X +2. Tamé polynomi
on Kisensteinin kriteerin perusteella jaoton Q:n suhteen, joten silla ei ole ratio-
naalijuuria. Toisaalta piirtdmalla polynomifunktion = — f(x) kuvaaja voidaan
paatelld, etta f:114 on kolme reaalijuurta, joten se voidaan jakaa tuloksi

f=X-m)(X —a)(X —a3) g,
missd «; € R kaikilla ¢, ja g on toisen asteen reaalikertoiminen polynomi.

A

Kuva 32. Polynomifunktion f(z) = 2% — 4z + 2 kuvaaja.

Olkoon L C C polynomin f juurikunta, jolloin L/K on Galois'n laajennos.
Polynomilla f on yhteensé viisi kompleksijuurta, ja jokainen juurikunnan Q-au-
tomorfismi maaraytyy siitd, miten se permutoi néité juuria. Voidaan siis paétella,
ettd Gal(L/K) on isomorfinen jonkin ryhmén Ss aliryhmén kanssa. Polynomi f
on jaoton, joten se on itse jokaisen juurensa minimipolynomi. Tésta ndhdéan, etta

[L: K] =[L:Q(a1)] - [Qc) : Q] = [L : Q(a1)] - 5.

Galois’n peruslauseen toisen osan perusteella | Gal(L/K)| = [L : K], joten ryh-
mén Gal(L/K) kertaluku on jaollinen viidelld. Cauchyn lauseesta seuraa, ettd
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Gal(L/K) sisaltaa alkion, jonka kertaluku on 5. Ryhméssé S5 kaikki téllaiset al-
kiot ovat b-syklejé. Toisaalta tiedetddn, etta toisen asteen polynomin g juuret ovat
toistensa kompleksikonjugaatteja, joten kompleksikonjugoinnin rajoittuma juuri-
kuntaan L on Q-automorfismi, joka vaihtaa keskendidn polynomin f ei-reaaliset
juuret ja pitdd reaaliset paikallaan. Ryhmésséd Sy tdmaé alkio on transpositio.

On varsin suoraviivaista osoittaa, ettd 5-sykli ja transpositio riittéavat virit-
tamédn koko ryhméan Sy, mistd seuraa, ettd Gal(L/K) = Ss. Koska S5 ei ole
ratkeava, myoskdan polynomi f ei ole juurtamalla ratkeava.

Jo ennen Galois’ta oli tunnettua, ettd n:nnen asteen polynomiyhtalollé ei ole
yleistd ratkaisukaavaa, mikéili n > 5. Sen olivat nimittdin todistaneet itsendisesti
Ruffini®* vuonna 1799 ja Abel vuonna 1824. Galois'n lause tarkentaa tité tulosta
nayttadmalla tdsméalleen, milld yksittaisillda polynomeilla on ratkaisukaava ja milla
ei. Abelin ja Ruffinin tulos voidaan myos johtaa Galois’n lauseesta, kun muiste-
taan, ettd .S, ei ole ratkeava millddn n > 5.

LAUSE 16.16 (Abel-Ruffini). Olkoon K kunta, jonka karakteristika on nolla.
Jos n > 5, niin n:nnen asteen K -kertoimisella polynomilla ei ole yleistd ratkaisu-
kaavaa juurten loytamiseksi.

TobDISTUS. Yleinen n:nnen asteen polynomi on muotoa
f=(X V)X -Y3)- - (X =Y =X"—s: X" L ... (=1)"s,,
missé jokainen Y; on tuntematon parametri ja jokainen s; € K[Y1,...,Y,] on ns.
symmetrinen polynomi. Esimerkiksi
si=Yi+ Yot +Y,
s =Y1Yo+Y1YVs+ - +YoV3+ -+ Y, 1Y,

Polynomin f kertoimet ovat siis kunnassa Ko = K(s1,...,8,) C K(Y1,...,Yy).
Jos on olemassa ratkaisukaava yleiselle n:nnen asteen polynomille, taytyy polyno-
min f olla juurtamalla ratkeava kunnan K suhteen.

Polynomin f juurikunta on L = K(Y7,...,Y},). Galois'n ryhméan Gal(L/K)
alkiot madraytyvat siitd, miten ne permutoivat virittajia Y;, joten Gal(L/Kjp) on
isomorfinen jonkin symmetrisen ryhmén 5, aliryvhmén kanssa. Toisaalta mika ta-
hansa tuntemattomien permutaatio kiinnittéda jokaisen symmetrisen polynomin
si, joten Gal(L/Kp) = S,. Koska S, ei ole ratkeava, kun n > 5, myoskédén f ei
ole juurtamalla ratkeava. Témaé todistaa vaitteen. O

LOPPU

24paolo Ruffini (1765-1822), italialainen filosofi ja matemaatikko



