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1. Bestäm integralen ∫ ∫
D

y2exydxdy,

d̊a D = [0, 1]× [0, 1].

Lösning. Vi räknar:∫ ∫
D

y2exydxdy =

∫ 1

0

∫ 1

0

y2exydxdy =

∫ 1

0

(/1

0
yexy

)
dy

=

∫ 1

0

(yey − y) dy =

∫ 1

0

yeydy −
∫ 1

0

ydy

= 1 · e−
∫ 1

0

eydy − 1

2
=

1

2
.

2. L̊at D = [0, 1]× [0, 1] och anta att f : D → R definieras av

f(x, y) =

{
1 om x, y ∈ Q ∩ [0, 1]
0 om x /∈ Q eller y /∈ Q,

där Q är de rationella talen. Visa med hjälp av definitionen av integralen att∫ ∫
D
f(x, y)dxdy inte existerar. Tips: om {Rij} är en godtycklig delning av

D i slutna rektanglar, s̊a finns det för varje i och j punkter ξij, ρij ∈ Rij för
vilka ξij ∈ D ∩ (Q×Q) och ρij /∈ D ∩ (Q×Q). Jämför Riemann-summorna∑

i,j f(ξij) area(Rij) och
∑

i,j f(ρij) area(Rij) med varandra.

Lösning. Det gäller att komma ih̊ag fr̊an Topologi I (eller Analys I) att
i varje intervall existerar b̊ade rationella och irrationella tal.

L̊at {Rij} vara en godtycklig delning av D i slutna rektanglar Rij =
[xi−1, xi] × [yj−1, yj]. I varje rektangel existerar nu ξij, ρij ∈ Rij för vilka
ξij ∈ D ∩ (Q×Q) och ρij /∈ D ∩ (Q×Q).

L̊at ζ ∈ D. Vi f̊ar nu att undersumman är

s(f,Rij) =
∑
ij

inf{R(f,Rij) : ζ ∈ Rij} =
∑
ij

f(ρij)area(Rij) = 0,
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och p̊a motsvarande sätt är översumman S(f,Rij) = 1. Detta innebär att f
inte är Riemann-integrerbar.

3. L̊at D = {(x, y) : x ≤ y ≤ 1, 0 ≤ x ≤ 1}. Beräkna integralen∫ ∫
D

xdxdy.

Lösning. Det lönar sig att rita en bild p̊a integreringsomr̊adet. Vi märker
att det handlar om en triangel med hörnpunkterna (0, 0), (1, 1) och (0, 1). Vi
f̊ar allts̊a att ∫ ∫

D

xdxdy =

∫ 1

0

∫ 1

x

xdydx =

∫ 1

0

(/1

x
xy

)
dx

=

∫ 1

0

(x− x2)dx =
/1

0
(
x

2
− x3

3
) =

1

6
.

4. Anta att A ⊂ R2 är triangeln med hörnpunkterna (0, 0), (1, 0) och (1, 1).
Bestäm ∫ ∫

A

xy

1 + x4
dxdy.

Lösning. Integreringsomr̊adet är A = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ y, 0 ≤ y ≤ 1}.
Vi f̊ar att∫ ∫

A

xy

1 + x4
dxdy =

∫ ∫
A

xy

1 + x4
dydx =

∫ 1

0

∫ x

0

xy

1 + x4
dydx

=

∫ 1

0

(/x

0

xy2

2(1 + x4)

)
dx =

1

2

∫ 1

0

x3

1 + x4
dx

=
1

8

∫ 1

0

4x3

1 + x4
dx =

1

8

/1

0
log(1 + x4)

=
log 2

8
.
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5. L̊at D = {(x, y) : 0 ≤ y ≤ π/2, 0 ≤ x ≤ sin(y)} och beräkna∫ ∫
D

ydxdy.

Försök att skissera integrationsomr̊adet D.

Lösning. Integrationsomr̊adet liknar en triangel (g̊as igenom p̊a räkneövnin-
gen). Vi f̊ar att∫ ∫

D

ydxdy =

∫ π/2

0

∫ sin(y)

0

ydxdy =

∫ π/2

0

y sin(y)dy

= −
/π/2

0
cos(y)y +

∫ π/2

0

cos(y)dy

=
/π/2

0
sin(y) = 1.

6. L̊at A = {(x, y) : 1/4 ≤ x2 + y2 ≤ 4, y ≥ 0}. Beräkna integralen∫ ∫
A

log(x2 + y2)dxdy

med polära koordinaterna w(r, ϕ) = (r cosϕ, r sinϕ) som variabelbyte.

Lösning. D̊a vi gör ett variabelbyte m̊aste vi komma ih̊ag jakobianen.
D̊a vi integrerar med polära koordinater i tv̊a dimensioner f̊ar vi jakobianen
r (kompendiet s. 87). Vi f̊ar att A = {(x, y) : 1/2 ≤ r ≤ 2, 0 ≤ ϕ ≤ π}, varav∫ ∫

A

log(x2 + y2)dxdy =

∫ 2

1/2

∫ π

0

log(r2)rdϕdr = 2π

∫ 2

1/2

r log rdr

= 2π

(/2

1/2

r2 log r

2
−
∫ 2

1/2

r2

2r
dr

)
= 2π

(
2 log 2− log(1/2)

8

)
− 2π

(/2

1/2

r2

4

)
= 2π

(
2 log 2− log(1/2)

8

)
− 2π +

π

8

= 2π

(
17 log 2

8
− 15

16

)
=
π

8
(34 log 2− 15)

3


