Topologia Il — Harjoitus 3 (6. 2.2012)

. a) Olkoon B topologisen avaruuden X kanta. Osoita, ettd osajoukko A C X on tiheai,
mikéli se leikkaa jokaista B:n epétyhjda jésenté.

b) Néyta esimerkilld R:ssi, ettd a-kohdan véite ei valttaméatta pidd paikkaansa, jos kannan
sijasta tarkastellaan vain esikantaa.

Olkoon X joukko, jossa on ainakin kaksi alkiota. Osoita, ettd kokoelma
A={X\{z}: 2z € X}

on X kofiniitin topologian (ks. harj. 1, teht. 5) esikanta.

. Varustetaan luonnollisten lukujen joukko N kofiniitilld topologialla. Mitd N:n pisteitd kohti
jono (1,2,3,...) suppenee? (Vrt. Viisala 3:19)

. Tutki, ovatko kaavojen f(x) = e* ja g(xr) = —x mééaritteleméat funktiot f,g: R — R
jatkuvia, kun seké 1dhdossé ettd maalissa R varustetaan "puoliavoimella topologialla” Tpa,
joka on madritelty oppikirjan kohdassa 2.11.1. (Vrt. Viisala 3:5)

Osoita, ettd projektio pry: R? — R, pry(x1,72) = 21, on avoin mutta ei suljettu kuvaus
tavallisten topologioiden suhteen. (Viiséla 3:6)

. Kun a € Z ja b € N, méaritellaan

N(a,b) ={a+nb:neZ}.
Téllaista joukkoa, tai paremminkin vastaavaa jonoa (...,a — 2b,a — b,a,a + b,a + 2b,...),
kutsutaan aritmeettiseksi jonoksi.

a) Osoita, ettd joukot N(a,b) muodostavat erdén topologian kannan kokonaislukujen
joukossa Z.

b) Osoita, ettd em. topologialla on seuraavat ominaisuudet: i) jokainen avoin ja epéatyhja
Z:n osajoukko on &édreton, ii) jokainen kantajoukko N (a,b) on suljettu (ja tietysti myos
avoin).

c¢) Olkoon P = {2,3,5,7,...} alkulukujen joukko; ts. P koostuu niist& luonnollisista luvuista
p > 2, jotka eivat ole jaollisia muilla luonnollisilla luvuilla kuin 1 ja p. Perustele, etta

Z\{-1,1} = |J N(0,p).

peP

d) Pééttele b- ja c-kohdan avulla, ettd P on dareton.

Huom. Tiivis luentopéaivékirja tulossa kurssin kotisivulle piakkoin!



