Topologia I

Harjoitus 1

23. 1. 2012 alkavalle viikolle
Ratkaisuehdotuksia (Santeri Miihkinen)

1. Mitka seuraavista vaittdmistd ovat aina totta? Yhden sanan vastaus
riittdda. A, B, X,Y,--- joukkoja, f: X — Y kuvaus.

(a) f~ Uier Bi = Uier [ By, (b) [ Nier As = Nier fA;,
(c) [FLfA= A, kun f on injektio, (d) Nysolx,22] = 0.

Ratkaisu.
(a) on totta
(b) ei ole totta
(c) on totta
(d) on totta

2. Olkoot x = (1,-2,1) jay = (2,—2,—1) euklidisen avaruuden R3
vektoreita sekd a = —3. Mdaritd

(a) a(z —y), (b) lallz =y, (¢) |a[(|z]=y]), (d) a(z-y), (e) |al|z(ly[, () z-[aly,

Kiytdssi tavallinen pistetulo ja tavalliset euklidiset normit sekd R® :ssa ettdi
R:ssd.

Ratkaisu. Lasketaan ensin z — vy, |z|, |y|, | —y| ja = - y.

r—y=1(1,-2,1) — (2 2 -1)=(1-2,-2-(-2),1-(-1)) =(-1,0,2)
lz| = /x - x—\/12 —i—l2 V6
Yl = vy ¥=v2*+ +(=12=Vv9=3
|z —yl = /(—1)? —1-02—1—22 G
zy=1-2+4+(-2)-(=2)+1-(-1)=5.

Nyt saadaan

(a) a(z —y) = —3(~1,0,2) = (=3 (=1),=3-0,-3-2) = (3,0, —6),
(b) lallz —y| = 3V/5,

(c) lal(z] = [yl) = 3(vV6 - 3),

(d) a(z-y) = —15,

(e) lallelly| = 9.



(£) - Jaly = lal(z - y) = 15.

3. Olkoon D # () joukko. Osoita etti kaikkien rajoitettujen funktioiden
joukko raj(D,R) on kaikkien funktioiden vektoriavaruuden F'(D,R) aliavaruus.

Ratkaisu. Olkoot f,g € raj(D,R) ja a € R. Nyt on olemassa luvut
M,N > 0, joille |f(z)] < M ja |g(z)| < N kaikilla z € D. Reaalilukujen
kolmioepéayhtalon avulla saadaan

[(f +9)(@)| = |f(z) + g(@)] < [f(2)] +[g(z)| <M + N

kaikilla = € D, joten f + g € raj(D,R). Lisaksi

(af)(2)] = laf(z)| = |al[f(x)] < |a|M

kaikilla x € D, joten my6s af € raj(D,R). Koska nollafunktio on selvéisti ra-

joitettu, niin edellisten kohtien nojalla joukko raj(D,R) on vektoriavaruuden
F(D,R) aliavaruus.

4 (Viisdli 1:4). Olkoon E sisdtuloavaruus ja (-,-) sen sisitulo. Joukon
A C E ortokomplementti on joukko

At ={x € E|(x,y) =0 kaikilla y € A}.
Osoita etti joukko AL on E :n vektorialiavaruus.

Ratkaisu. Olkoot z,y € At ja a € R. Sisiitulopostulaattien (S2) ja (S3)
(Viisald, s. 15) avulla saadaan kaikilla z € A

(ax,z) = a{x,z) =a-0=0
(x+y,2) =(x,2) +(y,2) =0+ 0 =0,

joten ax, x +y € At. Lisiksi nollavektorille 0 € E tunnetusti pitee 0 = 0-0
(misséd 0 € R), joten postulaatin (S2) nojalla saadaan

kaikilla 2 € F (erityisesti kaikilla z € A). Siispd 0 € AL, Niin ollen joukko
A+ on avaruuden E vektorialiavaruus.



5 (Viisdld 1:6, osa). Olkoon E sisdtuloavaruus ja x,y € E. Todista nk.

suunnikassaanto
2+ yl* + |z — y|? = 2[x> + 2|y|*.

Ratkaisu. Lasketaan ensin yhtéalon vasemmalla puolella olevat neliot:

z+yl? = (z+yz+y) =(r,z+y) +{yz+y)
= (z+y,2)+(r+yy) = (v,2) + {y,2) + (z,9) + (¥, 9)
= |z]* +2(z,y) + |y? (1)

z—y)? = (@—y,x—y)=(z, 2 —y)+ (—y,x—y)
= (z—y,2)+(x—y,—y) = (z,2) + (~y,2) + (v, —y) + (~y, —y)
= |z —2(z,y) + [y (2)

Yhtaloista (1) ja (2) seuraa
o+ y[? + o — yf* = 2] + 20y

Huomautus. Suunnikassadnnén nimi seuraa sen geometrisesta tulkinnasta:
Vektorien x ja y virittdman suunnikkaan lavistdjien nelididen summa on sen
kaikkien sivujen nelididen summa.

6. Olkoot x = (11, 22,73) ja y = (y1,y2,ys3) € R3. Tutki mitki sisdtulo-
postulaatit R® n reaaliarvoinen tulo

(z,y) = 11y3 + T2y2 + 1391
toteuttaa. Onko se R® :n sisitulo?
Ratkaisu. Olkoot z = (21, 22, 23) € R? ja a € R. Koska
(T,y) = 21y3 + T2y2 + T3Y1 = Y173 + YoT2 + Y371 = (Y, T),
niin (S1) toteutuu. Lisdksi ehdot (S2) ja (S3) toteutuvat, silla

(azx,y) = (az1)ys + (ax2)ys + (axs)yr = a(@1ys + T2y2 + T311) = alz,y)



ja
(x+y,2) = (x1+y1)zs+ (22 +y2)20+ (T3 4+ y3)21
= (T123 + Tozo + x321) + (Y123 + Yozo + y321) = (x, 2) + (y, 2).

Ehto (S4) ei toteudu, silld esimerkiksi vektori = (1,0, —1) antaa

(r,2) =1-(-1)+0°+(-1)-1=-2<0.

Myoskddn ehto (S5) ei toteudu, silld esimerkiksi valinnalla y = (—1,2,2) # 0
saadaan
(y,9) = (=1)- 242 +2-(=1) = 0.

Koska kaikki ehdot (S1)-(S5) eivét toteudu, niin (-, ) ei ole sisétulo.



