Osittaisdifferentiaaliyhtilot (Kevit 2012)
Harjoitus 2
Ratkaisuja (Jussi Martin)

1.

2.

(1)

Ratkaise seuraava 1. kertaluvun ODY:n alkuarvoteht&va ( u = u(z,y)), ja tutki,
milld muuttujien arvoilla ratkaisu on olemassa:

Uy +vtuy, =1, u(x,0)=1.

Ratkaisu:
Karakteristiset yhtalot:

dx_l @_2 dz

= = = = =1.
dt o

Alkuehdot:
x(s,0) =s, y(s,0)=0, z(s,0)=1.

Helpoiten ratkeaa, ettd

z(s,t) =t + c1(s) alkuehto 4 |
ja
z(s,t) =t +c3(s) allgetto 4 4 9
néisti puolestaan saadaan, etté
dy 2 (t + 1) 3 alkuehto (t + 1) 3 1
— =(+1 = t) = = 5
Nyt siis
z3 1 1/3

eli
u(z,y) = 3y + 1)/,
miké on méiiritelty kaikkialla R?:ssa, koska juuri on pariton.
Tarkistetaan vield, ettd ratkaisu toteuttaa yhtilon:

1 B . 1
up =0, uy=2@y+ 1) 3=0y+ )70 (£ —3)

1
= wlu, =By +1)?3 By+1)"*=1, kun y#—g

Téssé on siis syytd panna merkille, ettd derivaatta u, on singulaarinen pisteissé,
joissa y = —%. Niin ollen ratkaisu onkin méiritelty vain R?:n osajoukossa, jossa

y# -3

Olkoon u = u(z,t), 0 <z < 27 ja t > 0. Ratkaise probleema
ug(x,t) = ugy(x,t) , 0 < < 2m,t >0,
u(x,0) = sin(8z) , 0 < x < 2,
u(0,t) = u(2m,t) =0, ¢ > 0.

Ratkaisu:
Luentomonisteessa on osoitettu, ettd yhtilon ratkaisu on muotoa

o0
_(nm\2, . NTX
u(z,t) = E ane (L)tsmT,
k=1



(tdsséd tapauksessa L = 2m) ja se, ettd Fourier-kertoimet saadaan kaavasta

L
2 . nmx
(2) ay = z/f(x) sin —— dz.
0

Koska téssé tehtavissd f(z) = sin(8z) on kerrointen laskemisessa on kétevii
kiytaa sini-funktioiden ortogonaalisuus ehtoa
L

2 2 2
(3) 7 /sin 1 gw sin mLms dx = bpm

0

joka on tosi kaikilla n, m € N (missé d,,,, on Kroneckerin delta, eli yhtd kuin 0,
jos m # n, jal, jos m =n). Kaavan (3) johto on esitetty ndiden mallien lopussa.
Koska L = 27 ja
167z
27

f(z) = sin(8z) = sin
saadaan, etté
[ 1, kun n =16,
=N 0, kun n# 16.
Niin ollen ratkaisuksi saadaan

u(z,t) = e~ sin(8x).

3. Olkoon u = u(x,t), —2 < x <1 ja t > 1. Muunna sopivalla muuttujanvaihdolla
ongelma
up(x,t) = Buge(x,t), —2<z<1,t>1,
u(z, 1) =sin(rz) , -2 <z <1,
u(=2,t) =u(l,t)=0, t > 1.
luennolla esitettyyn muotoon. (Valitse vakiot a, b, ¢ ja d siten, ettd funktio

v(z,t) := u(ax +b, ct +d) toteuttaa luennolla esitetyn lampoyhtalon alku-reuna-
arvo-ongelman.)

Ratkaisu:
Olkoon
v(x,t) :=ulax + b, ct + d).

Jotta v olisi luennoilla esitetyn lampoyhtalon ratkaisu, tulee sen toteuttaa ehdot

>
=

ve(x,t) = vgp(z,t) , 0 < < L, t >0,
v(z,0) =¢(x), 0<ax <L,
v(0,t) =v(L,t) =0, t > 0;

o Ot
=

missi ¢ on annettu alkuehtofunktio sin(mz) lausuttuna uusissa koordinaateissa.
Jotta yhtélo (6) patisi, tulee vélin [0, L] kuvautua koordinaatti muunnoksessa
x +— az + b viliksi [—2, 1]. Vaaditaan siis, ettd

a(0)+b=-2 ja aL+b=1

Niistd ensimmadisestd saadaan, ettd b = —2 ja toisesta, aL + b = 1; mihin
sijoittamalla b = —2, saadaan ettd a = 3/L.
Jotta yhtdlo (5) patisi, tulee vilin [0, oo[ kuvautua véliksi [1, oo[, mistd saa-
daan yht&lo
c0)+d=1

eli tulee olla d = 1.



Ketjusdantoad kiayttamélla ndhdadn, ettd
(7 Vo (2, ) = (3/L)*Uge(3/ L — 2,ct + 1)
ja
(8) ve(x,t) = cur(3/Lax — 2, ct + 1).
Nyt u toteuttaa yhtalon
up(x,t) = Bugy(x,t).
Toisaalta v:n halutaan toteuttavan (4) miki w:lla tarkoittaa yht&lod yhtéléiden
(7) ja (8) nojalla yhtaloa
cus(3/Lx — 2,ct +1) = (3/L)?uze(3/Lx — 2,ct + 1).
Tulee siis olla ¢™1(3/L)? =3 eli ¢ = 3/L>.

Funktio v(x,t) = u(3/Lx — 2,3/L? + 1) toteuttaa siis luennolla esitetyn 1im-
poyhtalon eli yhtélot (4), (5) ja (6); missd alkuarvofunktioksi sadaan

¢(x) = u(3/Lx —2,1) = sin(w(3/Lx — 2)).

4.-5. Kay lidpi luennolla esitetty ldmpdyhtdlon alkuarvo-reuna—arvoprobleeman
ratkaisu, kun L = 1, reunafunktiot g1 ja g2 ovat 0, ja alkuarvo ¢(z) = z(1 — x).
Laske menetelmissé esiintyvit Fourier—kertoimet. Mihin funktioon h(z) ratkai-
su u(x,t) suppenee, kun t — co?

Ratkaisu:
Kuten tehtivéssa 2. tiedetddn ratkaisun olevan, luentomonisteen nojalla, muotoa
(1); missé Fourier-kertoimet saadaan kaavasta (2).
Nyt L =1ja f(x) = (1 — z), joten
1
ap, = 2/x(1 — z) sin(nnx)dx.
0

Osittaisintegroimalla kaksi kertaa saadaan, ettd

(1 —2x)(— M)dm

an = 2(0-0) -2 -

_ysin(nrz) N
(=2) (nm)?

2(0-0) —2

o O~ _

1
4 . _ _1)" —
= 3 O/mrsm(mm;)dac = () (=)™ —1),

(n7)

koska sijoitustermit havidvit kummassakin osittaisintegroinnissa. Nain ollen rat-
kaisuksi saadaan

u(x,t) = Z (nfr)s (=)™ — 1)67("”)2’5 sin(nmz).

n=1

Nyt

0 < e~ (™t < et ja |sin(nwz)] <1 kaikillan > 1,



joten

| 4
lu(z,t)] < Z 3((—1)"—1)6_(’”r)2tsin(mr;zc)
n=1 (TLTF)
i 8
< ; )
missa sarja

> o
= ()?

on yliharmonisena sarjana suppeneva. Niin ndhdiin, ettid jollakin C' > 0 ja
kaikilla = € [0, 1] p&tee

lu(z,t)| < Ce ™1 0, kun t— o0

eli ratkaisu u(zx,t) suppenee kohti nollafunktiota, kun ¢t — oco.

Kaavan (3) johto:
Tiedetaddn, etté

sin n2wx _ l(ex (iTLQﬂ'J)) Cex (_ in27rx))
L % p p

24 L L
ja
cos n2rx 1(6 (in27rx)+e (_ in27rx))
L 2\ P L)
joten
. n2rx . m2rx 1 i(n+m)2rx i(n —m)2mx
sin sin — = —Z(exp(T) —exp ( 7 )
—i(n —m)2rx —i(n+m)2rx
—exp ( ( ) ) + exp ( ( ) ))
L L
1 i(n —m)2nx —i(n —m)2nzx
1 ( exp ( T ) + exp ( T )
1 i(n+m)2mx —i(n+ m)2rx
5 exp (BT e () )
1 —m)2 2
_ i(cos(i(n an) L) o M2 Z‘) ™).
Tata kdyttamalla ndhd&an, etta

L

2 . n2rx . m27rxd _
7 sin 7 sin 7 T =

0




