3. USEAMMAN MUUTTUJAN FUNKTIOIDEN DIFFERENTIAALILASKENTAA

Olkoon A C R™. Kuvaus f : A — R on n:n muuttujan reaalifunktio. Se kuvaa
A pisteet * = (z1,...,2,) € A (21,...,2, € R) reaaliluvuiksi f(z) ja koko
A:mn R:n osajoukoksi f(A) C R. Tapauksissa n = 2 tai n = 3 kéytetddn myos
vaihtoehtoista merkintaa

7= (z,y) =wi+yj (i =(1,0), j = (0,1)) tai
= (z,y,2) =xi+yj+zk (i=(1,0,0), j = (0,1,0), k = (0,0,1))
merkintéjen z = (z1,x2) ja * = (x1, T2, x3) sijaan.

Kertaan aluksi lineaarialgebran maéaritelmia ja etaisyyteen liittyvia kasitteita ja
tuloksia:
Josx = (x1,...,2p) €ER", y=(y1,--.,yn) € R" jaa € R, niin

(3.1)
(x4+y=(r1+Y1,-..,Tn + Yn), Summa

ar = (axy,...,ax,), luvun ja vektorin tulo

T-y=x1Y1 + ...+ Tpyn, pistetulo

)zl = va Tz = v/aT + .+ oZ, nommi

d(z,y) = |z —yll = V(21 —y1)? + ... + (20 — yn)?, etéisyys

B, (z) ={y € R" | d(z,y) < r}, r-séteinen, z-keskinen, n-ulotteinen avoin kuula

\ B,(z) = B.(z) = By(z) \ {z}, punkteerattu n-kuula

3.2 Lause. (i) |z -y| < ||z||[|y|| Yx,y € R™ (Schwarz)
(i) [laz| = lall|lz]| (a € R, z € R")

(iii) ||z + y|| = ||l=|| + ||lyll, Kolmioepdyhtils R™ :ssa.

(iv) d(zx, z) < d(z,y) + d(y, z), Kolmioepdyhtdlo R™:ssd.
(

v) Tasossa R? ||(z,y)|| = /22 + y? ja R3:ssa ||(z,y, 2)|| = /22 + 32 + 22.

Joukko A C R™ on avoin, jos
(3.3) Ve € A dr > 0s.e. B.(x)CA,

ts. jos jokainen A:n piste on sisdpiste méadritelmén 2.6 mielessid. Jos R™\ A on avoin,
A on suljettu. Péatee:

A suljettu < 0A C A (eli A siséltda reunapisteidensé joukon 0A, ks. 2.6).

3.4 Esimerkki. (i) Kolmioepayhtélosta seuraa, ettd avoin kuula B, (z) (z € R,
r > 0) on avoin ja suljettu kuula

B (z) ={y € R" | d(z,y) <r}
on suljettu joukko.
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y reuna 0A
v Jos kuvan joukon A reunakéyri

0A C A, A on suljettu. Jos 0A C
R2\ A, A on avoin. Muuten A ei

ole avoin eika suljettu.

USEAMMAN MUUTTUJAN FUNKTION RAJA-ARVO JA JATKUVUUS

Perusidea: Lausekkeilla méaaritellyista funktioista tulee jatkuvia muualla kuin
mahdollisissa ongelmakohdissa (joita ovat esimerkiksi nimittdjan nollakohdat, ne-
gatiiviset argumentit neligjuuren alla ja logaritmeissa jne.).

3.5 Maaritelma. Olkoon A C R”, f : A — R funktio ja g € A. Funktio f on
jatkuva pisteessa x, jos

Ve > 030 > 0s.e. f(Bs(xo)NA)C|f(zo)—¢, f(zo)+ €

Toinen muotoilu:

f jatkuva xg:ssa < Ve >0 30 > 0 s.e. Vo € A péatee ehto
(%) d(z, o) = |lv — xol| <6 = [f(2) = f(zo)| <e.

Jos f on jatkuva zg:ssa Vxy € A, sanomme, ettd f on jatkuva
(mééarittelyjoukossaan A).

3.6 Huomautus. (i) Jos xg € A on eristetty piste eli jos on olemassa § > 0 s.e.
Bs(xzo) N A= {zo}, jokainen f: A — R on jatkuva z:ssa, silld ehto () patee talla
d:n arvolla (ja pienemmilld) triviaalisti.

(ii) Muissa kuin eristetyissd A:n pisteissd x( jatkuvuusehto voidaan pukea yhden
muuttujan teoriasta tuttuun muotoon "raja-arvo on arvo”:

f jatkuva xg:ssa < lim f(x) = f(xo).

T—x0

Tata varten joudumme tutkimaan f:n raja-arvoa xg:ssa joukossa A ja havait-
semme hyodylliseksi tutkia raja-arvoa xg:ssa ”pitkin joukkoa” B C A, kun pistetta
xo "voidaan lahestya” pitkin B:ta.
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3.7 Esimerkki. Tutkitaan funktiota f(z,y) = kun (z,y) — (0,0) pitkin

ka? k
suoraa y = kx (k € R). Talloin f(z,y) = f(z, kx) = = on vakio,
y =k (k€ R) Fay) = flaka) = o =
joten sen raja-arvona on sama k:sta riippuva vakio. Koska ndma raja-arvot eroavat
toisistaan, on syyta olettaa, ettei f:114 ole minkaén ”jarkevan” maaritelméan mielessa
raja-arvoa ( %1111( )f(a:,y) ja arvoa f(0,0) ei voi méaritelld niin, ettd f:sta tulisi
x,y)—(0,0
myos origossa jatkuva.

x2+y2

3.8 Madaritelma. (i) Piste g € R™ on joukon A C R"™ kasaantumispiste, jos xo:n
jokaisessa ymparistossa on A:n xg:sta eroavia pisteita:

Ve >0 : Bl(xg)NA#D.

(ii) Olkoon B C A C R™ ja olkoon xy B:n kasaantumispiste sekd f : A — R funktio.
(T&alldin zop on myds A:n kasaantumispiste ja pistettd x ”voidaan ldhestyd” pitkin
joukkoja B ja A.) Sanomme, ettd funktiolla f on pisteessid x( raja-arvo a € R
pitkin joukkoa B ja merkitsemme

lim  f(x)=a, jos Ve >0 30 >0 s.e.

r—xo, TEB
O<|lzx—xp||<d jaxzeB = |f(x)—a|<e

Toinen muotoilu:

lim f(z)=a & Ve>030>0se. f(Bs(zg)NB)Cla—e,a+e¢.

r—xg, TEB

Tapauksessa B = A (f:n mééarittelyjoukko) merkitdan lyhyemmin

lim  f(z)= lim f(x)

Tr—x0, zeA T—T0

3.9 Lause. Jos lim f(x) = ajaC C B C A (xo C:n kasautumispiste,

r—xo, TEB
f: A — R), niin myés lim c f(x) = a. [Ts. pienempédd joukkoa pitkin tulee
r—xg, TE
sama raja-arvo kuin isompaa joukkoa pitkin.]

Todistus. Olkoon € > 0. Oletuksesta  lim 5 f(z) = a seuraa, ettd on olemassa
r—xTg, TE

d > 0s.e. f(Bs(xzo) NB) Cla—¢€ a+ el Talléin
F(By(x0) N C) € F(Bl(o) 1 B) Cla—crat el

ja vaite seuraa. [
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3.10 Lause. Jos raja-arvo  lim 5 f(x) on olemassa, se on yksikésitteinen.
r—xo, TE

Todistus. Kuten yhden muuttujan teoriassa. [

3.11 Seuraus. Jos B C A ja C C A ja o on B:n ja C:n kasaantumispiste ja
f: A— R toteuttaa

lim _ f(z)# lim__f(z),

r—xo, TEB r—xg, x€C

niin raja-arvoa lim f(z) ei ole olemassa.

T—x0

Todistus. Lauseet 3.9 ja 3.10. [

Jos siis "kahta pienempéa joukkoa pitkin tulee eri raja-arvot”, f:lla ei ole raja-
arvoa.

3.12 Esimerkki. (i) Koska lim i

R N B> =7 e esimerkin 3.7 nojalla,

seuraa 3.11:std, ettd 3 (valitsemalla kaksi eri k:n arvoa, jotka

im
(,9)—(0,0) 22 + >
antavat 3.11:n joukoiksi B ja C' kaksi eri suoraa y = kx).

1132

(i) Jos f(z,y) = Wyy‘“ niin joukossa By = {(z,vy) | y = kx, = # 0} f:11& on

kaikilla k € R raja-arvo 0 origossa, silla

b o xy? x - k2x? kx
= RT = = —
Y 224+ yt 22+ k14 k%22 a—0

0 (ja Bgssa (z,y) =0 < = —0.)

Siitd huolimatta 3 lim  f(z,y)!
(z,y)—(0,0)

Perustelu: Kéyrid o = y? pitkin raja-arvoksi tuleekin % # 0, silla
2 $y2 - y4
= =
1'2 + y4 y4 + y4

—

1 1
xTr = — —
y 2y—>02

Nytkin 3.11 = 3 lim z,y).
Y <w,y>e<o,o>f( v)

Positiivinen raja-arvotulos todistetaan arvioimalla f:n ja vaitetyn raja-arvon ero-
tuksen itseisarvoa sopivalla tavalla.

. R : z?y?
3.13 Esimerkki. (i) Viite: lim ——— =0
(z,9)—(0,0) T + ¥y
Todistus: 5 5 s v g
z?y _0‘<(x+y)y:
:B2—|-y2 x2+y2
2,2
[joten tassa ﬁny —O‘ <6 kun 0 < ||(z,9)| = V22 +y2 < /e = 4, jolloin

y? < 2% + y? < ¢€]. Johtopiitokseen riittdid siis se havainto, ettd saatu yliraja
y? — 0, kun (z,y) — (0,0).
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(ii) Todistetaan kohdan (i) vaite myds napakoordinaattien avulla

r*sin? ¢ cos? o

r2

222 -
2 + 92 N

' = |r? sin? @ cos? ¢

<r’=2+y*=|(z.y)? — 0
[ (z, y)l e i0.0)

. ' 222

joten lim ————
(z,y)—(0,0) T= + Y

havaitsemalla, etti |sin® ¢ cos? | < 1.

= 0. Téassa on arvioissa paastava eroon ¢:sta ja se kay

(iii) Projektiokuvauksilla pr, : R™ — R,
pr,(x) =x; Yr=(z1,...,z,) €R" (i€ {l,...,n}),

raja-arvo on arvo: Jos y = (y1,...,Yn) € R™, niin
Viite: glixé pr,(x) = y; (: pri(y))

Todistus: Jos € > 0 ja x = (z1,...,2,) € R™, niin arvion

0 <o =il < V(@ —y)2 4+ (i —y)2+ o+ (20— yn)? = [lz — Y|
nojalla saadaan valitsemalla § = €, etta

le =yl <o =€ = |zi —wil = [pry(z) —pr;(y)| <e. O

Asken saadun tuloksen voi my6s muotoilla seuraavasti: ”projektiokuvaukset pr; :
R™ - R (i =1,...,n) ovat jatkuvia”:

3.14 Lause. Funktio f : A — R (A C R") on jatkuva joukon A kasaantumispis-

teessd xg € A, jos ja vain jos f:n raja-arvo xg:ssa on f:n arvo. Siis

f jatkuva xg:ssa < lim f(x) = f(xo), (vrt. 3.6(ii)).

T—XQ

Todistus. Suora seuraus maaritelmista 3.5 ja 3.8. [
Myo6s useamman muuttujan teoriassa patevat tutut raja-arvojen laskusaannot:

3.15 Lause. Olkoot f : A - R jag: A — R (A C R") funktioita, xg € R"
osajoukon B C A kasaantumispiste ja

lim f(x) =a, lim g(z)=0b, (a,beR).

r—xo,LEB r—x9,tEB
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Talloin

() i (J(@) % g() =ab,
(ii) x_)iiorvrieB cf(x) = ca Ve € R,
(iii) lim (f(z)g(z)) = ab, ja

r—xg,2EB

. . fe) _a
1 —~ =—, k
(iv) L tim 0@ b un b#0

Todistus. Sivuutetaan (ei eroa paljonkaan vastaavan yhden muuttujan tuloksen to-
distuksesta). O

3.16 Seuraus. Jatkuvien funktioiden summa, erotus, tulo ja osamadra ovat jat-
kuvia (osaméaran tapauksessa ei kuitenkaan nimittédjan nollakohdissa).

Todistus. Lauseet 3.15 ja 3.14. [

3.17 Huomautus. Lauseen 3.15 voi laajentaa koskemaan myos raja-arvoja 4-co
(méédrittele ndma késitteet!), kunhan lasketaan syksyn kurssista tutuilla ”sallituilla
muodoilla”.

1
3.18 Esimerkki. Koska lim = =1 (3.13(i))) ja lim — = oo (silld
(z,y)—(1,0) (z,y)—(1,0) Y

1
— > M (>0), kun |y| <

eli esimerkiksi ystossia B L ((1,0))), saamme, etté
Yy

1
i o

1
lim  (r+ —)=1+00=o0.
(z,y)—(1,0) Y

Vektoriarvoisen funktion f : A — RP (A C R") raja-arvo ja jatkuvuus voidaan
maaritelld suoraan tai palauttaa ne f:n komponenttifunktioiden

(3.19) fi=prof itA—=R (i=1,...,p)
vastaaviin késitteisiin (pr; ks. 3.13(iii)). Esimerkiksi jatkuvuuden méaéritelmat ovat
(i) f: A — RP jatkuva pisteessd g € A &
Ve > 030 >0s.e ||z —xo]| <6 = ||f(z)— flzo)] <€
(vasemman puolen normi R™:ssé oikeanpuoleinen RP:ssd) ja toisella tavalla
(ii) f: A — RP jatkuva pisteessd g € A &
fi = pr; of jatkuva zg:ssa Vi € {1,...,p}.
Lopputulos on sama ja tdméan todistus ei ole vaikeaa.
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3.20 Esimerkki. Olkoon f:R? — R3, f(z,y) = (v, zy, 2 + y). Talléin
filz,y) = z, fo(z,y) = zy ja f3(x,y) = 2% + y ovat jatkuvia (3.15). Siis lauseen
3.13(iii) nojalla f = (f1, f2, f3) on jatkuva (koska sen komponenttifunktiot f; =
pr;of : R? — R ovat jatkuvia).

Jatkuvien kuvausten yhdistetty kuvaus on aina jatkuva.

3.21 Lause. Olkoot ACR™, BC RP sekd f : A — RP, g: B — R™ jatkuvia. Jos
f(A) C B, niin yhdistetty kuvaus go f : A — R™ on jatkuva.

Kuva.
f g
A B Rm
\_—_/
gof

Todistus. Olkoon € > 0, zg € A. Koska g on jatkuva f(z():ssa on olemassa d; > 0
s.e.

(*) ly — f(zo)l| <61 ja yeB = |lgy) —g(f(zo)ll <e

Koska f on jatkuva xg:ssa on olemassa do > 0 s.e. jos x € A, niin

() [ = zoll <02 = [If(2) = f(zo)l| <01

Valitsemalla § = 5 saadaan nyt

reA ja |lz—ml <6 D | fla)—flxo)ll < b
—~—

€B

& lg(f @)~ a(f @)l <e eli [(go )~ (go Nzl <e O

Kuten yhden muuttujan funktioiden teoriassa, nadmé lauseet takaavat sen, etta
"lausekkeilla maaritellyt funktiot ovat jatkuvia muualla kuin lausekkeiden muodos-
tamiseen liittyvissd ongelmakohdissa”.

3.22 Esimerkki. i) Rationaalifunktiot ovat jatkuvia muualla kuin nimittdjan nol-
lakohdissa. Esimerkiksi rationaalifunktio

. xy+a:+z2
f(xayaz)_ (l'—l)QyZ

on x:n y:n ja z:n polynomien
P(x,y,z) =zy+z+ 22 (aste 2) ja
Qz,y,2) = (v — 1)2yz = fﬂzyz —2zxyz+yz (aste 4)
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osamiiri f = —. Se on méiritelty ja jatkuva R3:n osajoukossa

P

Q
A=A{(z,9,2) | Qz,y,2) # 0} = {(z,9,2) [z # 1, y # 0, 27 0}.

ii) Funktio f(r,y) = /sin(zy) + |=| on jatkuva méairittelyjoukossaan

A ={(z,y) |sin(xy) + |z| > 0} C R?

Perustelu: Esimerkin 3.13 (iii) nojalla (z,y) — = ja (z,y) — y ovat jatkuvia kaik-
kialla (joten niiden rajoittumat A:han ovat myo6s jatkuvia (lauseet 3.9 ja 3.14)),
siten seurauksen 3.16 nojalla (z,y) — xy on jatkuva A:ssa ja edelleen lauseesta

3.21 seuraa, ettd (x,y) — sin(zy) on jatkuva A:ssa (silld sin : R — R on jatkuva).

Koska (z,y) — |z| on jatkuva [3.21 : (z,y) Py g s |z| on jatkuvien kuvausten
arvo

yhdiste|, niin lauseesta 3.15 seuraa, etté (z,y) — sin(zy) + |z| on jatkuva A:ssa.
Koska se on A:ssa > 0 ja koska neligjuuri [0, co| — [0, 0o on jatkuva, niin lauseen
3.21 nojalla f on jatkuva A:ssa.

Myo6s useamman muuttujan funktioiden yhteydessa voidaan tietysti tarkastella
erilaisia lukujonoja tai vektorijonoja ja niiden raja-arvoja.

3.23 Bsimerkki. Madriti lim (2°5In ((1+ %)n))

n—oo

-1 1 n
Ratkaisu. Koska n =1—— — 1, koska <1 + E) — €™, ja koska funktiot

. n . nn—oo . n/s n—oo
r — 2% ja x — Inx ovat jatkuvia pisteissa 1 ja e™ on

lim (2%,ln ((1 + %)TL)) = (2", In(e™)) = (2, 7).

n—oo

OSITTAISDERIVAATAT JA GRADIENTIT, DIFFERENTIOITUVUUS
Olkoon zg = (a,...,a,) € A joukon A C R” sisépiste ja olkoon f : A — R
funktio. Yhden muuttujan funktiot
gi(t) = f(al, “ e ,ai_l,t,aiﬂ, “ e ,an) (Z = 1, P ,n)

ovat talloin méaritellyt pienilld a;-keskisilld valeilld (silla xg oli A:n sisépiste) ja
riippuvat vain f:n arvoista xg:n kautta kulkevalla x;-akselin suuntaisella suoralla.
Jos g; on derivoituva pisteessa ¢t = a;, niin sen derivaatta

ooy v gilai +h) — giai)
(3.24) gi(ai) = lim 3

on f:n osittaisderivaatta muuttujan x; suhteen pisteessd xy. Merkintoja:

of

(3.25) gi(ai) = Dif(wo) = 5

(z0) = Dz, f(20) = fu;(20).

74



Jos A on avoin (ts. jokainen zy € A on sisépiste) ja f:114 on jokaisessa xo € A kaikki

osittaisderivaatat D; f(xo) (i = 1,...,n), f on derivoituva A:ssa. Osittaisderivaa-
toista koottu n-vektori
(3.26) grad f(zo) = Vf(xo) = (D1f(%0), - -, Dnf(20))

on f: gradientti(vektori) zg:ssa. Se on mééritelty vain kun f on derivoituva z(:ssa

3.27 Huomautus. (i) Gradientin mééritelméssa esiintyva symboli V ("nabla”) on
”derivaattaoperaattori” V = (Dy,..., D,), jonka ajatellaan operoivan reaalifunk-
tioon f seuraavasti:

Vf=(D1,...,Dp)f =(D1f,...,Dpf).

Ndemme myohemmin, etté gradientti on jonkinlainen yhden muuttujan funktioiden
derivaatan vastine: Funktio f esimerkiksi kasvaa xq:ssa nopeimmin gradienttivek-
torinsa V f(xo) suuntaan.

(ii) Osittaiderivaattojen kdytdnnon laskeminen sujuu peruskurssista tutuilla deri-
voimissdannoilld, silld kyseessd on yhden muuttujan funktioiden g¢;(¢) tavallinen
derivointi; muut kuin ¢:s muuttuja x; ajatellaan vakioiksi ja derivoidaan x;:n suh-
teen.

(iii) Vektoriarvoisen funktion f : A — RP (A C R™) derivointi palautetaan koordi-
naattifunktioiden f; = pr;of (j =1,...,p) derivointiin kaavalla

D;f(xo) = (Difi(xo),...,Difp(x0)) (i=1,...,n),
misséa xo on A:n sisdpiste.
3.28 Esimerkki. i) f(z1, 72,73, 74) = 216727 + 2314, Tilléin
Dif(z) =e™*, Daf(x) = m123€™", D3f(x) = 11226 + 22374 ja

Dyf(z) =23 Vo= (21,72,23,14) € R%

i) f(x,y) = %+sin(az—}—ln y). Talléin f on mééritelty joukossa A = {(z,y) | y > 0}
Yy

ja tama joukko A on avoin RZ:ssa. Nyt
1 .
D1 f(z,y) = 2 +cos(z +1ny) ja

2z cos(z +1n
2z cos(z +1ny)

V(z,y) € A,
" ) (z,y)

D2f<$7 y) - -
joten esimerkiksi pisteessi (0,1) € A on

grad £(0,1) = Vf(0,1) = (D1£(0,1), D2f(0,1)) =
2:0 cos((H—lnl))

e + . =(2,1).

1
= (ﬁ +cos(0+1nl),—
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Pisteessa (0, 1) tdméa funktio f kasvaa siis nopeimmin vektorin
Vf0,1)=(2,1)=2i+j

suuntaan.

iii) Vektorifunktion f : R3 — R2
f(xa Y, Z) = (fl(x7y7 Z)v f2(x7y7 Z)) = ($3y4,x2 + y2 + 22)

osittaisderivaattafunktiot ovat

(3z%y*, 22),

Dif(x,y,2) = (Dx(a:3y4), Dy (z* + 9% + 22))
Daf(x,y,2) = (Dy(z%y"), Dy(2* + 4% + 2%)) = (42°y°, 2y),
D3f(a?,y7 Z) = (Dz<x3y4)7 Dz(x2 + y2 + ZZ)) = <07 2Z)

Jos funktion f : A — R osittaisderivaatta D;f on olemassa erdissi A:n sisapis-
teisséd xq, saadaan vastaava osittaisderivaattafunktio D;f : B — R, missa

B ={z9 € A| zp on A:n sisépiste ja 3D, f(x)}.

Niilla voi edelleen olla korkeampia osittaisderivaattoja D;(D;f) = D;;f. Jos A C
R"™ on avoin merkitaan

C%A)={f| f: A — R jatkuva}

CHA)={f| f: A — R jatkuvasti derivoituva,
(3.29) ts. D;f : A — R jatkuva Vi € {1,...,n}}

C*A)={f|D;feCH(A)Vje{l,...,n}} =
= {f | f kahdesti jatkuvasti derivoituva}

jne. Saadaan jono sisdkkéisid A:ssa madriteltyjen reaalifunktioiden avaruuksia
C'(A)>CH(A)DC*(A)D...
ja naiden leikkauksena

(3.30) C°°(A) ={f | f:114 on kaikkien kertalukujen jatkuvat osittaisderivaatat}.
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3.31 Huomautus. Koska osittaisderivaatat D, f(xg) riippuvat vain f:n arvoista
xo:n kautta kulkevilla koordinaattiakseleiden suuntaisilla suorilla, on selvaa, ettei
pelkké osittaisderivaattojen olemassaolo kerro mitadn funktiosta f néiden suorien
ulkopuolella.

Esimerkki

0,r=0 tai y=0

Lx#0 jay#0

nayttaa, ettei f:n edes tarvitse olla jatkuva pisteessé, jossa se on derivoituva. Tassa
ndet Dy f(0,0) = Dy f(0,0) = 0, mutta f ei ole jatkuva origossa.

Kohdassa 3.29 maaritelty jatkuva derivoituvuus xg:ssa, ts. osittaisderivaatta-
funktioiden olemassaolo ja jatkuvuus pisteessi xo € A, sen sijaan kertoo jo paljon
fista. Jatkuvien ja jatkuvasti derivoituvien funktioiden ”valiin” mahtuvat viela ns.
differentioituvat funktiot, joita kohta kasitelldan.

f(x,y)={

3.32 Esimerkki. Jos f : R” — R on polynomi, niin f € C*°(R") ja riittdvan
korkeat f:n osittaisderivaatat ovat nollia. Jos esimerkiksi f : R® — R on polynomi

f(z,y,2) = xy® + zyz + 2°x,
niin osittaisderivaatat
Dif=vy*4+yz+2% Dof =2xy+zz, ja D3f =axy+ 222
ovat jatkuvia, joten f € C1(R3). Edelleen toisen kertaluvun osittaisderivaatat

Di(Dif)=Duf =0, Do(Dif) = Diaf =2y+ 2, D3(D1f)=Di3f =y+ 2z,
Di(Dyf) =Dorf =2y+ 2z, Doof =22, Dosf =z, Ds1f =y+ 22, Dsof =2,
D33f = 2111

ovat jatkuvia, joten f € C?(R3). Toisen kertaluvun osittaisderivaatoista D;;f ja
Dj; f havaitaan tassa esimerkissé, ettd ne aina yhtyvét. Jatkuvasti derivoituville
funktioille tdmé seuraa ns. derivoimisjarjestyksen vaihtosadnnoésta:

3.33 Lause. Jos A C R" on avoin ja f € C*(A) on A:ssa k-kertaa jatkuvasti
derivoituva (k € N, k > 2), niin f:n osittaisderivaatat kertalukuun k asti riippuvat
ainoastaan siita, montako kertaa kunkin muuttujan suhteen on derivoitu, eivat siis
derivoimisjarjestyksesta.

Todistus. Sivuutetaan liian tycldana. [

Toisen kertaluvun osittaiderivaatoista voidaan muodostaa ns. Hessen matriisi,
jolla on kayttoa mm. aariarvojen teoriassa:
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3.34 Maaritelma. Olkoon A C R", xy A:n sisdpiste ja f : A — R kahdesti
derivoituva xg:ssa. Matriisi

Duf(zo) Diaf(xo) ... Dinflao)
H(zo) = H(xo) =

Do f(z0) Dunaf(zo) ... Dpnf(wo)
(ts. [H(xo)],; = Dy f(w0) Vi, j € {1,...,n})

on f:n Hessen matriisi pisteessd xg ja sen determinantti det H(xp) € R on f:n
Hessen determinantti xg:ssa.

Jos A on avoin ja f € C?(A), f:n Hessen matriisi H(x) on symmetrinen Vzo €
A lauseen 3.33 nojalla.

3.35 Esimerkki. (i) Jos f(z,y) on kahden muuttujan x ja y neliGmuoto

flz,y) = ax® + 2bxy + cy?

(*) B a b T
(=[x y] b ol |y

niin

"matriisikielella” ) ,

Dy f(x,y) = 2ax 4 2by, Dy f(x,y) = 2bx + 2cy,
D1 f =2a, Diof =2b= Da1 f, Daaf = 2c,

joten f:n gradientti on ”matriisikielella” ilmaistuna
a b [x x
wren=fs Y[} -u;
b c]ly Y
ja f:n Hessen matriisi on vakiomatriisi

H_{2a 2b}_2A
= 1oy 2¢| 7

o {a b
missa A =
b

} on nelimuodon f mééarittelevd symmetrinen matriisi (ks. (x)).
c

(ii) Vastaava pétee samanlaisella laskulla n:n muuttujan neliomuodolle

x1
fley,...;zp) =]x1 ... x,]A

In
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( A on se symmetrinen n X n-matriisi, jonka (i, 7)-alkiot ovat nelimuodon f termien
x? kertoimet ja (i, j) ja (j,4)-alkiot ovat puolet termin z;x; kertoimesta, kun i # j
ja samanmuotoiset termit z;z; ja x;x; on yhdistetty):
T
Viz)=24|: | ja H;=24

Tn

Yhden muuttujan funktioiden teoriasta tuttu differentiaalikehitelma on tarkea
my6s useamman muuttujan funktioille.

3.36 Maaritelma. Olkoon A C R™, f: A — R funktio ja g A:n sisdpiste. Funktio
f on differentioituva x:ssa, jos silld on xq:n ymparistossa ns. differentiaalikehitelma
eli jos fn muutos f(xg+ h) — f(xo) voidaan esittdd muodossa

(3.37) f(xo+h)—f(xo) = a-h+|h|e(h) = athi+...4anhn+1/h3 + ...+ h2 e(h),
missd a € R™ on vakiovektori ja e(h) — 0, kun o — 0. Jos A on avoin ja f on
differentioituva xg:ssa kaikilla zy € A, niin f on differentioituva (joukossa A).

Kehitelméssd (3.37) merkitddn usein h; = dz; (z:n muutos) ja lukuja a;h; =
a;dx; kutsutaan f:n osittaisdifferentiaaleiksi xq:ssa seké lukua a-h = ardxy + ...+
andx, f:n kokonaisdifferentiaaliksi pisteessa x¢. On oltava a = V f(xg):

3.38 Lause. Olkoon f differentioituva xg:ssa kuten (3.37):ssd. Talléin f on jatkuva
xg:ssa ja derivoituva xg:ssa. Lisdksi kehitelmé (3.37) on muotoa

f(zo+h) = f(z0) = Vf(z0) - h+ ||hle(h),
ts. a = V f(xzo) jaa; = D;f(xo) Vi € {1,...,n}.
Todistus. Koska

[f (o +h) = f(zo)| = la-h + |[Alle(h)] < [a-hl + |[A]l[e(h)]

3.2(i)
< llaflipll + ixllle(r) = lIpli(lall + €(h)) ~— O,

niin f on jatkuva zq:ssa.
Sen osoittaminen, ettd D; f(xg) = a; jatetdan harjoitustehtévaksi lukijalle. (Vih-
je: Valitse h = (0,...,0,h;,0,...,0) ja kiytd erotusosaméaaras.) O

Pelkké osittaisderivaattojen olemassaolo ei takaa differentioituvuutta (ks. huo-
mautus 3.31 ja lause 3.38), mutta jatkuva derivoituvuus takaa sen:
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3.39 Lause. Jos f: A — R" (A C R"™) on jatkuvasti derivoituva A:n sisdpisteessd
xg, f on differentioituva xg:ssa.

Todistus. Sivuutetaan. [

Kasitteiden jatkuva, derivoituva, jatkuvasti derivoituva ja differentioituva valilla
on siis seuraavat implikaatiot:

JATKUVASTI DERIVOITUVA

¥
DIFFERENTIOITUVA — JATKUVA

¢
DERIVOITUVA

Huomautus. Mitadn ylla olevista implikaatioista ei voi yleisesti kaantaa.

Huomautus. Differentiaalikehitelméssi (3.37) a = V f(z) esiintyy samassa roo-
lissa kuin f’(xp) yhden muuttujan funktioille. TAmé&n mukaisesti kdytetdankin jos-
kus gradientille my6s merkintaa

Vf(xo) = grad f(xo) = f'(z0)-

Differentioituvalla funktiolla f : A — R (A C R™) on suunnatut derivaatat

o flwotta®) — flwo) o
(3.40) Dgf(xg) = }1_{% ; , a’ =

E

=

myoOs muihin suuntiin @ # 0 kuin koordinaattiakselien suuntiin

1:S
a=e; =(0,...,0,1,0,...,0) (joihin ne ovat osittaisderivaatat D; f(z¢)):
3.41 Lause. Jos A C R™ ja f : A — R on differentioituva A:n sisipisteessa x,
niin _

o a
Daf(zo) = Vf(zo) -a® = V f(o) - Tal

Todistus. Valitaan differentiaalikehitelméssa (3.37) muutosvektoriksi h a:n suuntai-
nen vektori h = ta°:

fxo +1ta%) = f(xo) = Vf(xo) - (ta®) + [t]e(ta”) =

f(xo + tC_LZ) — f(@o) _ Vf(zo) - a° + |z—| e(ta®) P Vf(xo)-a®. O
g

Suunnattu derivaatta Djf(xg) kuvaa f:n muutosnopeutta siirryttiessi xg:sta
suuntaan a. Schwarzin epéyhtdlon 3.2(i) avulla maksimaalinen kasvunopeus tu-
lee gradientin suuntaan ja maksimaalinen vahenemisnopeus vastakkaiseen suuntaan

—Vf(ilfo):
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3.42 Seuraus. Olkoon f differentioituva pisteessa x. Télloin suunnattu derivaat-
ta Dg f (o) on

suurin = |V f(zo)|| < a 1T Vf(zo)
pienin = —||V f(zo)|| < a1l Vf(zo)

Lisaksi suunnattu derivaatta on 0 gradienttia vastaan kohtisuoriin suuntiin. [

Seurauksen 3.42 viimeisen toteamuksen siséalto voidaan ilmaista sanonnalla ” Funk-
tion muutosnopeus gradienttia vastaan kohtisuoriin suuntiin on nolla”. Geomet-
risesti V f(zo) on pisteessd o € A kohtisuorassa (n — 1)-ulotteista R™:n tasa-
arvopintaa f(x) = f(xo) vastaan, kun f on differentioituva ja Vf(zg) # 0. Ta-
pauksessa n = 2 kyseinen tasa-arvopinta on kéyrd f(z,y) = f(zo,yo) pienessi
(0, yo):n ympéristossé, tapauksessa n = 3 se on pinta f(z,y,z) = f(zo, Yo, 20)
pienessi (g, Yo, 20):n ympéaristossd. Tamén pinnan pisteeseen (z¢, Yo, 20) = To piir-
retyn tangenttitason yhtalo on siis

(343) { vf($07y07 ZO) : (.T —Z0,Y — Yo, < — ZO) =0 el

Dy f(7o)(z — zo) + D2 f(70)(y — yo) + D3 f(70)(z — 20) = 0.
3.44 Esimerkki. Harjoitellaan esitettyja kasitteita tarkastelemalla vaikkapa funk-
tiota f : R3 — R, f(z,y,2) = 222 + 3y + 422 (aina > 0), jonka tasa-arvojoukko
{r|f(r)=c}ton
i) 0, jos ¢ <0,
ii) {0}, josc=0 (f(79) =0 & 79 =0).
HUOM! tapauksissa i) ja ii) kyseessé ei ole pinta.
iii) ellipsoidi, jos ¢ > 0 (¢ = f(Fo) >0 = Vf(79) # 0 ja tulee pinta).

Selvasti Dy f = 4x, Do f = 6y ja D3f = 8z ovat jatkuvia, joten f on jatkuvasti
derivoituva (f € C1(R3), jopa f € C°(R3)) ja siten my6s differentioituva.

Esim. pisteeseen 7o = (1,1, —1) kuuluva f:n gradienttion V f(1,1,—1) = (4,6, —8)
ja differentiaalikehitelma

f(1+h171+h27_1+h3)_f(lala_l):

() = Vf(1,1,-1) - (h1, ha, h3) + \/h3 + k2 + hZe(h) =

= 4hy + 6ho — 8hy + || h||e(h)

Tésséd funktion e(h) voisi ratkaistakin yhtélostd (x), mutta tieddimme my6s muu-

ten, ettd lim €(h) = 0. Toisella (perinteiselld) tavalla kirjoitettuna f:n kokonais-
h—0

differentiaali pisteessd 79 = (1,1, —1) on 4dx + 6dy — 8dz, osittaisdifferentiaaliensa
summa. Kokonaisdifferentiaali df on ”pienilld” muutosvektoreilla (dz,dy,dz) =
(h1, ha, hg) = h hyva approksimaatio f:n muutokselle Af = f(7o + h) — f(70)

Af ~ df = 4dx + 6dy — 8dz.
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Pisteeseen 7 liittyy f:n tasa-arvopinta

FF) =f(7o) & 202 +32+42=90 & 4+ ¥ L =
° (%) 3 G

(origokeskinen ellipsoidi, puoliakselit %E, V3j, 3k). Témén pinnan pisteeseen
7o = (1,1,—1) piirretty tangenttitaso on siis kohtisuorassa vektoria Vf(7g) =
(4,6, —8) vastaan ja sen yhtalé on
Vi) (x—1y—1,241)=0 & 4dr+6y—82—-4—-6—-8=0 <
< 2r+3y—4z=9 (ellipsoidin tangenttitaso pisteessa (1,1, —1)

Pisteessa (1,1, —1) funktio f siis pysyy likimain muuttumattomana tamén tangent-
titason vektorien suuntaan, kasvaa nopeimmin suuntaan Vf(1,1,—1) = (4,6, —8) ja
vihenee nopeimmin suuntaan (—4, —6, 8). Esimerkiksi suuntaan 3i+4; = (3,4,0) =
a f:n suunnattu derivaatta (1,1, —1):ssd on

(3,4,0)
D 17]-7_]- :v 1717_1 ’ =
(3,4,0)f( ) f( ) 32 + 42 + 02
3 4 1224 36 1

= 4 — I e — J— — —

ja tdméa on pienempi kuin maksimaalinen suunnattu derivaatta

IVF(1,1,-1)|| = /42 + 62 + (—8)2 = V116.

Vektorifunktion f: A — RP (A C R™) differentioituvuus ja differentiaalit mééri-
tellaan koordinaateittain:

f on differentioituva < f; = pr; of on differentioituva Vi € {1,...,p}

3.45 Esimerkki. f:R? — R?, f(x,y) = (z%y + x, vy + 2?). Tilléin
fl(x7y) = iL'Qy +x ja fQ(xay) =zy + Cl}'2, joten
Difi =2xy+ 1, Dof; = 22, D1 fo = y + 27 ja Do fs = z ja edelleen

Vfi(2,3)=(2-2-3+1,2°)=(13,4) ja V/f(2,3)=(3+2-2,2)=(7,2)
ja f:n kokonaisdifferentiaali (2, 3):ssa on

df = (V£1(2,3) - (dz,dy),V f2(2,3) - (dz,dy)) = (13dx + 4dy, Tdx + 2dy).

Differentioituvien kuvausten yhdistetty kuvaus on differentioituva
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3.46 Lause (Ketjusdants). Olkoot A C R™ avoin, g = (g1,.-.,9n) : A — R,
g(A) C BCR", B avoin ja f: B— R.

Rm R~

U _ U

1 g=(91,---,9n) B f R

z g(z) (fog)(z)

Jos g ja f ovat differentioituvia, niin yhdistetty kuvaus f o g on differentioituva ja
Ve € A on

Di(f29)(@) = Y Dif(g(@)Digie) (i =1,....m)

(eli vanhanaikaisesti ”ketjun” muotoon kirjoitettuna

Ofog) _ OF 091  Of 092 +ﬁﬁgn>.

ox;  0gi1 Ox; 0Ogs Ox; te g, Ox;

Todistus. Sivuutetaan. [

Ketjusdannolla on kayttoa lahinna teoreettisissa yhteyksissé, koska kaytannos-
sd yhdistetyn funktion derivoiminen yleensa sujuu nopeiten muodostamalla ensin
yhdistetyn kuvauksen lauseke ja derivoimalla suoraan sita.

3.47 Esimerkki. i) Derivoi w(z,y) = (22 + 2y — 3)3 suoraan ja ketjusdinnon
avulla.

Ratkaisu. Suora derivointi antaa
Dyw =3 (2 + 2y — 3)? - 22 = 6z(2* + 2y — 3)*
Dyw =3 (2> +2y—3)% 2 =6(x*+ 2y — 3)*

Ketjusdannon soveltamiseksi tulkitaan w yhdistetyksi kuvaukseksi w = fog, g(z,y) =
22 +2y —3, f(t) =13, jolloin g : R? = Rja f: R — R jam = 2, n = 1 ketjusiiin-
nossa. Nyt g = g1 ja saamme

Dyw(z,y) = f'(9(x,y))Drg(z,y) = 3+ (¢® + 2y — 3)*- 2z ja

Dg’lU(ZE, y) = f,(g(xa y))DQQ(ZE, y) =3 (ZL'2 + 2y - 3)2 ' 27
siis sama tulos kuin suoraan derivoitaessa.
ii) Laske ketjusaannolla Ds(f o g), kun g : R® — R? on kuvaus g = (g1, 92),
g1(z,y,2) = 227 +y2°, ga(w,y,2) = y2° +
f(z,y) = zy.

P ja f : R? — R on kuvaus
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Ratkaisu. Nyt m =3, n=2, D1f =y, Dyf = x ja saamme

D3(f .CL' Y, 2 ZD f .CL' y Y, 2 ))D?)gj(waya Z) =

=Dif (wQe_Z + 23, y2? + ) D3(x2e_z + yz?’)

z
x2+1
2 c —
+D2f< Py’ iy’ + 2+1)D3(yz +x2+1)_
= (y2® + & (—zPe ™ 4+ 3y2?) + (2%e 7 +y2®) - [ 2yz + !
x2+1 x2+1

Sama tulos saadaan suoralla derivoinnilla yhdistetyn kuvauksen f o g lausekkeesta

(fog)(z,y,2) = (2% +y2%) <yz N 211)

Ketjusdannosta seuraa heti, etta jatkuvasti derivoituvien funktioiden yhdistetty
kuvaus on jatkuvasti derivoituva.

3.48 Lause. Olkoot A C R™ avoin, g : A — R" jatkuvasti derivoituva, B C R"
avoin, g(A) C B ja f : B — R jatkuvasti derivoituva. Ta&lléin yhdistetty kuvaus
fog:A— R on jatkuvasti derivoituva.

Todistus. Ketjusaannon nojalla

n

Di(fog)=> ((D;jf)og)-(Dig;)

Jj=1

on jatkuva kaikilla ¢ € {1,...,m} koska D, f ja D,;g; ovat jatkuvia ja g on jatku-
va. U

IMPLISIITTIFUNKTIOT

Tarkastellaan kysymysté, milla ehdoilla esim. yhtald F(z,y) = 0 méaéarittelee ai-
nakin paikallisesti (zq,yo):n (F (z0,y0) = O) ymparistossd y:n x:n funktiona y =
y(x) ja tdmén funktion derivaatan y’(x) laskemista ilman tietoa funktion lausek-
keesta. Yleisemmin x voi téssé olla n-vektori z = (x1,...,x,), jolloin F on (n+1):mn
muuttujan funktio ja y on n:n muuttujan funktio ja y:n derivaatat osittaisderivaat-
toja muuttujien xq,...,x, suhteen. On selvaa, etta jotain rajoittavia ehtoja F':sta
tarvitaan, silla jos esim. F' on vakiofunktio F'(z,y) = 0, ei y ratkea z:n funktiona.
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3.49 Esimerkki. Yhtilo F(z,y) = 22 + y? — 1 = 0 méirittelee yksikkdympyrin
C: 2% + y? = 1 pisteen (g, yo) ympéristossi y:n x:n funktiona, jos yo # 0:

Jos yo > 0, y = +V1 — a2 C:ssi 1dhella (z, yo):aa.

Jos yg < 0, y = —v1 — 22 C:ssi ldhella (z, yo):aa.
Pisteiden (1,0) ja (—1,0) ympaéristossd y ei ole x:n funktio, mutta = on kylld y:n
funktio:

x =+/1—9? (1,0):n ympéristossa C'ssi.

x=—y/1—19y? (—1,0):n ympéristossd C:ssi.

Annamme heti yleisen tuloksen implisiittifunktion olemassaolosta ja osittaideri-
vaatoista ilman todistusta:

3.50 Lause. Olkoon A C R""! avoin, F': A — R jatkuvasti derivoituva, (x¢, o) =
(ajOla -+, L0n, yO) € A7 F(I‘(), yO) =0 ja

aF(fBO: yo)

Dn—i—lF(fEO?yO) = 3y

£ 0.

Télléin on olemassa (xg, Yo )-keskinen (n+1)-ulotteinen suorakulmainen sdrmié S =
T X [yo — 6,y0 + 0], missd & > 0 ja T on zg-keskinen n-ulotteinen sdrmié, T =
[5(301 — (51, To1 + (51] X ... X [.Ton — (Sn, Ton + (Sn], niin ettd S C A ja jOleOSSEi S yhtalo
F(x,y) = F(x1,...,2,,y) = 0 mdirittelee y:n muuttujien x1,...,z, funktiona
y=f(x1,...,2y): T — R. Siis

(z,y) €S ja F(z,y)=F(z1....,20,9) =0 & z €T ja y= f(z1,...,20).
Saatu implisiittifunktio y = f(x) : T — R on jatkuvasti derivoituva ja

iy = DiF@y@) i "
Dif @) = —p iy wET (=1m). O

3.51 Esimerkki. (i) Olkoon F(z,y) = x? + y* — 1, jolloin F:n nollajoukko on
yksikkoympyra
C=F70)={(z,y) | 2 +y* =1}.

Nyt F : R? — R on jatkuvasti derivoituva ja

D2F<$7 y) =

%:23/#0, kun y # 0.

Jos siis (g, y0) € C ja yo # 0, lause 3.50 (jossa nyt n = 1) takaa implisiittifunktion
y = f(x) = y(z) olemassaolon pienella x(-keskisella valilla T' = [x¢ — d1, 20 + 01]
(nyt xo = xo1). Téssd tapauksessa implisiittifunktio f saadaan myos eksplisiit-
tisesti ratkaistua: f(z) = v 1 — 22 yo:n merkin mukaan valittavalla etumerkilla
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(ks. esimerkki 3.49). Sen derivaataksi saadaan esim. tapauksessa yo > 0 suoralla
derivoinnilla

f’(x)zD( 1_332):\/1_—%73;2:3/_(;3)

tai lauseen 3.50 kaavalla (jossa n =1, D1 = D)

/ B B DlF($,y($)) _ 2z
F@)=Duf@) = =5 me @) ~ 2@

eli sama tulos. (Liséhuomio: Kaava f'(z) = —£ pétee my&s, kun yo < 0.)
Kaytannossa implisiittifunktion derivointi suoritetaan yleensa ns. implisiittisena
derivointina ajatellen tiedetyksi, ettd y = y(z) ja derivoimalla tdman mukaisesti.
Esim. askeinen lasku sujuisi implisiittisella derivoinnilla seuraavasti:
Oletetaan, etti yhtilo 22 + y? = 1 miirittelee (zg,7):n ympiristossi ym x:mn
funktiona y = y(x). T&llin

x2+(y(x))2 =1= D <£L‘2 + (y(x))2> =0 = 2z+2y(2)y'(z) =0 = ¢/'(z) = "ol
(ja viimeksi saadusta muodosta ndhdédn, ettd tapauksessa yo = 0 tulisi luultavasti
ongelmia).

(ii) Osoita, ettd yhtdlo xyz — In(zy) 4+ 2 = 0 médrittelee pisteen (—2,1,1) ympéris-
tossd zn z:n ja y:n funktiona z = z(x,y). Laske D,y2(—2,1) ja Dyz(—2,1).

Ratkaisu. Merkitadn A = {(z,y,2) |z >0, y > 0} ja F(x,y, 2) = zyz — In(zy) + 2,
jolloin F((—=2,1,1) = -2 —1In(1-1)+2=0ja F : A — R on jatkuvasti derivoituva,
silla D1 F = yz, DoF = xz — % ja D3F = xy — % ovat A:ssa jatkuvia funktioita.

Koska 1
D3F(—2,1,1):—2-1—I =-3#0,

lauseesta 3.50 seuraa, ettd yhtdlo F(z,y,z) = 0 mééarittelee pisteen (—2,1,1) ym-
péristossi z:n funktiona z = z(z,y) ja

Dyz=Dz = _D1F<x,y7 Z($7y)) _ yz 1
D3F(:17, v, z(a:,y)) ry — 1
1

Dyz:DQZ:_D2F<CB,y,Z((L',y)) :_fL’Z ‘7{
DgF(:B, Y, z(a:,y)) ry — 1

Kun (z,y) = (—2,1) on z = z(z,y) = 1 ja siten

1-1 1
Dyz(—2,1)=——— " =~ ja
DAB =577

—2.1-1
1



Johdetaan samat tulokset implisiittisella derivoinnilla:

z=2z(z,y) ja F(z,y,2)=0
= zyz(z,y) — In(z(z,y)y) +2=0
= Dy(zyz —In(zy)+2) =0 ja Dy(ryz—In(zy) +2) =0

D D
= yz+xyDIz——xZ:O ja xz—kxyDyz—w:O
z 2y
1 1
= Dyz=— yzl ja xz———i—(:(:y——)Dyz:O
fL’y—z Yy z
Yz ZCZ—l
= Dyz=———5 Ja Dyz’:—i?i,

missé siis z = z(z, y).

3.52 Huomautus. (i) Samanlaista teoriaa voi tietysti soveltaa my0s esim. muut-
tujan y ratkaisemiseen yhtalostd F'(z,y,z) = 0: Jos F' on jatkuvasti derivoituva ja
D5 F(x0,Y0,20) # 0 ja F(xo, Y0, z0) = 0, niin y ratkeaa lokaalisti x.n ja z:n funktiona
ja
D,F D.F
DyF(z,y(z,2), 2) DyF

Dyy(z,2) =

(ii) Yleisemmin implisiittifunktioiden teoriaa voi soveltaa yhtdloryhmiin ratkaise-
malla muuttujia yi, .. ., y,, muuttujien xq, ..., z, avulla (m 4+ n):n tuntemattoman
m:n yhtalon yhtaloryhmasta. Lyhyt esitys loytyy esim. Timo Patovaaran monis-
teesta.

(iii) Jos f : A — R (A C R™ avoin) on jatkuvasti derivoituva (f € C'(A4)) ja
jos Vf(zg) # 0, niin ylla olevan nojalla ne muuttujista z; (i = 1,...,n), joilla
D;f(xg) # 0, ratkeavat muiden funktioina vastaavan tasa-arvopinnan yhtalosta
f(x) = f(xp). Tamé takaa mm. sen, ettd tdmé& pinta ”leikkaa itsedén” ldhelld
pistettd z( ja tuloksena on xp:n ympéristossa "siisti” (n — 1)-ulotteinen pinta, jolla
on Vf(xp):aa vastaan kohtisuora (n — 1)-ulotteinen tangenttitaso. Sivuutamme
tahan johtavat tarkastelut lilan mutkikkaina peruskurssille.

NELIOMUODOT JA NIIDEN TYYPPI

Esimerkissa 3.35 on jo kasitelty n:n muuttujan x4, ..., z, neliomuotoa

1

(3.53) Qx) = zn:zn:aijxixj =x-f(r)=2TAx, X=| |,

i=1 j=1
Ln
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missé - on pistetulo ja f : R — R™ on se lineaarikuvaus, jonka matriisi on A =
(aij) € R™™. Siis f(x) = (fi(x),..., fu(z)), missid koordinaattifunktiolla f;(x) on
lauseke

fi(z) = Zaijwj (i=1,...,n).
J=1

Téassd A vaaditaan (yleensd) symmetriseksi, a;; = aj; Vi, j, jolloin f on ns. itsead-
jungoitu lineaarikuvaus ja neliomuodot @, itseadjungoidut lineaarikuvaukset f ja
symmetriset n X n-matriisit A vastaavat toisiaan kaantden yksikasitteisesti kaavan
(3.53) kautta. Nelibmuodossa @Q(x) yhdistetédén lisdksi yleensd termit a,;jz;x; ja
aj;x;T;, jolloin

(3.54) Q(x) = Xn:aiixf + 2zn:Zaijxixj.
i=1

i=1 i<j
3.55 Esimerkki.
1

1

1
2
1

MR

Qz,y) =2 +ay+y° =[x y][ y

missé f(z,y) = (fi(z,y), f2(z,y)) = (x + 2y, 2z + y). Tillsin todella

(z,y) - f(w,y) =z(z + %y) +y(%w+y) =2"+ay+y* =Q(z,y)

ja matriisikertolaskulla

12 T+ 3y
2 | | 2
o y1[1 H [=te 1|} | =l el -
5 1LY 5T +Y
= [Qz,y)] 7 =" Q(z,y)
1x1-matriisi luku

ii) Nelibmuotoon
o2+ 23 + 20120 + 323 + w324 = Q(71, 20, 73, 24)  (Q : R* = R)
liittyvd symmetrinen (4 x 4)-matriisi on

1

o O

1
0
0

_ o O

1
0
0

L0 N

0

D=

a;; on x?:n kerroin, a;; = aj; on x;x;:n kertoimen puolikas (esim. ags = %, koska
x3x4:n kerroin on = 1 ja ago = 0 koska termié xox4 ei ole.).

88



3.56 Maaritelméa. Olkoon @ : R™ — R symmetrisen A € R™ x R™ indusoima
neliomuoto: Q(z) = =7 Ax.

(i) Jos Q(z) > 0 Vo € R™\ {0}, Q ja A ovat positiivisesti definiittejd; merk. A > 0.
(ii) Jos Q(z) < 0 Vo € R™\ {0}, Q ja A ovat negatiivisesti definiittejd; merk. A < 0.
(iii) Jos Q(x) > 0 Vz € R™, Q) ja A ovat positiivisesti semidefiniittejd; merk. A > 0.
(iv) Jos Q(z) < 0 Vx € R™, Q ja A ovat negatiivisesti semidefiniittejé; merk. A < 0.
(v) Jos dx,y € R" s.e. Q(z) <0 jaQ(y) >0, niin Q ja A ovat indefiniitteja.

3.57 Lause. Olkoon @) : R™ — R kuten maaritelmaéssa 3.56

(i) A on positiivisesti definiitti < A:n johtavat alideterminantit

ailz aiz2 ais
air a2
di = a1, do= , d3=|a21 age ag|, ..., d,=detA

az; Aa22

asiy asz ass

ovat kaikki positiivisia.
(ii) A on negatiivisesti definiitti < —A on positiivisesti definiitti

(iii) A on positiivisesti semidefiniitti < det B > 0 aina kun B on sellainen matriisi,
joka saadaan jattamaélld A:sta pois r rivid ja vastaavat r saraketta (r =0,...,n—1).

(iv) A on negatiivisesti semidefiniitti < —A on positiivisesti semidefiniitti.

(v) A on positiivisesti (negatiivisesti) definiitti < A:n ominaisarvot ovat kaikki
positiivisia (negatiivisia).

(vi) A on positiivisesti (negatiivisesti) semidefiniitti < A:n ominaisarvot ovat
kaikki > 0 (< 0).

Todistus. Vaitteet (v) ja (vi) on tarkoitettu lisdtiedoiksi kurssin Lineaarialgebra ja
matriisilaskenta II tiedot hallitsevilla. Ne seuraavat heti diagonalisoimalla ). A:n
ominaisvektoreiden ortonormaalissa kannassa (v1, ..., v,) @Q:lla on néet esitys

Qy1v1 + ...+ Yn¥n) = Myi + ...+ Ay2.

kun v; on A:n ominaisarvoon \; liittyvd kannan ominaisvektori.

Viitteet (ii) ja (iv) seuraavat heti viitteistd (i) ja (iii). Vaite (i) voidaan to-
distaa induktiolla alideterminantin kertaluvun suhteen. Joudumme sivuuttamaan
véitteiden (i) ja (iii) todistukset liian tyoldiné. Joskus voi olla nopeampaa osoittaa
nelibmuoto semidefiniitiksi véitteen (vi) avulla kuin véitteen (iii) determinanteil-
la. (Vaite (iii) kuitenkin toimii aina, kun sen sijaan ominaisarvoja ei aina saada
ratkaistua.) O
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3.58 Esimerkki. (i) Q(z,y) = #® + 2xy + y> = (z + y)? on selvisti positiivi-
sesti semidefiniitti, silld Q(x,y) > 0 V(z,y) € R%. Se ei ole definiitti muoto, silli
Q(1,~1) = 0ja (1, —1) £ (0,0).

(i) Q(z,y) = —6zy + y? on indefiniitti, silld Q(0,1) =1>0ja Q(1,1) = —6+1 =
—5 < 0.

(iii) Q(z,y, z) = 322 — 4xy + 2. Tilldin vastaava symmetrinen matriisi A on

3 =2 0
A=1-2 0 O
0 0 1
Nyt
3 =2
di=3>0, dy= =—4 <0,
-2 0

joten A ei ole positiivisesti definiitti ja koska —A:ssa d; = —3 < 0, myoskdan —A
ei ole positiivisesti definiitti. Siten A ei ole definiitti muoto. Koska d; = 3 > 0 ja
dy = —4 < 0, niin A ei ole positiivisesti semidefiniitti (ndmé determinantit ovat
muotoa B 3.57 (iii):ssé ) ja koska —A:ssa d; = —3 < 0, niin A ei ole negatiivisesti
semidefiniitti. Johtopaétos: A on indefiniitti. TAmén nékisi suoraankin, silld esim.
Q(0,0,1)=1>0jaQ(1,1,0)= -1 <0.

(iv) Qz,y) =2 +ay+y> = (2 + 3y’ + 24> > 0ja Q(z,9) =0 & 2=y =0,
joten @ on positiivisesti definiitti.

Sama determinanttiehdolla 3.57 (i):

1
L 3

(Q:n matriisi A = (
1

) toteuttaad; =1 >0 ja dy = ’

N
N[ —

joten 3.57 (i):sté seuraa, ettd @) on positiivisesti definiitti.

(v) Q(z,y, 2) = 2% + 2y + 322 + xy + 2yz. Nyt

1 3 0
1 1
A= % 2 1| toteuttaad; =1>0, d2:1~2—§-§>0 ja
0 1 3
2 1] 1]i 1 3
ds = det A=1- — 1% |+0=5-2>0,
1 3] 2|0 3 4

joten @Q ja A ovat positiivisesti definiitteja.
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(vi) —22 + 4oy — 49> = —(z — 2y)? < 0 on negatiivisesti semidefiniitti. Sama
determinanttiehdoilla 3.57 (iv ja iii): Nyt

() )

=4
—~N

di=1>0, do=4—-4=02>0, det[4] >0,
(r=1) (r=0) (r=1)

joten 3.57 (iii):sta seuraa, ettd —A on positiivisesti semidefiniitti. Siis 3.57 (iv):mn
nojalla A ja () ovat negatiivisesti semidefiniitteja.
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