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SISALTO



Luku 1

Johdanto

(Tamén johdannon ei ole tarkoitus opettaa lukijoille mitaan konkreettista modulimuodoista,
eiké kaikkia viitteitd ole tarkoitus ymmaértaa vield tédssa vaiheessa, vaan tarkoitus on ainoas-
taan, ettd johdannon luettuaan lukija on kirjoittajan kanssa samaa mielta siité, ettd moduli-
muodot ovat hyvin térkeité.)

Modulimuotoihin liitttyvét ongelmat saavuttivat huomattavaa mainetta, kun Andrew Wi-
les ja Richard Taylor todistivat Fermat'n viimeisen lauseen (tai oikeastaan, viimeisen konjek-
tuurin). Tama ei kuitenkaan ole ainoa esimerkki modulimuotojen maagisista ominaisuuksista.
Klassinen tulos on Jakobin neljan nelion lauseen todistus: modulimuodot eivit ainoastaan ker-
ro, ettd jokainen positiivinen kokonaisluku on esitettdvissa neljan nelion summana, vaan myos
kuinka monella tavalla tdmé& onnistuu. Ehkapé vield hieman hammentavampi on erdéan Linni-
kin ongelman ratkaisu: Keskitytdan tarkastelemaan sellaisia n, jotka voidaan esittda kolmen
nelion summana (ja joilla ratkaisuja on epétriviaali maara). Asetellaan ndmé ratkaisut hilapis-
teiksi avaruuteen R3, ja normeerataan luvulla /7, jolloin pisteet romahtavat yksikkopallolle.
Kun n — oo, pisteet jakautuvat pallolla tasaisesti.

Lopuksi, monisteessa on monin paikoin arsyttavasti tai tyynesti jatetty esimerkkeji ja
todistuksia auki. Niiden on tarkoitus ilmestya luennoilla. Monisteen tarkoitus talld kurssilla
on antaa jonkinlainen késitys siitd, miten kaikki toimii, mutta sivuuttaa melkoinen méara
yksityiskohtia. Yksityiskohdat ovat luennoilla, laskuharjoituksissa, ja ne 16ytyvit myos alan
kirjoista.

Luvut 2 ja 3 perustuvat Jutilan modulimuotojen monisteeseen [8] sekd Koecherin ja Krie-
gin kirjaan [11|. Luku 4 perustuu Jutilan monisteeseen [8]. Luku 5 perustuu Jutilan kirjaan
eksponenttisummista |7] sekd Huxleyn kirjaan [4]. Luku 6 perustuu puolestaan Duken [2] ja
Duken, Friedlanderin ja Iwaniecin [3| artikkeleihin. Luku 7 perustuu Alkanin ja Zaharescun
paperiin [1] ja luku 8 Rankinin artikkeliin [13]. Seuraavaksi monisteesta 16ytyy kirjallisuuslista.
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Luku 2

Mobius-kuvaukset

2.1 Kompleksitason taydennys

On varsin hyédyllista tdydentdd kompleksitaso darettomyyspisteelld, jolloin satunnaiset déret-
tomét arvot eivit esimerkiksi riko jatkuvuutta. Ajatellaan siis kompleksitaso ja dérettomyys-
piste yhteensi pallona, jonka eteldnapa on origo, pohjoisnapa &éreton (samaistetaan daretto-
mét merkisté, imagindérisyydesté, reaalisuudesta tai muusta vastaavasta riippumattomasti).
Nyt origon kautta kulkevat suorat muodostavat pallon pituuspiirit. Huomattava on, ettd nama
suorat leikkaavat samoissa kulmissa (suunnistusta vaille) sekd dédrettomaéssé etté origossa.

TAmé avaruus tarvitsee myos topologian. Asrettomén ulkopuolella voidaan sujuvasti kéyt-
tad tavallista euklidisen metriikan virittamaa topologiaa. Ei ole kuitenkaan hyvé ajatus eristda
daretontd, koska silloin funktioiden jatkuvuus menee rikki, jos jossakin dérellisessd pisteessa
funktion arvo on dédreton. Taten joudumme harkitsemaan tarkkaan millaisia ympéristdja luom-
me adrettomaélle. Toimiva ajatus on tamé: Jos z # oo, niin Bs(z) = {w € C: |z — w| < d}.
Adrettomissi taas: Bs(oo) = {w € C: |w| > }}.

2.2 Mobius-kuvaukset

Mobius-kuvaukset ovat funktioita f: C < C

az+b
Z)= ——
/() cz+d’
kun ad — bc # 0. Olemme kiinnostuneita ensisijaisesti Mobiuskuvauksista, jotka vastaavat
matriisiryhmééd SL(2,7Z), eli kuvauksista

az+b
& =Cva

missé a, b, c,d € Z ja ad — bc = 1. Merkitaan fys(z) = Z‘sz_rg, kun M = Z Z Kuitenkin, jos

erikseen ei sanota, niin todistetaan seuraavat lauseet kaikille Mobius-kuvauksille, eikéd ainoas-
taan ryhmééd SL(2,Z) vastaaville matriiseille. Tarkastellaan ensin néiden perusominaisuuksia:

Lause 1. Mobius-kuvausten yhdistdminen toimit sympaattisesti yhteen matriisien kertolaskun
kanssa, eli

fM1M2(Z) - fM1 (fM2 (z)) :
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Todistus. Harjoitustehtéava 1.1 O

Lause 2. Mdébius-kuvaukset muodostavat ryhmdn.

Todistus. Varsin helppo laskutehtéva, ilmestyy taululle luennoilla. O

Konformisuuden méaaritelmé on hieman vaihteleva. Hyvin yleinen mééaritelmé on se, etta
kuvaus sailyttad kulmat. Téhan riittad se, ettd kuvaus on holomorfinen ja derivaatta nollas-
ta poikkeava. Toisinaan konformisuuden tulkitaan tarkoittavan holomorfista biljektiota (katso
vaikka Steinin ja Shakarchin kirja). On syytd huomata, ettii esimerkiksi funktio g(z) = 22
on holomorfinen ja sen derivaatta on nollasta poikkeava alueella C \ {0}, mutta ei siitd bi-
jektiota koko tuolla alueella saa kirveellakddn. Modulimuotojen teoriassa on fiksua eldd yha
pinnalla, jossa darettomyys on normaali piste muiden joukossa. Emme siis annan mahdollisten
adrettomien arvojen (toistaiseksi) rikkoa méaaritelmia. Kaytamme siis yksinkertaisesti Jutilan
monisteen hengesséa konformisuudelle maéritelmag

Maaritelma 3. Kuvaus f on konforminen, jos sen derivaatta on nollasta poikkeava, kun
piste ja kuvauksen arvo ovat ddrettomastd poikkeavat. Jos taas ainakin toinen on déreton,
niin "normalisoidaan tilanne"kuvauksella z — %, ja jos f(oo) # oo, niin f on konforminen
aarettomyyspisteessa, jos funktiolle h(z) = f(1/z) pétee h'(0) 7& 0. Jos taas f(z9) = oo
ja zo € C, niin f on konforminen zg:ssa, jos funktiolle h(z) = f( j Pétee R (z0) # 0. Jos

f(00) = o0, niin f on konforminen ddrettomassé, jos h'(0) # 0 funktiolle h(z) = f(11/z)'

Lause 4. Mébius-kuvaukset ovat konformisia.
Todistus. Kun z # oo seké z # —% (jos ¢=0, namaé pisteet voidaan tulkita samoiksi), tarkas-
tellaan derivaattaa.
az+b —(az+b)ct+alcz+d)  ad—bc 40
cz+d (cz + d)? ez ad)2 " T

O

bzdﬁ on konforminen origossa. Jos
¢ # 0, niin samoin n&dhddan helposti kuvauksen g(1/z) konformisuus origossa ja kuvauksen
1/g(z) konformisuus pisteessid —d/c.

o .. g e . . 1 o
Jos ¢ = 0, niin on helppo néhda, ettd kuvaus s =

Lause 5. Jokainen Mébiuksen kuvaus voidaan esittid kompositiona kuvauksista

g(z
g(z
g(z
g(z

Todistus. Jos ¢ = 0, niin voidaan k1r301ttaa

az+b

)=z+A stirto
)=az,a >0 wvenytys tai kutistus
)=¢€"“2,a € R kierto
) =

petlaus.

b
-Gl i
miké on ilmeinen kompositio ylléiolewsta kuvauksista. Jos taas ¢ # 0, niin
az+b a ad — bc
cz+d ¢ clez+d)

olarg a/d)z + =

miké on my6s halutunlainen kompositio. O
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Kutsutaan yleistetyksi ympyraksi adrettomalla tdydennetyssd kompleksitasossa ympyraé
seké suoraa.
Lause 6. Mdbius-kuvaukset kuvaavat yleistetyt ympyrat yleistetyille ympyrdille.
Todistus. Yleistetty ympyré voidaan zy-tasossa kirjoittaa muodossa
a(x® +y?) +br+cy+d=0.

(Tlmeisesti suorilla @ = 0 ja muulloin kyseessid on ympyra.) Ottamalla kiyttoon kompleksi-
muuttuja z = x + yi voidaan yhtalo kirjoittaa muotoon

azZ+ Bz+ Bz +d =0,

missd B = %(b — ci). On ilmeistd, ettd siirrossa, kutistuksessa, venytyksessi ja kierrossa
suora tai ympyré pysyy suorana tai ympyréana. Mielenkiintoinen tapaus siis on, mitd tapahtuu
peilauksessa.

Kirjoitetaan w = —%. Sijoitetaan siis z = —% yleistetyn ympyran lausekkeeseen:

1 1 1 — 1
(D (D525 Tamo
w w w w

dww — Bw — Bw + a = 0,

eli

mika kuvaa yleistettyd ympyraé. Tastd ndemmekin viela milloin suora muuttuu ympyréksi tai
ympyra suoraksi, silld a ja d vaihtavat paikkaa. O

Esimerkki 7. Tarkastellaan Cayleyn kuvausta.
Maaritelma 8. Madritellaan neljan pisteen kaksoisuhde seuraavasti:

(21 — 22)(23 — 24)
(22 — 23)(24 — 21)

(21, 225 23, 24) =

Lause 9. Kaksoissuhde on invarianttt Mébiuksen kuvauksissa.
Todistus. Suoraviivainen lasku suoritetaan luennoilla. O

Esimerkki 10. Tarkastellaan miten kaksoissuhteen avulla saa méaritettya Mobius-kuvauksen,
jos kolmen pisteen kuvaukset tiedetéan.

Ryhmiéssa SL(2,R) on seuraavanlaisia matriiseja:

k() = ( cos ¢ Siﬂcp)

—sing cosy

(9
a(y) = (%/2 y01/2> .

Merkitéddn ensimmaistd matriisijoukkoa K:lla, toista N:114 ja viimeistd A:lla. Nyt paéstdédn
muotoilemaan Iwasawan hajotelma (johon muinoin Turussa opiskelijat viittailivat nakkina).
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Lause 11 (Iwasawan hajotelma). On olemassa esitys

SL(2,R) = NAK,
eli jokainen matriisi M € SL(2,R) voidaan kirjoittaa yksikdsitteisesti muodossa

M = n(z)a(y)k(p),
missd parametrit mddaraytyvit yhtalosta

M) =z + yi.

Ryhma K on pisteen i kiintoryhmd, eli niiden matriisien M € SL(2,R) joukko joille M (i) = i.
Todistus. Harjoitustehtavat 1.3 ja 1.4 seuraavasti:
1.3. Todista, ettd K on luvun 7 kiintoryhma.
1.4. Totea, ettil jos M (i) = x+yi, niin M ~'n(x)a(y) on pisteen i kiintoryhméssi K, ja todista
tdméan avulla Iwasawan hajotelman olemassaolo ja yksikésitteisyys. O

2.3 SL(2,Z) ja perusalue

Matriisiryhmé SL(2,Z koostuu niistd 2 x 2-matriiseista, joiden kaikki alkiot ovat kokonaislu-
kuja ja determinantti on yksi, eli

SL(2,Z) = {[Z Z} :ad—bc:ljaa,b,c,d,EZ).

Aloitetaan tarkastelemassa tdméan matriisiryhmén virittajia.
o . e 11 .| 0 —1
Lause 12. Matriisiryhmdan SL(2,7Z) virittdvat matriisit 01 sekd 1 o |-

Todistus. Huomataan aluksi, etta

G =6
G0 -6 )

] € SL(2,Z). Oletetaan, ettd |b] > |al, silld jos néin ei ole, niin kerrotaan

seka

b

a
Olkoon [c d

0 -1
matriisi oikealta matriisilla < 1 0 > Kirjoitetaan ¢ = aq 4 r, missé r < a. Kerrotaan

oG =00 )
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. . 0 -1 ..
Koska |a| > |r|, kerrotaan oikealta matriisilla <1 0 > Jatketaan néin, kunnes matriisin

ylarivilla ovat luvut £1 ja O téssa jarjestyksesséd. Mikéli kyseessd on —1, kerrotaan matriisilla
2
-1 -1 . . .
< 0 ) = <0 ) . Nain saadaan matriisi muotoon

0o -1 1 O
1 0
d dj’

Determinanttiechdon vuoksi on padettivi d’ = 1. Késissimme on siis matriisi

(e 1)

Mikali ¢ = 1, on todistus valmis. Jos nain ei ole, kerrotaan matriisi vasemmalta matriisilla

(o) |
G )E -7 )

)0 -G

. o 1
Kerrotaan nyt oikealta matriisilla ( C):

Kerrotaan seuraavaksi oikealta matriisilla < > ja saadaan

o

01
-1 c 1 ¢y (-1 0
0o -1/J\0o 1) \0 -1)°
0 -1\
Tamé onkin matriisi <1 O> , miké todistaa véitteen. O

Lause 13. Ryhmdd SL(2,7Z) vastaavat Mobius-kuvaukset muodostavat ryhmdn.
Todistus. Lisédné Lauseeseen 2 pitdé lahinné verifioida erdiden operaatioiden sulkeutuneisuus

joukkoon SL(2,Z), mikd tehddén luennolla. O

Esimerkki 14. Tarkastellaan miten matriisi ( > voidaan esittdd matriisiryhmén viritta-

3 4
. 0 -1 L (11
jien <1 0 ) seka <1 0) avulla.

Ylldolevaan esimerkkiin liittyy luonteva harjoitustehtévd (HT 1.6): Esitettdvd matriisi

T4\ L
<5 3> virittdjien avulla.

Modulimuotojen kanssa eldessémme ylempi puolitaso

H={zeC:3z >0}
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tulee osoittautumaan erinomaisen hyddylliseksi joukoksi. Todistetaan siis seuraavaksi, etté
ryhméén SL(2,7) liittyvilla Mobius-kuvauksella ylempi puolitaso kuvautuu ylemmaélle puoli-
tasolle. Formaalisti tamé tarkoittaa:

Lause 15. Olkoon M € SL(2,7). Nyt

kun Sz > 0.

Todistus. Harjoitustehtava 1.2. O

Téassa vilissd on hyva hieman tarkastella Mobius-kuvausten mallia. Todistetaan siis seu-
raava viite:

Lemma 16. Jos syt(c,d) = 1, niin on olemassa ryhmdan SL(2,7Z) matriisia vastaava Mdbius-

kuvaus, joka on muotoa gjis Lisdksi tdllaisia kuvauksia on ddreton mdadrd, ja ne saadaan

1
toisistaan kertomalla vasemmalta matriisilla <0 nf) sopivalla luvun m arvolla.

Todistus. Ryhméa SL(2,Z) vastaavalta Mobius-kuvaukselta ei lopulta muuta vaadita kuin
ettad kertoimet ovat kokonaislukuja ja toteuttavat ehdon ad — bc = 1. Jos ¢ ja d on annettu
ja niiden syt on yksi, niin Diofantoksen yhté&ldiden teorian mukaan ylldolevalla yhtalolla on
aareton maara ratkaisuja, ja ne ovat muotoa a = ag + cm ja b = by + dm, missi (ag, bg) on

yksittaisratkaisu. Koska
I m\ fa b\ _ (fa+mec b+md
0 1 c d) c d ’

tdmé myos tarkoittaa sitéd, ettd matriisit saadaan toisistaan tdsmélleen kuten vaitetty. O

Perusalueeksi kutsutaan sellaista aluetta ylemméssd puolitasossa, ettd kaikki ylemmén
puolitason pisteet voidaan tdhién alueeseen siirtdaéd kiyttdméalla ryhméaan SL(2,Z) liittyviad
Mobius-kuvauksia. Osoitetaan seuraavaksi, ettd alue F, joka koostuu joukosta
1

1
F=zeH:|z|>1,—><z<-
z |z 5 <#<3

tdydennettyné reunakiyrallddn puolitasossa Rz > 0 on perusalue:
Lause 17. Milld tahansa pisteella z € H on olemassa M € SL(2,7Z), jolla fa(z) € F.

Todistus. Valitaan sellaiset kokonaisluvut ¢ ja d, (¢,d) # (0,0), ettd |mz + n| > |cz + d|
kaikilla m,n € Z, (m,n) # (0,0). Selvésti ¢ ja d ovat yhteistekijattomid. Lemman 16 nojalla

€ SL(2,Z), ja niité vastaavilla Mébius-kuvauksilla |22

az+b
d

b
> 1.
d >1

on olemassa matriiseja
d 0 1 c d
2= 2tb — | aztho olloin saadaan varmistettua, ettd —3 < Rz’ < 3. Listiksi [¢/| > 1. Jos

cz+d cz+d
—1 <R2' <0ja 2| =1, tehdddn vield siirros —L;,

1
Kirjoitetaan nyt (Z b) = ( k) <a0 b0>7 missé k on valittu sopivasti, ja kirjoitetaan

jonka jalkeen luku on perusalueella. O
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Todistetaan vield, ettd koko alue tarvitaan, eli ettd mikdan alueen osajoukko ei riité pe-
rusalueeksi:

Lause 18. Jos z € F ja Mz € F jollakin M € SL(2,7), niin pitee z = Mz. Jos M # (£1) -

<(1) (1)>, niin on oltava joko z = Mz =i, jolloin M = (£1)- (_01 (1)> taiz = Mz = %+%i\/§,

jolloin M = +U tai M = +U?, missi U = <_1 1>.

-1 0
Todistus. Aloitetaan tilanteella, jossa z sekd Mz kuuluvat perusalueeseen, ja Mz = %‘*‘b.
Talloin ad = 1, eli Mz = z + ¢ jollakin ¢ € Z. Oltava siis £ = 0, eli M = £ <(1) [1)) Voidaan

nyt olettaa, ettd z, Mz € F, missd M = (Z d)’ missé ¢ > 0. Kirjoitetaan z = x 4 iy. Koska

z, Mz € F, pitee %\/g < y and %\/g < Mz = W. Huomataan, etti |cz + d|? > c?y?.
Sijoitetaan:

1 Y Y 1 1

ZV3 < < - <

27 T ez +d? T 2y Ay T 1B
eli %c < 1, ja koska ¢ on kokonaisluku, ¢ # 0, ja voimme olettaa, ettd cEon positiivinen
(kuten aiemmin todettu), patee ¢ = 1. Tarkastellaan seuraavaksi luvun d suuruutta. Voidaan

arvioida

2

2+ df* = (z+d)* +y° > 2ylz + d|.
Koska

1 Y Y 1
2\[_ |z +d]? ~ 2ylz +d| 2|z +d|

saadaan v/3|z+d| < 1, ja koska |z| < 1, pitee d € {0, £1}. Jaetaan tarkastelu nyt tapauksiin:

1. d=0. Nyt
m -1 1 1\"/0 -1
v=(13)=061) (37)
eli Mz:m—%. Kun |z| > 1, pitee %(%) = g—lé < %, joten m = 0, ja tdmén

seurauksena |Mz| < 1. On siis padettava |z| = 1, ja koska Mz =m —Zz = (m — x) + iy,
. -1 .
huomataan, ettd ainoat mahdollisuudet ovat m =0, z = Mz =i ja M = (2 0 ) seké

1

m—l,z—Mz—;Jr;z‘ﬁjaM—(l

-1 , -
0 > Voimme siirtya seuraacaan tapaukseen.
2. d=+£1. Talldin |z +d> = (£ 1)? +y2 >y + 1, eli

1

3V3 <Mz < f(y),

1
92
f (%\/g) = % 3, on péadettavd SMz =y = %\/3 Taten z = %, jaz=Mz= % + %1\/3
Koska y = SMz = ﬁ, on

missa f(y) = ﬁ. Koska f(y) on monotonisesti laskeva funktio, kun y > ja

1

b= d+1/212 + (v3/2)"
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*

eli |d+1/2| = 3, eli d = —1, jolloin M = <1 > Lemman 16 nojalla saadaan

= LG 1)( ))2
)) e

o 11\ [0 —1 .
jollakin m € Z. Koska <(0 1> <1 ) 2+ z\[JaM( 5@\/3) =
>2

% + %Z\/g, patee m =0, eli M = (_
Muotoillaan nyt seuraava harjoitustehtava (HT 1.5): Mitd ylemmén lauseen mééritte-

o

O

1 :
lemaélle perusalueelle tapahtuu, kun sitéd siirretddn matriisia (_01 O> vastaavalla Mobius-

kuvauksella?



Luku 3

Modulimuotojen perusominaisuudet

Todetaan ensin sanastosta sen verran, ettd sekd suomessa ettéd englannissa sanojen kiytté on
hieman horjuvaa toisinaan (puhutaan modulimuodoista, heikoista modulimuodoista, moduli-
funktioista, automorfifunktioista, jne), mutta yleisperiaate on, ettd muoto viittaa holomorfi-
suuteen, funktio meromorfisuuteen.

Toisinaan nakee kiytettavan mystistd termia modulaarinen muoto, mité ei ainakaan minun
tietddkseni yksikddn suomalainen modulimuotojen tutkija kéyté. Sen sijaan ryhméaén SL(2,7)
liittyviin Mobius-kuvauksiin voidaan viitata modulaarisina kuvauksina.

3.1 Modulimuotojen perusteet

Témaéan luvun tulisi olla alemman Fourier-sarjoja késittelevian luvun alla, mutta lukujen jar-
jestys on tamaé, jotta modulimuotojen mé&éritelmé on aina tarpeen tullen mahdollisimman
helposti 16ydettavissa.

Aloitetaan méaaritelmalléd, jotta se on helposti 16ydettéavissd aina tarpeen tullen. Jotta
voidaan maéaritelld modulimuoto, tarvitsemme ensin yhden toisen méaaritelméan.

b

Maaritelma 19. Olkoon kappa kokonaisluku, g = (CCL d

Silloin

) € SL(2,Z) ja f : H — C funktio.

(f ls 9) = f(g(2))(cz +d)™".

Jos "paino"k on selvi asiayhteydesté, voidaan kirjoittaa vain (f | g)
Téasté saamekin heti sopivan harjoitustehtévin seuraavan lauseen todistuksen muodossa:

Lause 20. Ylldmadritelty operaattori toteuttaa eradnlaiset ketjusiannot: Kirjoitetaan j(g,z) =
cz +d, kun g on madritelty kuten ylld. Talloin

7(9192) = (91, 92(2))j (g2, 2)
Jja
(f 1 (9192)) (2) = ((f [ 91) | 92) (=),
kun g1, g2 € SL(2,7Z).

17
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Todistus. Harjoitustehtéva 2.3. O
Esitetddn nyt modulimuodon méaritelma.

Maaritelma 21. Funktio f on painoa s oleva modulimuoto, jos
1. f on holomorfinen ylemméssé puolitasossa H ja darettomaéssé.
2. f|x M = f kaikilla M € SL(2,Z).

Jos ensimmaéinen ehto korvataan silld, ettd f on meromorfinen H:ssa ja darettéméssé, niin f on
modulifunktio. Jos modulimuodolla f on nollakohta &irettomaéssé, niin f on kidrkimuoto. Jos
taas funktio f on painoa nolla oleva modulifunktio, niin sitd kutsutaan automorfifunktioksi.

Ensimmainen ehto méaritelméssa voidaan myds muuttaa muotoon: Funktiolla f on Fourier-
kehitelmé, joka on muotoa

f(z) =a0+ Z ane(nz),
n=1

missi e(x) = e?™*. Jos ag = 0, on f kirkimuoto. Té#mi perustellaan myShemmin monisteessa.
Toinen ehto puolestaan voidaan muotoilla uusiksi matriisiryhmén SL(2, Z) generaattorien T' =

<(1) i) ja § = <(1) _01> avulla: Ehto f |, M = f kaikilla M € SL(2,7Z) on yhtépitava sen

kanssa, ettd f |, T = f,eli f(z4+1)=f(2)jafl.S=f,eli f (—%) 278 = f(2).
-1
On syytd huomata, ettd valitsemalla mééritelméssd matriiksi M matriisin < 0 _01>
saadaan f = (—1)"f, jolloin f = 0 on ainoa ehdon toteuttava funktio, jos £ on pariton. TAmé
funktio on kuitenkin mielenkiinnoton, joten keskitytdén tilanteeseen, jossa x on parillinen.

Esimerkki 22. Tarkastellaan modulimuotojen kiytosta tuloissa.

Maéaritelladn Eisensteinin sarjat seuraavasti:

Gi(r) = > (m+nr)h

m24n2-£0;m,neZ

Kun k& > 4 on parillinen kokonaisluku, on Gj(7) holomorfinen painoa k oleva modulimuoto,
vaan ei kiarkimuoto. Tdmén osoittaminen on harjoitustehtéva 2.1. Harjoitustehtavd 2.2 on
konstruoida holomorfinen kidrkimuoto funktioiden G} avulla.

3.2 Fourier-sarjojen teoriaa

Jotta voimme sujuvasti kisitelld modulimuotoja on hyvé hieman kerrata Fourier-sarjojen teo-
riaa.
Oletetaan, ettd funktio f : R — C toteuttaa ehdot

1. Funktiolla f on jakso 1.

2. Funktio f on jatkuva jaksovélilld lukuunottamatta mahdollisesti darellistd madraé epa-
jatkuvuuspisteitd, joissa on toispuoliset raja-arvot f(x—) ja f(xz+).
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3. Derivaatta f’ on olemassa kaikissa jatkuvuuspisteissi ja epajatkuvuuspisteissa funktiolla
f on toispuoliset derivaatat.

Maaritellddn funktion f Fourier-kertoimet:

an = /O L b@)e(—na)d.

Nyt
flat) + fz=) _ <
5 = E ane(nz).

n=—oo

Muotoillaan seuraavaksi Poissonin summakaava, joka on hyddyllinen jo itsessdén, ja linkittyy
kurssin myohéisempéadn materiaaliin mukavasti, silld Voronoi-tyyppiset summakaavat, joita
tullaan myohemmin késittelem&in, ovat jossain maarin Poissonin kaavan yleistyksia.

Lause 23. Olkoon f : R — C jatkuvasti derivoituva funktio, joka tdyttdd ehdot

[f (@], " ()] < exmin(L, [z]~*)

joillakin vakioilla c1 > 0 ja ca > 1. Kirjoitetaan
for= [ swetay

(funktion f Fourier’n muunnos.) Nyt
Yo fm) =) fn)

Todistus. Kirjoitetaan F'(x) = > > f(x+n). Talloin F(0) vastaa yhtdlon vasenta puolta.
Liséksi F'(z) = F(z+1). Lisdksi funktion F'(x) méérittelem& sarja suppenee itseisesti ja tasai-
sesti, joten F'(z) voidaan derivoida termeittain. Funktiolla F'(z) on siis Fourier'n kehitelm4.

Lasketaan nyt Fourier’'n kertoimet:

1 > 1 o
am = /0 F(z)e(—ma)de = /0 f(x +n)e(—mz)dz = /_OO fe(=my)dy = f(—m)

n=—oo

Liséksi F(0) = > am, miki todistaa viitteen. O

2miz

Tarkastellaan seuraavaksi sarjoja ylemmélla puolitasolla. Merkitdan ¢ = e“™#, jolloin voi-

daan kirjoittaa niin sanottu g¢-sarja:

Lause 24. Funktiolla f, jolla on jakso 1 ja joka on holomorfinen H:ssa, on yksikdsitteinen
esitys g-sarjana:

f(z) = Z anq".

Toisaalta jokainen g-sarja, joka suppenee H:ssa, mddrittelee sitnd holomorfisen 1-jaksoisen
Sfunktion.
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Todistus. Huomataan aluksi, etta

P = f (1"”) — 4(a),

211

missé g on madaritelty puhkaistussa yksikkokiekossa (origo poistettu). Logaritmin haarat eroa-
vat toisistaan luvun 27¢ monikertojen verran, mutta tdmé ei haittaa, koska f on jaksollinen.
Huomataan, ettd g on holomorfinen puhkaistussa yksikkokiekossa, joten silld on yksikasittei-
nen Laurentin kehitelmé&

g(Q): Z anq",

n=—oo

mikd antaakin funktiolle f g-sarjan yksikésitteisesti. Toisaalta, jos on annettu suppeneva g-
sarja, niin vastaava muuttujan ¢ funktio on holomorfinen puhkaistussa yksikkokiekossa. Tal-
16in muuttujan z funktio f(z) = g(e*™) on muuttujan z funktiona holomorfinen ylemméssi
puolitasossa. O

Esimerkki 25. Kehitetddn g-sarja funktiolle

missé k > 2 on luonnollinen luku.

Otetaan seuraavaksi méaritelma, joka helpottaa eldmaa holomorfisten funktioiden kanssa
huomattavasti — varsinkin kun kurssin kohteena tulevat olemaan eksponenttisummat.

Maaritelma 26. Olkoon 1-jaksoinen funktio f holomorfinen puolitasossa Sz > C(> 0), missi
silla on esitys

o0
f(z) = Z anq".
n=—00
Jos on olemassa sellainen indeksi ng, ettd a,, # 0 ja a, = 0, kun n < ng, sanotaan, ettd f on
aarellista kertalukua darettomyydessé, ja ettd ng =ord(f, c0). Jos ng > 0, sanomme, etté f on
homorfinen ddrettomyydessé, ja joka tapauksessa meromorfinen ddrettomyydesséa. Jos ng < 0,
on dédretén funktion (erds) napa. Jos taas ng > 0, on déretén funktion (erés) nollakohta, ja
|no| on navan tai nollakohdan kertaluku.

Taméa myo6s selittdd, miten modulimuodon holomorfisuusehto voidaan esittdd Fourier-
sarjan avulla.

3.3 Modulimuotojen avaruuksien dimensiot

Merkitaan M, painoa k olevien modulimuotojen avaruutta, ja S, painoa k olevien kirkimuoto-
jen avaruutta. (Selitykset kirjainvalinnoille tulevat jilleen saksasta: Modulformen ja Spitzen-
formen.) Harjoitustehtévéssa 2.1 havaitaan, ettd M, on epéatyhja. kun x > 2 parillinen koko-
naisluku. Harjoitustehtavéissa 2.2 taas huomataan, ettd kirkimuotojakin on olemassa. Tamén
luvun tarkoitus on selvittda avaruuksien dimensiot seké karakterisoida avaruuksien rakenteet.
Maaritelldan aluksi kertaluku &éarellisissa pisteissés:
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Maéritelma 27. Olkoon f # 0 modulimuoto, ja olkoon sen Laurentin kehitelmé pisteessi w

fz) =" (m)(z —w)™,

m>r
missé y(r) # 0. Nyt voidaan mééritella kertaluku seuraavasti:
ord(f,w) =r.
Naiden kéasittelyd auttaa seuraava lemmas:
Lemma 28. Olkoon M € SL(2,7Z) ja z € H. Tdlloin
ord(f,z) = ord(f, M(z)),
kun f on modulifunktio.
Todistus. Harjoitustehtava 2.4. O
Edellisen lemman nojalla riittda tarkastella laajennettua perusaluetta
F*=FU{oo}

tarkasteltaessa modulimuodon napoja ja nollakohtia. (Itse asiassa modulimuodollahan ei na-
poja ole, joten niiden tapauksessa riittdéd keskittyd nollakohtiin.)
Asetetaan nyt laajennetun perusalueen F* pisteille painot:

% kun z =1
w(z) =< % kunz= emi/3
1 muulloin

Nyt voidaan muotoilla niin kutsutta painokaava:

Lause 29. Olkoon f # 0 painoa k oleva modulifunktio. Silloin

k
Z w(z)ord(f,z) = Tt

zEF*

Todistus. Kasitelladn monisteessa tapaus, jossa yksikdéin napa tai nollakohta, z # 1, e2mi/3 emi/3
ei ole perusalueen reunalla. Harjoitustehtavina 2.5 on tédydentad todistus tilanteeseen, jossa
jokin nollakohta on perusalueen reunalla (vihjeend todettakoon, ettd mitdan kovin hankalaa

ei kannata yrittaa - vaadittavat modifikaatiot ovat hyvin pienet). Olkoon funktiolla f g-sarja
(0.9}
f(z) = Z anq",
n=ng

missd ng = ord(f,00). On olemassa sellainen Y > 0, ettd funktiolla f ei ole nollakohtia tai
napoja puolitasossa Sz > Y, silld funktio

9(@) =Y anq"

n=ng
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on holomorfinen ja nollasta poikkeava jossakin sopivassa origon puhkaistussa ympéristossa.
Integroidaan nyt funktio

e =L

(niin kutsuttu logaritminen derivaatta) yli tasolta Sz = Y katkaistun perusalueen F reunan
positiiviseen suuntaan kiertéen kuitenkin pisteet 7 ja e™/3 seké ™™’ pienilld ympyran kaarilla.
(Tasta tulee kuva luennoilla) Silloin F' on holomorfinen integroimistielld C, ja sen sisdalueen
pisteissa on ilmeisesti voimassa

Res(F, z) = ord(f, 2),

ja jos tamé poikkeaa nollasta, niin ord(F, z) = —1. Residylauseen mukaan

1 Fdz = Z ord(f, z).

271
¢ 2EF ,z#i1,e™/3

Lasketaan nyt integraalit yli tien C. Helpointa on ajatella tie useassa palikassa.

Lasketaan aluksi integraali z-akselin suuntaisen Sz = Y palan yli, oikealta vasemmalle (eli
pisteesta % + Y'i pisteeseen —% + Yi). Tehddin muuttujanvaihto ¢ = €2™%, jolloin ¢ kiertii
erddn origokeskisen ympyrian negatiiviseen suuntaan. Nyt

/ /
o [ oz =5 [ L @in = -ond(f.0)
(silla keskimmaéinen integraali vastaa funktion g residyé nollassa).

Tarkastellaan seuraavaksi y-akselin suuntaisten integraalien laskentaa. Tamé on kuitenkin
helppo tehtéavi, silla ndméd kumoavat toisensa (sama integraali, silld f(z) = f(z + 1), mutta
vastakkaisiin suuntiin.

Lasketaan nyt yksikkoympyran kaarella olevat kaksi integraalia. Huomataan aluksi, et-

ta sijoittamalla w = <(1) _01> z = _71 pédstadn kaarelta toiselle. Integroinnin suunta tosin
kddntyy (huomioi lausekkeen miinusmerkki). Siispé
1 ! 1 (-1 d
P s = f(=1/w) dw

Tm oikea kaari f _Tm vasen kaari f(_l/w) w?
Koska f on modulifunktio, niin f(—1/w) = w* f(w), eli

f(=1/w)w™? = kw1 f(w) + w* f/(w).

Sijoittaen:
1 ! 1 !
— —(2)dz + — L(z)dz
2mi vasen kaari oikealle f 2mi oikea kaari oikealle f
1 ! 1 k !
2mi vasen kaari oikealle f 2mi vasen kaari oikealle \ W f
k dw ka

= —— = —,
2mi vasen kaari oikealle W 27
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missd « on yksikkdympyrin kaarta vastaava keskuskulma. Kun pienet (poisto)ympyrét kutis-
tuvat, a — §. Taten
! k

(2)d —.
(z)dz — D

1

2mi /yksikktjympyréin kaari perusalueella oikealle f

On vield laskettava kaikkien kolmen pikkuympyrén (pisteet 4, % + @z seké —% + @z ympéa-

roivat) integraalit. Olkoon z jokin néisté pisteistd. Voidaan kirjoittaa

i’(z) _ ord(f, o)

+ h(z
2= T (),
missé h on holomorfinen, ja téten rajoitettu pisteen zy ympéaristosséd. Nyt

1 1 ord( f, zo
| _ 1 ord(f,z0) g, L h(z)d-.
2mi kaari oikealle 2mi kaari oikealle < — 20 2mi kaari oikealle

Jalkimmainen integraali hdvidd, kun kaaren sddettd pienennetdén. Vain ensimmaéinen jaa siis
jaljelle. Integraalista saadaan —% -kaarta vastaava kulma-ord(f, zg). Kun zy = :I:% + ?i, on
kaarta vastaava kulma 7. Kun taas 29 = 7, on kulma 7. Taméi todistaa viitteen. O

Merkitaan A(z) vakiokerrointa vaille yksikésitteistd painoa 12 olevaa kérkimuotoa. (Téllai-
sen kiarkimuodon olemassaolo on helppo todeta — seuraavien todistusten avulla huomaamme,
ettd tdmé todellakin on yksikésitteinen.) Ennen seuraavan lausetta, muotoillaan harjoitusteh-
tava:

Harjoitustehtéva 2.6: A(z) # 0, kun z € H.
Muotoillaan nyt lause, joka antaa moduliavaruuden rakenteen.

Lause 30. Olkoon k parillinen kokonaisluku. Silloin

Mli = @ (ng gz

An+-6m=r,n>0m>0
Erityisesti My, on nolla-avaruus, kun k < 0 tai kK = 2 sekd My = C. Lisdksi
M, = CGy,
kun k = 4,6,8,10, 14. Voidaan myds kirjoittaa
M, = CG,. (P 5.

kun k > 4. Lopulta kdrkimuotoavaruudelle pdtee

0, jos k <12 tai k=14
Sk =< CA, jos k = 12
AM,._19 aina.

Todistus. Jos k < 0 tai kK = 2, on painokaava mahdoton toteuttaa, joten avaruuden on oltava
tyhjé. Jos taas k = 0 ja f € My, missé f ei olisi vakio, olisi funktiolla f — ¢ nollakohta, kun
c olisi sopivasti valittu. Painokaava ei kuitenkaan téllekdéan funktiolle pade (huomioitava, etté
olisi valittava kaavassa k = 0). Siispa My = C.
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Voimme nyt keskittyéd tilanteeseen x > 4. Tiedamme, ettd G, € My, kun k > 4. Jos
f € M,, niin f — cG, = 0 ddrettomyydesséd, kun ¢ on sopivasti valittu. Siispd f — c¢Gy € Sk,
ja f =Gy + (f — ¢Gy) antaa esityksen suorana summana avaruudelle M,.

Painokaava on jélleen mahdoton, jos f € Sy, missi k < 12 tai kK = 14, silld kirkimuodoilla
ord(f,00 > 1).Tésté seuraa myos, ettd M, = CG,;, kun k = 4,6, 8,10, 14.

Jos taas f € Sig, niin fA € My (muistettava, ettd funktiolla A ei ole nollakohtia), sillé
ord(f,00) > ord(A,00) = 1 (tdmé tulee suoraan funktion A g-sarjasta). Koska My = C, on
padettava f = cA, eli S12 = ¢A. Vastaavasti, jos f € Sk, niin f/A € M,;,_12, eli f € AM,_12.

Voimme nyt siirtyd avaruuden M, esittdmiseen funktioiden G avulla. Selvasti funktiot
G GE* kuuluvat avaruuteen M, kun 4n+6m = k. Nyt on vield osoitettava, ettd nama funktiot
generoivat avaruuden. Voimme olettaa, ettd x > 6. Koska k on parillinen, voimme itse asiassa
olettaa, ettd k > 8. Tehd&ddn induktio-oletus, etta viite pétee pienemmille painon k arvoille.
Olkoon f € M,, ja valitaan pari (m,n), joilla 4n 4+ 6m = k. Modulimuoto g = G} G ei havia
aarettomyydessi (katso g-sarjoista), joten f — cg € Sy sopivalla vakiolla c¢. Nyt f — cg = Ah,
missd h € My_12. Funktiolle h pétee induktio-oletus, ja koska A on funktioiden G4 ja Gg
polynomi, saadaan funktiolle f halutunlainen esitys.

On kuitenkin vield todistettava funktioiden G}Gg' lineaarinen riippumattomuus. Olete-

taan, etta
> anmGIGE =0
n,m

kun n > 0,m > 0, 4n + 6m = K, ap, € C. Valitaan luvut (n/, m’) siten, ettd n’ on mahdolli-
simman pieni. Jakamalla funktiolla GZI Gg‘/ saadaan yhtalo

P (G3/Gg) =0,
missi P on polynomi. Jotta ylldoleva ehto voi toteutua, on funktion G3/ G% oltava vakio.
Tama ei kuitenkaan péde, silla painokaavan nojalla G4 (% + ?z) =0, ja Gg (% + @Z) #0,

mutta G4(i) # 0 ja Gg(i) = 0. Painokaavan nojalla ndmé ovat itse asiassa funktioiden G4 ja
G ainoat nollakohdat laajennetussa perusalueessa. O

Lause 31. Olkoon k > 0 parillinen. Nyt

LTsz , kun k=2 (mod 12)

dimM,; = { LT’ZJ ,  muulloin.

Tdmdn lisdkst dimS, =dimM,, — 1.

Todistus. Kun 0 < k < 12, viite seuraa suoraa edellisestd lauseesta. Olkoon nyt x > 12.
Talloin dimM,, =dimS,+1, sekd dimS,, =dimM,,_ 15, mista seuraakin dimM,, =dimM,_15+1,
josta véite seuraa induktiolla O

Harjoitustehtéva 2.7 on osoittaa, ettd funktion Gg(z) g-sarja on

Ti)F
Gul2) = 20(h) + 20 S (ol

n=1
kun k > 4, ¢ = €™ ja 0, = de a*

Esimerkki 32. Mééritelladan Eg(z) = ¢xGg(2), missé ¢ on valittu siten, ettd Fx(oo) = 1.
Todetaan, ettd Fg = Ez ja E1g = E1FEq



Luku 4

Jacobin neljan nelion lause

4.1 Theta-funktioista

Maaritellddn 6-funktio kaavalla
Wz) = Z emin’z,
n=—oo
On syyta huomata, ettd nyt emme ihmettele tavallista g-sarjaa, silld g-sarjassa eksponentissa
olisi 27t eika vain 7wi. Vakiintunutta termié téllaiselle puoli-g-sarjalle ei ole, mutta esimerkiksi
Jutila on monisteessaan puhunut p-sarjoista.

Toinen huomion arvoinen seikka on, etté tdmé theta-funktio on itse asiassa vain yksi eri-
koistapaus theta-funktioiden joukossa. Taménhetkisiin tarkoituksiimme td&maéa nimenomainen
funktio riittda kuitenkin mainiosti.

Erés theta-funktion mielenkiintoa lisdédva tekijad on seuraava:

Lause 33. Olkoon r(n) = #{(z1,29,...,2,) € Z¥ : 22 + 2] --- + 22 =n}. Nyt

V"(z) = Z rk(n)eﬂan.

n=0

Todistus. Ilmeinen. O

Seuraavaksi haluamme todistaa erddnlaiset invarianssiominaisuudet theta-funktiolle:
Lause 34. Funktio 9(z) on holomorfinen ylemmalla puolitasolla H ja
I(z) =9z +2)

sekd

9(~1/z) = 1/ 29(2),

i
missd neliojuuren \/§ haara on valittu niin, ettd se on posititvinen, kun z = iy, y > 0.
Tama itse asiassa tarkoitttaa sité, ettd 9 toteuttaa modulimuotojen maaritelman kunhan

.. o 1 2. (0 -1
korvaamme ryhmén SL(2,7Z) matriisien (0 1> ja (1 0
tdmé on ihan fiksu matriisiryhmé, ja tatd kutsutaan usein theta-ryhméksija merkitaan I'y),
hyvéksymme puolipainoiset otukset mukaan seké teemme muuta sdétoa, jotta emme héiriinny

imaginaériyksikosté invarianssikaavan edessi. Niista kuitenkin (hieman) lisdd myShemmin.

> virittdmalla ryhmalla (kylla,

25
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Todistus. Holomorfisuus seké ensimmaéinen invarianssiehto ovat selvdt. Voimme siis keskit-
tya toisen invarianssichdon todistamiseen. Tama todistetaan Poissonin summakaavan avulla.
Funktioteorian identiteettilauseen nojalla riittdé todistaa kaavan péatevyys imaginaériakselin
positiivisella puolikkaalla, eli todistaa, etta

I(iy) =y~ /%0 <;) ,

kun y > 0. Tamé& on yhtapitdvad yhtalon

[e.e] [e.e]

Z 6—7rn2y:y—1/2 Z 6—7rn2/y.

n=—oo n=—oo

Poissonin summakaavan mukaan

o o0
2
D= )

n=—oo n=—oo

missa

> t2y+2mimt 2 > t i 2
Ap = / e~ Ty ImImt gy gmmm /y/ e*“( \/gﬂm/\/@) dt
—00 —00

[ee)
_ yl/Qeﬂmz/y/ e*ﬂquu _ y71/2677rmz/y7
— 00
mika todistaa vaitteen. O

Taman tuloksen korollaarina saammekin seuraavan mukavan lauseen:
Lause 35. Funktiolle f(z) = 93(2) pitee f |4 M = f kaikilla M € T'y.

Theta-funktion jakso ei siis ole yksi, mutta jotain voimme yhden pédssdkin olevista pis-
teistd sanoa, kuten seuraava lause osoittaa:

Lause 36. Theta-funktiolle pdtee
V(z) +9(z+ 1) = 29(42)
sekd (osin edellisen korollaarina)
1 z Z ~— ; 2
9l1=2)=./2(9(z/4) =9 _ |z wi(n+1/2) z
(1-3)=foem-nn=\F 3

Todistus. Harjoitustehtava 3.1. O
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4.2 Funktiosta G5(z) ja diskriminanttifunktiosta

Keskitytaan nyt aiemmin sivuutettuun Eisensteinin sarjaan G(z). Tieddmme jo, ettd normaa-
li painoa kaksi oleva modulimuoto se ei voi olla, silla téallaisia funktioita ei ole olemassakaan.
Todistetaan nyt melkein invarianssi télle, seké joitakin muita mukavia ominaisuuksia. Nédiden
avulla saamme myo6s diskriminanttifunktiolle tulokaavan.

Muistin virkistykseksi:

Ga(z) = Zn*Q + Z (Z(mz —|—n)2> :

n#0 m#0 \n€Z
Télle saamme kauniin g-sarjan:

Lause 37. Funktio Go : H — C on holomorfinen ja jos z € H, niin

2 o0 '
Ga(z) = % <1 —24 E o1 (n)e2mm> .
n=1

On ilmeistéd, G(z) = G(z 4 1). Osoitetaan nyt toisen invarianssikaavan vastine:
Lause 38. Kun z € H, niin
Go(—1/z) = 2°Ga(2) — 2miz.

Todistus. Funktion Ga(z) voi kirjoittaa myds muodossa

_71'2 1 _2 _2
G2(Z)—3<1+Z2>+2ZZ((7TLZ+TL) + (mz —n)"?),

m>1n>1
jolloin my6s
1 72 _
6o (1) =T (1) 422 5 (- 12 -7
m>1n>1

Téten

% (Z2G2(Z) — 92 <_i>> = Z ZAmn - Z Z Amn
m>1n>1 n>1m>1

Koska summat eivéit ole itseisesti suppenevia, ei summausjarjestysta voi vaihtaa. Toimitaan
siis toisin: Olkoon

1 1 1 1
B = — —+ —

mz+n—1 mz+n mz—nm mz—m+1
1 1

(mz+n)(mz+n-—1) + (mz—n)(mz—n+1)

Nyt
Apn — By = O ((m2 + n2)_3/2) =0 (m_3/2n_3/2> )
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Itseisen konvergenssin vuoksi

ZZ mn — Bmn :ZZ(Amn_an)7

m>1n>1 n>1m>1

ja néin saadaankin erotukselle lauseke

2.2 Bn =2 ) Bun

m>1n>1 n>1m>1

Nyt

> Bnn =0

n>1
Toisaalta

1 1 1 1
DI TEDN| - + . )
m>1 m>1 m+(n—1)/z m-n/z m-n/z m-—(n—-1)/z

2(n—1)/z B 2n/z — on—1) — w(n
_Z< (n—1)/2)? —m? (n/z)2—m2> ( 1) = o(n),

m>1

ja jalleen kotangentin osamurtokehitelmén avulla
1
§/z

paitsi kun & = 0, jolloin ¢(0) = 0. Teleskooppisummalla saadaan lausekkeelle

<212<2G2<> Gz(-)))—zZZan——Z (n—1) = o(n))

n>1m>1 n>1

w(§) = meot(mg/z) —

= —¢(0) + lim ¢(n).

n—oo

Koska lim,_, o, cot z = i, saadaan téastd vaite.

Lause 39. Painoa 12 olevalle kirkimuodolle A(z) pdtee

o

A(Z) — 2miz H (1 o eQwimz)24

m=1

Todistus. Harjoitustehtava 3.2-3.3.

4.3 Kongruenssiryhmista ja modulimuodoista niiden suhteen

Aloitetaan padkongruenssiryhmén méarittelylla:

Maiaritelma 40. Tasoa n oleva paakongruenssiryhméa on

(n) = {M €SL(2,Z) : M = (é ?) (mod n)}.
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Merkitdan viel
a b\ _ - _ - [
I‘n:SL(27Zn):{<E J):a,b,adGZn,ad—bc:l}.

Muotoilkaamme nyt lause, joka selventda ryhmien SL(2,7Z) ja I'(n) vilisid suhteita:

Lause 41. Kuvaus
¢:SL(2,Z) —Tp, M — M,

missi M merkitsee matriisia M redusoituna modulo n, on surjektiivinen ryhmdihomomorfismi,
jonka ydin T'(n) on SL(2,Z):n ddarelista indeksid oleva normaali aliryhmd. Lisdksi

SL(2,Z)/T(n) = T).

Todistus. Ryhmahomomorfismius on selvé, samoin kuin etta I'(n) on kuvauksen ydin. Téten
ryhméteorian mukaan I'(n) on SL(2, Z):n normaali aliryhm4, ja indeksi [SL(2,Z) : '(n)] d4rel-
lisyys seuraa ryhmén I',, dédrellisyydesté. Isomorfiaa carten pitéé vield osoittaa surjektiivisuus
(miké, hammentavéé kylld, ei ole téysin triviaali ominaisuus téssi).

Olkoon annettu matriisi K € I',,. On selvi, ettd K on jonkin matriisin K = v 6
reduktiossa, mutta kyseenalaista on se, kuuluuko tdmé matriisi joukkoon SL(2, Z). Osoitetaan,
ettd tarpeen tullen muuttamalla matriisin K alkioita, paastdin matriisiin K’, jonka kuva

reduktiossa on myos (K), ja K’ € SL(2,7Z).
Determinanttiehto matriisille K luetaan matriisille K tarkoittavan

ad — By =1 (mod n).

Téten (v,d,n) = 1. Tésta el vield seuraa, ettd (y,0) = 1, mutta huomioidaan, ettd luku &
voidaan korvata luvulla § + nz, jolle (v, + nx) = 1. (Ta4méan voi perustella hyvin monella
tavalla.) Voimme siis olettaa, ettéd (v,d) = 1. Aiemmin todistetun lauseen nojalla on olemassa
matriiseja ryhméssd SL(2,Z), joiden alarivi on (v,d). Kirjoitetaan nyt ad — v8 = 1 + sn.
a+nx B—I—yn) .

. Taman

Nyt yhtdlo vy — 0« = s on ratkeava. Muodostetaan nyt matriisi < N 5

matriisin determinantti on 1 ja sen kuva on vaadittu.
Téamén jélkeen indeksi [SL(2,Z) : T'(n)] onkin helppo laskea:

Lause 42. Indeksi SL(2,7Z) : T'(n) voidaan laskea kaavasta

[SL(2,Z) : T(n)] =n* [ (1 -p?).

pln
Todistus. Harjoitustehtava 3.4. O

Lause 43. Matriisit L, M € SL(2,7Z) ovat samassa ryhmdn T'(n) sivuluokassa tarkalleen
silloin, kun L = M (mod n).

Todistus. Ilmeinen. O

Nyt paasemmekin kongruenssiryhmén maéarittelyyn:
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Maaritelma 44. Ryhmén SL(2, Z) aliryhmé A on tasoa n oleva kongruenssiryhmaé, jos I'(n) <
A jollakin n € N. Pienin mahdollinen luku n on ryhmén A johtaja.

Yksi varsin térked esimerkki kongruenssiryhmésta on seuraava:

To(n) = {(‘; Z) €SL(2,Z) : ¢ =0 (mod n)}.

Esimerkki 45. Tarkastellaan tatd ryhméaa.
Maéaritelladn vield karakterit kongruenssiryhmille:

Mairitelma 46. Kongruenssiryhmén A karakteri x on ryhmadhomomorfismi
X A= {zeC:|z| =1}

Liséksi karakteri on &érellinen, jos x" = xo jollakin m € N, missé xo(L) = 1 kaikilla L € A.
Karakteria xo kutsutaan paakarakteriksi. Edelleen sanotaan, ettd x on karakteri (mod n), jos
I'(n) < Ajax(M) =1 kaikilla M € I'(n).

Esimerkki 47. Jos p > 2 on alkuluku niin

(6 )-6)

on ryhmén I'y(p) karakteri, joka on selvésti dérelinen. Lisédksi se on ilmeisesti karakteri (mod

p), silla jos M = (CCL Z) € I'(p), niin ¢ =0 (mod p) jad =1 (modp), eli x(M) = 1.

Huomaamme, ettd karakteri modulo n on &érellinen, silla jos x on kongruenssiryhmén A
karakteri, niin I'(n) <A ja tekijaryhmén A/T'(n) kertaluku m on dérellinen. Talloin L™ € I'(n)
kaikilla L € A, eli x""(L) = 1. Muistetaan vield theta-ryhma. Tarvitsemme sille my6hemmin
seuraavaa tulosta:

Lause 48. Patee

0 —1

missd S = <1 0

>. Lisdkst [SL(2,Z) : T'y] = 3.

Todistus. Harjoitustehtéava 3.5. O

Tarvitsemme viela tulevaisuudessa ryhmén SL(2, Z) jakoa ryhméan I'y suhteen sivuluokkiin.
Muotoilkaamme siis seuraava lause:

Lause 49. On voimassa hajotelma

SL(2,7Z) =Ty U (LyT) U (LyU) =Ty U (TTy) U (UTy),
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Todistus. Koska tieddmme indeksin [SL(2,Z) : I'y] = 3, riittdé osoittaa sivuluokkien eroami-

nen toisistaan. Osoitetaan niiden eroavaisuus modulo 2. Huomataan aluksi, ettd ryhmén I'y
0

10 . (1 0\ /0 -1\ _ 1 e
jasenet ovat muotoa <0 1) seka <0 1> < 10 ) = < 1 0). Ensiméisella kerrottaessa al-

. ) (10) ., _ LO—7r (P Nyzvjpe2 (! V) =
kiot pysyvat ennallaan, eli (0 1>T:T;T<O 1>—T7 <0 1>U_UJaU <O 1>_U'

On viela tarkasteltava toisella matriisilla, eli matriisilla (O kertomista. Huomataan, et-

1 0
(0 =1\ /1 1\ (0 -1\ (1 0\. (0 -1\, _ /0 1\. [0 -1\, _
taT<1 0)‘(1 0>’U (1 0)‘(1 1)Ja(1 O)T_<1 1)”(1 O)U—
<1 (1)>, mistd huomaammekin véitteen todeksi, silla sivuluokat todella eroavat. O

Maéaritelkiamme vield yksi erityisluonteinen karakteri:
Maaritelméa 50. Olkoon yy : I'y — {£1} funktio, joka toteuttaa ehdon

[ 1, kun M €I'(2)
xo(M) = { —1  muulloin.

On helppo ndhdéi, ettd tdmé funktio on todellakin déarellinen karakteri.

Voimme vihdoinkin siirtyd modulimuotoihin. Tarvitsemme aluksi maééritelmén moduli-
muodoille jonkin tietyn kongruenssiryhmaén ja karakterin suhteen.

Maéaritelma 51. Olkoon k € Z, A kongruenssiryhmé, x ryhmén A karakteri. Sanotaan, ettd
funktio HH — C on painoa k oleva modulimuoto ryhmaélle A ja karakterille x, jos

1. fon holomorfinen ylemmalla puolitasolla H
2. f e L=x(L)f kaikilla L € A
3. f |x M on holomorfinen dérettoméssa aina kun M € T.

Tétd ryhméd merkitdan M, (A, x). Modulimuoto on kirkimuoto, jos funktiola f |, M no
nollakohta #érettomésséa aina kun M € SL(2,7Z). Kéarkimuotojen joukolle kiytetdan merkintaa

Sk(Ax)-

Huomaamme valittomasti, ettd Mg (A, x)My(A, X") € Myyo(A, x, X'). Siirtykddmme nyt
kasittelemadn varsin konkreettisia funktioita. Merkitaan

o(2) = L (4Fx(22) ~ B(=/2))

missé Fa(z) on normeerattu Ga(z). Nyt
Lause 52. Funktiot 9(2)* ja g(2) ovat modulimuotoja ryhmén M (T'y, x9) suhteen.

Todistus. Funktion 9(z) tapauksessa tieddmme, ettd 9J(z) = J(z + 2) ja 9(—1/2) = /39(2),
eli 94(2) = ¥4 (z +2) ja ¥*(—1/z) = —229(2) = xu(5)2*9*(2). Holomorfisuutta varten riitté
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tarkastella siirrot matriisilla U. Téssd on hyodyksi laskuharjoituksena todistettu/todistettava

kaava, jonka mukaan

4

1 infty ' ,
(194 ’U) (Z) — 294 (1 _ Z) _ ( Z em(n+1/2) z)

n=—oo

mika on holomorfinen &érettoméssa.
Sirtyki#mme nyt tarkastelemaan funktiota g(z). Huomataan aluksi, ettid Es(2) = 5 Ga(2).

s
Taten
1 67
E2 <—> = ZQEQ(Z) — ﬁ
z i

Koska E(z + 1) = Ea(2), niin

gz +2) = 5 (1B (2= +2) — B (= +2)/2)) = 5 (4Bx(22) — B (2/2)) = g(2).

22 (=1/2) = é (4z_2E (-i) _ 2R, <—21Z)> — —g(2),

kuten vaadittu. Lopulta osoitetaan vield holomorfisuus darettoméssé matriisilla U suoritetun
siirron jalkeen. Lasketaan:

(o) (D) n-2)
- <4E2 <_2) B (-Z;)) = 2 (B2(:/2) ~ B (= + 1)/2)),

mika on selvasti holomorfinen darettomassa. O

Liséksi

4.4 Modulimuotojen tunnistaminen

Selvittakdamme seuraavaksi mita on tiedettava kahdesta samassa avaruudessa elavasta modu-
limuodosta voidaksemme osoittaa, ettd ne ovat samat.
Aloitetaan lAmmittelyongelmalla:

Lause 53. Jos f € M, niin ord(f,00) < LI%J ja ord(f,00) < dim M. Jos siis funktion
f Fourier’n sarjan LT’EJ + 1 ensimmdistd kerrointa ovat nollia, on f nollafunktio.

Todistus. Painokaavan nojalla {5 > ord(f,co), jos k ei ole = 2(mod 12), ja jos taas k =
2 (mod 12), niin

K > ord + 1 n 1 + 1

2="""T273" 3y
Siispé ord(f,00) < |45]. Dimensiokaavan mukaan on dim M, = [22] + 1 tai [12], téssd
jarjestyksessé, eli joka tapauksessa dim M, — 1 > ord(f, 00). O]

Siirrytdan nyt tarkastelemaan Fourier’'n sarjoja.
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Lause 54. Olkoon A kongruenssiryhmda, I'(n) < A ja x karakteri (mod n). Jos f € M, (A, x)
ja M € SL(2,7Z), niin funktiolla f |, M on Fourier’n sarja

(f |;{ M) (Z) e Z Otf(m, M)BQWimz/n,
m=0
kun z € H. Lisdksi kertoimille af(m; M) on voimassa
ayp(m, LM) = x(L)ay(m; M),
kun L € A ja M € SL(2,Z).

Todistus. On helppo huomata, ettd M 1T (n)M = T'(n). Jos f € M (A, x), niin f € M.(T'(n)),
silli x(L) = 1 kaikilla L € T'(n). Nyt myds xa(L) = x(MLM ™) = 1 kaikilla L € T'(n), ja

fle M e M(T'(n)). KoskaT" = <(1) 7;) € I'(n), niin funktiolla f |, M on jakso n. Funktiolla

9(z) = (f |« M) (nz)
on jakso 1, ja se on holomorfinen &arettémaéssa. Silla on siis Fourier’'n sarja
[e.e]
9(2) = 3 ajm; )P,
m=0
miké todistaa véitteen. O

Muotoillaan seuraavaksi lause, joka kertoo miten konfruenssiryhmien suhteen olevista mo-
dulimuodoista saadaan konstruoitua modulimuotoja tdyden moduliryhmén suhteen.

Lause 55. Olkoon A kongruenssiryhmd, f € M, (A) ja
SL(2,Z) = US| AM;

ryhmdan SL(2,7) esitys oikeiden sivuluokkien unionina. Merkitdidn
¢
Sp(f) = f Ix M;
j=1
Jja
¢
w(f) =TT/ Ix M;.
j=1
Nyt Sp(f) € My ja 7(f) € My

Todistus. Koska f |, L = f kaikilla L € A, ovat Sp(f) ja m(f) riippumattomia sivuluokkien
edustajien M; valinnasta. Erityisesti joukko {M;M}, missé M € SL(2,7Z) on kiinted, voidaan
valita edustajistoksi. Vaitteet seuraavat tasta, silla M ei tee muuta kuin permutoi jarjestyksen.

O

Vihdoinkin pédédsemme varsinaiseen asiaan:
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Lause 56. Olkoon A tasoa n oleva kongruenssiryhmd ja x sen karakteri (mod n). Mddritel-
ladn
AN ={LeA:x(L)=1}
ja £ = [SL(2,Z) : A*]. Jos funktiolle f € M.(A, x) on jollekin M € SL(2,Z) voimassa
af(m; M) =0

aina, kun 0 < m < ef—;, niin f = 0. Lisdksi dim M, (A, x) < Vf—Q"J + 1.

Todistus. Funktio f voidaan késittdd kuuluvaksi avaruuteen M, (A*). Muodostetaan 7 ( f) ava-
ruuden A* suhteen, jolloin g = 7 (f) € M. Funktiolle g saamme helposti Fourier'n sarjat
kertomalla tulossa 7(f) esiintyvit sarjat
oo
(f ‘R Mj) (z) _ Z af(m; Mj)eQMmz/n
m=0
keskendén. Voimme itse asiassa olettaa, ettd M = M, jollakin j (tdssd M on sama M kuin
miké esiintyy teoreeman madrittelyssid). Nyt funktion g Fourier’'n sarjassa
o
o) = O aglm)em
m=0
on valttAmattd ag(m) =0, kun 0 < m < %, eli ord(g, 00) > L%J Télloin g = 0. Siispé jokin
f | Mj on nolla, ja my6s f = 0.
Lauseen viimeinen osa: Jos pétisi dim My (A, x) > L%J + 1, niin voitaisiin muodostaa
sellainen f € M (A, x), f # 0, jonka Fourier'n kertoimet hévidisivit indeksiin L%J saakka.
Tama on kuitenkin jo todistetun nojalla mahdotonta. O

Vihdoin péddsemme Jacobin neljan nelion lauseen todistukseen. Muistellaan vield, ettd
merkittiin

rr(n) = {(z1,22,...,zk) EZk:x%+x%+---+m%:n}
Lause 57. Kunn € N, niin
ra(n) =8 Z d
dlm,4|d

Todistus. Olemme todistaneet jo, ettd 94 ja g = 1 (4E»(2z) — E (2/2)) eldvit avaruudessa
Ms(Tyg, xy). Selvisti

9 (2) = Zm(n)e”m.
n=0

Mééritetdéan nyt funktion g Fourier'n sarja Y oo (= > > ag(m)q™. Suoraan mééritelmésté
havaitaan, ettd kun m > 1, niin a4(m) = 80(m) — 320(m/4), kun 4 | m ja 80 (m) muulloin.
Tamaé esitys vastaa lauseen esitystd. Nyt on verrattava riittdva méara kertoimia. Lasketaan

ensin tdmé& kerrointen mééaré. Selvisti k = 2, £ = 6 ja n = 2. Siispé ef—Q” = % = 2. On siis
verrattava kertoimet a4(0), ay(1) ja ay(2) seké 74(0), r4(1) a r4(2). Ensinnékin
1
1
ay(1) =3 (4-0+24)=38

1
ag(1) =5 (4-0+72) = 24
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Seuraavaksi maaritetdén kertoimet r4. Ensinnékin luku 0 voidaan esittdd vain yhdelld tavalla
neljin nelion summana: 02 + 02 + 02 4 02. Téssé ei luonnollisestikaan etumerkit tilannetta
muuta. Luvulla 1 esityksié on jirjestysti ja merkkejé vaille yksi, eli 12 +0%+0% 402, Etumerkit
ja jarjestyksen huomioiden on néitd kahdeksan. Luvulla 2 esityksid on taas etumerkkeja ja
jirjestysté vailla yksi: 12 +12 402 4-02. Etumerkit huomioiden niité on jo neljd, ja jirjestyksen
huomioiden 6, eli yhteensa 4 - 6 = 24. Siispi

7’4(0) =1
7“4(1) =8
?”4(1) =24
Lause on nyt todistettu. O

Voimme vield muotoilla kahdeksan nelion lauseen. Sen todistus on harjoitustehtévas:

Lause 58. Kunn € N, niin

rg(n) =16y (—1)™ .

Todistus. Harjoitustehtava 4.1 ja 4.2 O

Kaykadamme luvun lopuksi taydelllisyyden vuoksi lapi hieman nelididen summana esitysten
tuloksia. On ilmeisté, ettd yhden nelion summana voidaan esittda vain neliét, joten niisté ei
sen enempad. Kahden nelion summat ovat jo mielenkiintoisempia:

Lause 59. Luku n € N on esitettavissi kahden nelién summana jos ja vain jos luku n on
esitettavissd muodossa
d? H P.

pln,p=1 (4)

Tamé on todistettavissa esimerkiksi Gaussin kokonaislukujen teorian avulla suhteellisen
helposti. Siirtykdamme siis kolmen nelion summiin. Néissd tulos on juuri se, mité toivoa voisi,
mutta todistus ei ole ihan yksinkertainen:

Lause 60. Luku n € N on esitettavissid kolmen nelion summana kunhan n ei ole muotoa
47(8k + 7).

Kolmen nelién summien lystikéds ominaisuus on ratkaisujen tasainen jakautuminen. Téhan
perehdymme myohemmin kurssilla.

NeliGiné esittdminen on yleisemmin osa Waringin ongelmaa: Kuinka monta k:tta potenssia
tarvitaan, jotta luku voidaan varmasti esittdd niiden summana? Neli6illd tdmé ilmeisesti on
nelja.

Toinen yleistys on esimerkiksi tarkastella luvun n esityksii muodossa az? + by? + cz2. (So-
pivilla, tosin hyvin harvoilla, lukukolmikon (a, b, ¢) valinnoilla kaikki parittomat luvut voidaan
téssd muodossa esittid.)
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Luku 5

Voronoi-tyyppiset summakaavat

5.1 Integraalilemmoja

Ennen kuin paéastdan Voronoi-tyyppisiin summakaavoihin asti, tarvitaan jonkin verran lemmo-
ja summien kasittelyyn. Ensimmaéinen lemma on niin kutsuttu ensimmaéisen derivaatan testi,
joka on erinomaisen hyodyllinen tulos, kunhan tarkasteltava derivaatta on koko ajan nollas-
ta poikkeava (eli integroitava otus oskilloi koko ajan). Lienee myos selvaé lukijalle, ettéd jos
tarkastelemamme funktion derivaatta onkin koko ajan negatiivinen, eikd positiivinen, kuten
oletettu, niin samanlainen tulos pétee.

Lemma 61 (Ensimmaéisen derivaatan testi). Olkoot f(x) ja g(z) sellaisia reaalisia funktioita
valilld [a,b], ettd f'(x) on monotoninen, f'(x) > X > 0 wvalilla (a,b), funktion g(x) tiysi
vaihtelu valilld [a, b] olkoon Go ja G = max,<z<yp |g(x)| Silloin

b
[ s@etsnis <

TA

Seuraava tulos on toisen derivaatan testi. Se tuottaa iloa, jos funktio ei oskilloi koko ajan,
mutta funktion kiytos muuttuu riittavasti.

Lemma 62 (Toisen derivaatan testi). Olkoot f(x) ja g(x) sellaisia reaalisia funktioita valilld
[a,b], ettd f(x) on kahdesti derivoituva, |f"(z)| > X > 0, |g(x)| < G, ja funktion g tdysi
vathtelu olkoon Gy. Silloin

< G+ Gy

b
/a ofa)e(f(@)dr <

Todistus. Tarkastellaan yksinkertaisuuden vuoksi tilannetta, jossa g(x) = 1. Olkoon § = \/%
Jos vilild on satulapiste, ¢ € [a + J,b — §], niin arvioidaan sen ympéristd [xg — J, 29 + 0]
triviaalisti, ja muut integraalit ensimmisen derivaatan testilld huomioiden, etta |f'(x)| > dA.
Muut tapaukset (eli satulapisteettomat ja satulapisteen toisenlaiset sijainnit) ovat samanlaisia.

O

Osittaissummaus tuottaa iloa, jos tunnetaan arvio jollekin summalle, ja pitéisi arvioida
summaa, jossa alkuperdisen summan summattavia on muutettu jollakin sympaattisella funk-
tiolla.

37
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Lemma 63 (Osittaissummaus). Olkoon A1 < Ay < ... reaalilukujono, jolla lim, ., ja olkoon
g jatkuvasti derivoituva funktio vdlilld (X, 00). Okoon (ay)32, mielivaltainen kompleksilukujo-
no. Nyt
Y aln)g(h) = Alz)g(e) — [ A(t)g'(t)dt,
A<z A1
missd
At) = Z an,

A1<An <t

Lause 64 (Perronin kaava). Olkoon a(n) aritmeettinen funktio, F(s) =Y o> a(n)n™* (Di-
richlet’n sarja), s = o + it. Oletetaan lisiksi, etti |a(n)| < ¥(n), missé ¥(n) on kasvava.
Oletetaan lisdksi, ettd

Y la(m)ln™7 < (0 = 1)~
n=1

kun o — 1+ 0. Kirjoitetaan A(x) =3, ., a(n) Nyt
I -1 b1 - —1

Alw) = 5= F(s)a*s™ ds+0 (2T~ (b~ 1)7) +0 (a7~ W(22) log(2r)) +O (¥(22)) .
Tt Jb—iT

5.2 Kuvitelmia ja totuuksia kiarkimuodoista

Diskriminanttifunktio on erdénlainen standardi esimerkki kirkimuodosta. Nyrkkisdantona voi
sanoa, ettd jos jokin analyyttinen ominaisuus patee diskriminanttifunktiolle, niin kohtuullisella
todennékoisyydelld se patee monille muillekin kirkimuodoille (tdyden moduliryhmén suhteen).

Diskriminanttifunktion Fourier-kertoimet 7(n) (eli Ramanujanin 7-funktion arvot) toteut-
tavat Hecken yhtélon, samoin kuin monen muunkin kérkimuodon Fourier-kertoimet a(n): Mer-
kitdadn a(n) = b(n)n"~1/2 (timi normalisointi tuottaa iloa mydhemminkin). Nyt

b (pk“) = b(p")b(p) — b(* 1),

missé p on alkuluku. Lisdksi b(nm) = b(n)b(m) kun syt(n,m) = 1.

Y14 oleva "moni muukin kdrkimuoto"tarkoittaa sité, ettd avaruudessa S, voidaan valita
kanta, joka koostuu ainoastaan kirkimuodoista, joiden Fourier-kertoimet toteuttavat Hecken
yhtélon, eli joiden Fourier-kertoimet ovat Hecken ominaisarvoja.

Keskittykdamme nyt vain Hecken ominaisarvoihin. Deligne todisti, ettd ndmé toteuttavat
arvion

ja(n)| < n""V2d(n),
eli téalla kurssilla hyodyllinen muotoilu:
b(n) < d(n) < n,

missd d(n) = ogo(n) = 3_g),, 1. Arvio tekijéfunktiolle d(n) on varsin alkeellinen, mutta hieman
tyolas todistaa.(Delignen tulos on edellisen kaavarivin vasemmanpuoleinen epayhtilo, ja sen
todistusta ei tdmén kurssin aikana tulla ndkeméan, silla se on késittdmattoméan hankala ja
pitka, ja vaatisi yksindan kokonaisen kurssin tai perati kurssisarjan.)
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Ylldoleva Delignen tulos tunnetaan yleisesti Ramanujanin ja Peterssonin konjektuurina, ja
se on konjekturoitu esimerkiksi ryhmén GL(3) suhteen mééritellyille kirkimuodoille, samoin
monille erikoisille ryhmén SL(2,7Z) tai sen aliryhmien maéarittamille kiirkimuodoille, mutta
yleisesti se ei ole tunnettu. (Kannattaa huomioida, etté yleisesti modulimuodoille ei téllainen
pade — tasta esimerkiksi Eisensteinin sarjat ovat selvd esmerkKki.)

Lehmerin konjektuurina tunnetaan véite, jonka mukaan 7(n) # 0. Taméa konjektuuri on
yleistetty Hecken ominaisarvoille (muillehan ei voikaan). Hammentévaa kylla, tdmén kon-
jektuurin todistus on edennyt pidemmaélle diskriminanttifunktion tapauksessa kuin yleisesti:
Tiedetdén, ettd kun n € [z,z + cxl/ 4], niin t&lld vililld on ainakin yksi nollasta poikkeava
Fourier-kerroin. Téssé kiytetdan hyvaksi Ramanujanin 7-funktion kongruenssiominaisuuksia.

5.3 Funktionaaliyhtalo

Holomorfiselle kiarkimuodolle voidaan kirjoittaa Dirichlet’n sarja
o
o(s) = Za(n)n_s.
n=1
Télle voidaan kirjoittaa FEulerin tulo:

Lause 65. Olkoot Fourier-kertoimet a(n) = n*~1/2b(n) Hecken ominaisarvoja. Téllgin Di-
richlet’n sarjalla on esitys Fulerin tulona:

) =S b — Cb(p) 1\
ot = St = [T (1= "+ )

peP

Todistus. Harjoitustehtava 4.3. O

Yleisemmin, tdhén sarjaan voidaan ottaa mukaan myos eksponenttitekija:

o(s,r) = Z a(n)e(nr)n™?,

n=1

missé r = % rationaaliluku (ja merkitddn ¢(s,r) normeeratulle sarjalle). Esimerkiksi Delignen
tuloksen

a(n)| < d(n)n"1/2 « pe
la(n)| < d(n)

perusteella havaitaan, ettd Dirichlet’n sarjat suppenevat, kun n > "TH Tahén on kuitenkin

alkeellisempikin tapa. Muotoillaan aluksi Rankinin ja Selbergin keskiarvolause:

Lause 66. Olkoot painoa k olevan kirkimuodon Fourier-kertoimet b(n)n"=1/2_ Téllgin

3 p(n))? = AM + 0 (M3/5) :

n<M

missa A on eras vakio.
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(Virhetermin uskotaan olevan parempikin, mutta kukaan ei ole sitd onnistunut parem-
maksi todistamaan.) Témén lauseen todistus kiydaéan kurssin aivan lopussa lapi, mikéli sithen
on aikaa. T’mé on kuitenkin monta kertalukua yksinkertaisempi kuin Delignen estimaatin
todistus.

Kéyttéaen esimerkiksi Chebysevin epéyhtaloa (tai suuruusjirjestysté tai melkein mité vaan),
saadaan

=1,

ngM’b(m” 2< Zm§M|b(m)\2
(=) ==y

eli

> Ip(m)| < M.

m<M

(Itse asiassa Rankin on mythemmin todistanut tdmén itseisarvosumman olevan suurinpiirtein
-0
M (log M)~°.
Tamén arvion pohjalta voidaan kuitenkin osoittaa seuraava lause todeksi:

Lause 67. Summa y_.>, b(n)n™* suppenee itseisesti (ja on holomorfinen funktio), kun Rs =
o> 1.

Todistus. Kayttakdamme osittaissummausta:

M
Yo b= )= =M | Y |b(n)| —/ Do) | 77 (—o)dt

n<M n<M n<M 1 n<t
M
=0 (M%) + a/ t7dt =0 (M'77),
1
miké todistaakin véitteet. O

Holomorfisilla kirkimuodoilla on samankaltainen funktionaaliyht&lé kuin Riemannin zeta-
funktiolla. Kuitenkin erona on, ettd Riemannin zeta-funktiolla pisteet s ja 1 — s vastaavat
toisiaan, kun taas kidrkimuodoilla vastaavuus on pisteilld s ja x — s, joskin normalisoinnin
jalkeen vastaavuus saadaan samoille pisteille kuin Riemannin zeta-funktiolla (katso korollaari).

Lause 68. Holomorfiseen kdrkimuotoon listtyville Dirichlet’n sarjalle pétee
kA’ K/2 k\° N
o> ) T(s)e(s,h/k) = (=1)""T(r=s)( 5=  @(k—s,—h/k).
27 27

Todistus. Ohessa hahmotelma, yksityiskohtien tdydentdminen on harjoitustehtéva 4.4-4.6:
1. Olkoon 7 = % + i ja 7/ = f% + . Osoita, ettd f(r') = (—1)*/22" f (7).

2. Kirjoita funktionaaliyhtédlon vasen puoli niin, ettd purat gammafunktion integraaliesi-
tykseen (merk. e (§) = ex(2)):

(£ Tt = 3 atwpenton) [ et = [“asoip (B4 1) gy

n=1 0 0

ota integraali valilla (0, 1) erityiseen tarkasteluun, kdytd kohdan 1) kaavaa siihen ja tee
muuttujanvaihto niin, ettd integraali vaihtuu vélilta (0, 1) vilille (1, 00). Summaa tdmé
integraali alkuperéisen vélin (1,00) yli olevan integraalin kanssa yhteen ja manipuloi
saavuttaaksesi seuraavan tehtdvin lahtokohta.
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3. Osoita, etté edellisen kohdan kaksi integraalia vélin (1, 00) yli:

= s—1 ﬁ @ _1\Kk/2,.k—1—s5 7@ E
/1 (:1: f<k+k>+( 1) f< k+k)>daz

ovat yhtépitdvia funktionaaliyhtélon oikean puolen kanssa.

Valittoméana korollaarina saadaan Hecken funktionaaliyht&lo:
Korollaari 69. FEksponenttitermittomalle Dirichlet’n sarjalle pdtee
(2m)*T(s)p(s) = (=1)"2 (2m)* " Tk — s)p(r — 5)
Merkitééan nyt a(n) = a(n)n~(v=1/2
va korollaari:

ja @g(s,r) =Y 7, a(n)n~*. Helposti saadaan seuraa-

Korollaari 70. Normeeratulle Dirichlet’n sarjalle pdtee

<2’jr)+ re+ "5 Dgte k) = (1 () T ("5 =)o —t-am

Todistus. Lienee ilmeinen. ]

5.4 Voronoi-tyyppinen summakaava

Voronoi-tyyppisid summakaavoja on useita erilaisia. Paéapiirteittdinen idea on, ettd Fourier-
kerrointen summa (mahdollisesti muilla funktioilla hdystettynd) muunnetaan toisenlaiseksi
Fourier-kertoimien summaksi, tavoitteena saavuttaa uudelle summalle jossain mielessd pa-
remmat ominaisuudet kuin vanhalle. Seuraavaksi todistetaan Huxleyn mukaan yhdenlainen
Voronoi-tyyppinen summakaava, ja taméan jalkeen 10ytyy tekstistd vield toisenlainen, mutta
sen todistus jaa harjoitustehtavaksi.

Aloitetaan Holderin epdyhtdlon muotoilulla.

Lause 71. Olkoot p ja q reaalilukuja, joilla pitee 1 < p,q < 00 ja ]l) + % =1. Nyt

Jiza1< ([ 1) " (/ |g|q)1/q

Slestil < (Slest?) " (o)™

Todistetaan alkuun pari lemmaa. Kannattaa huomata, ettd néissd lemmoissa ei missidan
oleteta, ettd modulimuodot F tai G olisivat modulimuotoja koko ryhmén SL(2,7Z) suhteen.

ja

Lemma 72 (Rankinin sarja). Kun G(2) on painoa k oleva kirkimuoto, jonka Fourier-kertoimet
ovat b(¢), on sarja

0 2
R = 5 MO
(=1

suppeneva, kun Rs > k, ja silld on analyyttinen jatke, ja yksinkertainen napa pisteessi s = k.
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Tamé on yleistys edelliselld luennolla esitetystéd Rankinin lauseesta. Ainakin toistaiseksi
todistus sivuutetaan.
Tamaéan avulla saadaan kuitenkin seuraava korollaari, joka tuottaa vield iloa:

Korollaari 73. On olemassa vakio B, jolla

L 2
> ‘b(fg’ < B*log2L.

(=1

Todistus. Funktio |(s — k)R(s)| on jatkuva, joten médritelldén

A= max |(s—r)R(s)]

K<s<k+2

(huomioitava, ettd maksimointi tapahtuu reaaliakselilla). Asetetaan s = k + bgﬁ' Nyt

L 2 L 9
Alog2L > R(s) > 3 ‘b(js)’ > éz |b(0)]
/=1

misté korollaari saadaankin valinnalla B2 = eA. O

Lemma 74. Olkoot F(z) ja G(z) painoa k olevia modulimuotoja, joiden Fourrier-sarjat ovat
muotoa

ja

ja jotka toteuttavat ehdon

e (1) - e

Olkoon (x) kahdesti jatkuvasti derivoituva funktio, joka on tuettu valilla M < x < M,. Silloin
)2 Mz ey (r=1)/2 lx
> almyglm) = ()" 2x Y00 [ (F) oo [ 4my |2 ) g()da,
M C
M<m<Ms 4
missa J on J-Besselin funktio.

Lienee syytéd mainita, ettd asymptoottisesti

1/2
Jy(z) ~ (;) cos <z — %mr — le7r> .

Todistus. Kirjoitetaan 1 = 31 ja asetetaan h(z) = e*™*g(xz). Olkoon

A M
h(z) = / h(u)e(—uz)du

M
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funktion h(z) Fourier-muunnos. Nyt

[ e vima = [~ @)Y atmyeona)e
S mhme ™ — 3 gt

m

Y& kédytettin Fourier-muunnoksen kaénteismuunnoksen kaavaa. Nyt

~

> atmgtm) = [ e i 6 (<L) da
_ /oo h) (@ +ip) ™Y bO)e (M) dz.

—co 7

Derivoidaan kahdesti ja kiytetddn ensimmaéisen derivaatan testii:

/M2 b (u)e(—uzx)

M

iz(x) = /M2 h(u)e(—uz)du = [_2

s ! h(u)e(—uaz)} +

T

_ {I,Ph/(u)e(_ux)] " S / e ()

(2mizx v @2mx)? [y

2mix

1 (M

e R (u)e(—uz) <y

< !
|23
Implikoitu vakio riippuu toki funktion g suuruudesta, mutta jos g ajatellaan kiinnitetyksi, niin

sen jalkeen yllaoleva arvio on kunnossa. Kéytetaan lemmaa ja korollaaria valinnalla s = %
ja Holderin epayhtaloéd, jolloin saadaan

—(2K+3)/4
Z ’b —27ru€/ c(z?+p?)) < Z |b 727].”6
c(x +ip) c(x? + p?)

e(@® + )\ PTG O] [ ela? 4 ) )T
L - ((2r+3) /4 M :

< <

Téten summa ja integraali ovat itseisesti suppenevia, ja voimme ensin integroida. Huomataan,
etta

/oo B 1 Mo 00 1
h(z)(z+ip) e <—> dr = / (u)/ (x+ip) "e (—, - u:v) dxdu

—00 C(‘/L‘ =+ Z:U') M —00 Z(‘T + Z:U’)

Mo SSEE I / dz

= / g(u)/ e <— — uz) —du.

M —oco+ip cz z
Integraalilla on singulariteetti pisteessd z = 0. Kayttakdadmme residylausetta. Muodostetaan
integrointitie siten, ettd integroidaan reaaliakselin suuntaisesti pisteesta —T + iu pisteeseen
T +ip, sitten pisteestd T +ip alas pisteeseen T'—¢T', tamén jélkeen pisteestd T — i1 pisteeseen

e — i1, josta noustaan origon ympéristoon, kierretddn origo, laskeudutaan suoraa Rz = —¢
pisteeseen —e — ¢T', josta jatketaan pisteeseen —71' — iT', josta noustaan pisteeseen —T1 + ip.
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Imagindariakselin suuntaiset integraalit valeilla [T+ ip, T — ¢T) ja [-T — iT, =T + ip]
ovat pienet, samoin reaaliakselin suuntaiset integraalit suoralla Sz = —T'. Imaginéériakselin
viereiset integraalit (suorilla Rz = € ja Rz = —¢) kumoavat toisensa. Lopulta jaljelle ja& vain
origon kierto. Ryhdymme nyt tarkastelemaan tata.

Tehdéan muuttujanvaihto:
. Jeu
v = —iz4] —.
L

Tama kdantda integroinnin origon ympari lahtien negatiiviselta reaaliakselta ja padtyen nega-
tiiviselle reaaliakselille vastapaivaan. Saadaan

11—k
/ ( 0 )dz / 0 w [ ( z) .
el——-uz|—-=[e|— — —1/ — M — v "dv
cz z cox L (=) V cu cu
i yk—1 [CU ("v—l)/2/ _ il . €7u ke
=(-1) ( 7 ) e n vy / i dv

= () ( e U)) oo
e o ) 1 (Y (o P

Jy(gp) = 1/ el/2t(v—v’1)v—u—1dv’
C

Tésséa on huomioitava, etta

211

missd C on integrointitie origon ympéari myGtapaivain negatiiviselta reaaliakselilta aloittaen.

Sijoittaen tahin
/£
t=4m i
c
sekd v = k — 1 saadaan

1 Ay (v—vTl)
J—1 (47”/@) = / el/%4 ol 1)21 Rdv,
c 21 Jo

kuten vaadittu. O

Lause 75. Olkoot a(n) painoa k € 27 olevan holomorfisen tayden moduliryhmdn SL(2,7Z) suh-
teen olevan karkimuodon F(z) Fourier-kertoimet. Olkoon g(x) vdlilld [M, Ms] tuettu funktio,
joka on kahdesti jatkuvasti derivoituva ja olkoon a/k rationaaliluku (a,k € Z). Nyt

MSmZSMQ a(m)e (%) g(m) = (_1)H/227r7§ a(n)n(m—l)me (_%L) /MM2 gD/25 <47T\/I:Tﬁ?> g(x)dz.

Todistus. Kaytetadn edella todistettua lausetta. Nyt

)4 (36 - (5 )
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missi aa + kk = 1. Modulimuoto, G, jolla

)1
oo (4 )8 )02

a
G(z) = kF (5 - )
Kiytetdin nyt edelld todistettua kaavaa valinnoilla ¢ = ¢2, ja kertoimet a(m) ja b(¢) korvat-
tuna kertoimilla a(m)e (%) ja k™ "a({)e (—%). O

saadaan asettamalla

eli

On my6s mahdollista muotoilla toisenlainen, niin sanottu katkaistu Voronoi-tyyppinen
summakaava.

Lause 76. Olkoon x> 1, k <z, h€Z ja 1 < N < z, ja olkoot a(n) holomorfisen kdirkimuo-
don Fourier-kertoimet. Nyt

Z a(n)e (Zn) = (ﬂ\/i) - E1/2,,—1/4+k/2 Z a(n)ey (_nh) n~V/A=K/2 (oo <47r\k/% _ Z)

n<x n<N

s) <k$5/2+st1/2> '

Todistus. Todistuksen yksityiskohdat sivuutetaan, mutta hahmotelma kiydasn lapi luennoilla.
(Silta varalta, ettei lukija ehdi luennoille: tama ei ole kurssin térkein asia — minulta voi myos
pyytaa kopiota todistuksesta.) O

Osittaissummausta kiyttden saamme varsin kiyttokelpoisen muotoilun normeeratuille Fourier-
kertoimille (a(n) = b(n)n(ﬁ—l)/Q):

> b(n)e (Zn) = (77\/§>_1 K224y b(n)ey, (—nh) n™* cos <4W\/@ 3 D

n<zx n<N

) (kx1/2+€N_1/2> '

Katkaistun Voronoi-tyyppisen summakaavan avulla voidaan todistaa seuraava keskiarvotulos
(huomiotava, ettd téssd tarkastellaan nelion keskiarvoa, miké itse asiassa on hyvin yleinen
tarkasteltava lukuteoriassa). Merkitdéin A (z,2) =", - a(n)e (Ln)

Lause 77. Kun X > 1, pdtee

[ (e5)

2
dz = c(k)kX"T2 4+ 0 (K X)) + O (k?’/QX““/‘HE) ,

missa

C( ) (4H+2 Z’a |2 —K— 1/2
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Todistus. Tarkastellaan integraalia vélilla [X /2, X]. Halutaan osoittaa, etté

X
h
[l ()
X/2 k
kun k£ < X/2 silla vaadittu tulos ilmeisesti seuraa téstéd télld oletuksella. Kun taas X < k,
niin todetaan, etté

2

K+1/2
dx = c(k)k <X5+1/2 _ (;f) ) +0 (X)) + 0 <k3/2X5+1/4+a> ,

h k—1)/2 k—1)/2+ k+1)/2+
Z a(n)e (kn> < Z la(n)| < Zd(n)n( ? < Zn( )/24e « glitl)/24e

n<x n<x n<x n<x

Ja tdmén arvon nelion yli integrointi:
X
/ $(H+1)+€d$ < X rt2+e < k;QXFi-‘rE,
1

eli tdmé saadaan hévitettyd toiseen virhetermiin. Riittda siis tarkastella tapausta kb < X/2.
Olkoon nyt % < k < X. Otetaan kiyttoon katkaistu Voronoi-tyyppinen summakaava:

Y a(n)e (Zn) = (Wﬂ)‘l B2 VA2 ST gy, (—nh) 04 cog (“gﬁ _ W)

4
n<x n<N

+0 (kxm/2+€N—1/2> '

Sijoitetaan kaavaan N = X. Nyt

> _a(n)e (Zn) = (mv2) " K2 A2 S a(m)er (—nk) A cos (‘“gﬁ _ ﬂ)

4
n<X

+0 (kXD/2) = 5 <a: .

h) +0 (kX(”‘I)/“E) .

Keskitytdan nyt tarkastelemaan termin S (x, %) nelion integraalia. Ongelmaa lahestytdan hy-

vin yksinkertaisesti: kerrotaan nelidinti auki ja integroidaan termi termilta. Kirjoitetaan kui-

tenkin aluksi
A7/ nx ™ _ 1 vnr 1 vnr 1
cos< ’ —4)-2(e<2 A —8>+e<—2k +8>>

X
fenls (=)
X/2 k

X
So = (471'2)71 k Z ]a(n)|2n_”_1/2/ a2y

X X/2

— (4 -1 = alm)2n—r—1/2 [ xrt1/2 _ X wH1/2 e
((4k + 2)7) knzl()’ (X (2) + O (kX"9)

Saadaan
dx = So+ O ((k|S1| + s2|))

missé,
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(tastd muodostuu pédtermi) ja

X
= a(n)alm)(mn —1/4-k/2 (I;_l/2+”€ M T
S m;m;é (n)a(m)(mn) /m (z ; )d
X
= ST atmatm)mn)- Va2 [T iz, (WMt VR)VE
S m%()()( ) /m (2 . >d

Summat Sy ja S; voidaan arvioida samalla tavalla, ja itse asiassa So on ehkd jopa hitusen
helpompi. Keskitytdén siis summan S7 arviointiin. Arvioidaan ensin integraali ensimmaéisen
derivaatan testilld. Saadaan

X _ Xk
172, <2W> ir < 2k
/X/2 k lvVm — v/n|
Summataan
Si=kX" > a(n)a(m)(mn)” V2 (m = /n)
1<n<m<X
=kX" > a(n)]|a(m)|(nm) VA2 (m - n) T (Vm + Vi)
1<n<m<X
< kX" Z e A A (m — )Tt < kX Z nEVA (i 4 0)=73/4
1<n<m<X

< kXxrte Z < kXRTE,
<X

Summa Sy voidaan arvioida samoin. Olemme siis saaneet arvioksi

* h J[2n 12 v2 (X 2
/X/2 S<x, k> de = ((4k +2)7 k:Z|a )|“n X <2)

+ 0 (K2 X"Fe) .
Koska

h h
hy _ h (k—1)/2+<
A<x,k> S<m,k>+0<k)( ),

niin Holderin (valinnalla p = ¢ = 2) nojalla saadaan

x AYs J[2n 172 w2 (X rH
/X/2 A(a:,k> dr = ((4k 4 2)7 kZ\ )?n X <2>

+ 0 (WX"9) 40 (k321

Esimerkki 78. Todettakoon nyt, ettd Jutila on todistanut, etta

Zb e(na) <<\ﬁ

n<M
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kun a € R ja a(n) = n("=1/2 Rankinin lauseen ja Parsevalin kaavan nojalla tdmé arvio on
itse asiassa paras mahdollinen:

2
1
/ Z b(n)e(na)| da = Z la(n)|? < M.

0 n<M n<M
Todistus perustuu approksimatiivisen funktionaaliyhtélon kehittdmiseen ja kiyttoon.
Mielenkiintoista kylla, seuraava lause voidaan todistaa varsin vahélla vaivalla:

Lause 79. Olkoot b(n) holomorfisen kdrkimuodon normeeratut Fourier-kertoimet. Nyt

> b(n) < MEE
n<M

Todistus. Kaytetdan normeeratuille kertoimille katkaistua Voronoi-tyyppistd summakaavaa:

Z b(n)e (Zn> = (W\/i)_l K2t/ Z b(n)ey, (—nh) n=3/* cos (W — F)

k 4
n<M n<N

L0 (kM1/2+5N’1/2> _

Koska eksponenttitermié ei ole, niin £k = 1, h = 0. Téten

Z b(n) = (77\/§>_1 M4 Z b(n)n =34 cos (47r\/m - %) +0 (MI/HEN*UQ)

n<M n<N

Valitaan nyt N = MY3+¢. Tillsin

Z b(n)| < <7r\/§>_1 M4 Z b(n)n =3/ cos (4%\/@— %) +0 <M1/2+5M*1/6)

TLSM n§M1/3
< M1/4Z|b(n)\n’3/4+0 <M1/3+e) < M4 Z ne=3/4 1 0 <M1/3+5) < ML/3+e.
n<

n<M1/3
O

Témén summan arvion on konjekturoitu olevan < MY4t¢. Tamén konjektuurin yllatté-
vyys, samoin kuin yllaolevan arvion, on siind, ettd nelidjuurikumoutuminen on varsin tyypil-
linen ilmi6, mutta nelidjuuren alle ei ole ldheskdéan aina padsya.

Voronoi-tyyppisia summakaavoja voidaan todistaa my0s eksponenttisummille, joissa on
Fourier-kertoimien tilalla tekijafunktion arvot. Summan muoto muuttuu hieman, mutta ei
paljon (ja muutos selittyy menetelméllisesti erdélla residylld), ja filosofisesti silld, ettd koska
tekijafunktion arvot ovat positiivisia, on eksponenttisumman joskus saatava isoja arvoja. Ter-
mi, joka on samanlainen kuin kiarkimuototapauksessa, on taas puolestaan pieni, joten se ei voi
riittda yksindan.
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Lause 80. Kunx > 1, k<z,he€Z jaol <N <L x, niin

Z d(n)e <Zn> =k Ylogz+2y—1—2logk)r + E <O, Z)

n<M
_1 ~ 4
+ (W\@) B2t Z d(n)ey (—nh) n=3/* cos < W\k/ﬁ _ Z) L0 (m1/2+eN—1/2) ’
n<N
missa F (O, %) on Estermannin zeta-funktion arvo pisteessd ((), %)

Estermannin zeta-funktio on mééritelty sarjana:
oo
E(s,r) = Z d(n)e(nr)n™?,
n=1

missd r = % Sarja suppenee, kun Rs > 1. Silld on funktionaaliyhtilo ja meromorfinen jatke
koko tasoon. Kriittistd on tietda, etta

E <O, Z) < klog 2k.
Lause 81. Patee

Y d(n) = Mlog M + (29— 1)M + O (M1/3+5) .
n<M

Todistus. Harjoitustehtéava 5.1. O
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Luku 6

Linnikin ongelma

6.1 Ongelman kuvaus

Tarkastellaan pisteiti a € Z3, eli |a|? = 22 + 2% + 23, kun a = (21, 22, ¥3). Joukko

Qn—{x—a:an?ﬂaP—n}
|

on yksikkopallolla. Legendren mukaan €2, on epétyhjé jos ja vain jos n # 4%(8b+ 7), kun a ja
b ovat kokonaislukuja, a > 0.

Linnik kysyi onko joukko £2,, tasaisesti jakautunut normalisoidun Lebesguen mitan dosuhteen
yksikkopallolle S2, kun a = 0, eli jos tarkastellaan jotain yksikkéympyrin jarkevid osajouk-
koa, niin lahestyyko télle osajoukolle sijoittuneiden pisteiden osuus kaikista joukon €2, pis-
teistd osajoukon mittaa. Vastaus tdhan kysymykseen on myonteinen, eli seuraava lause pétee
(rajoitutaan yksinkertaisuuden vuoksi kuitenkin vain neliévapaisiin n):

Lause 82. Olkoon f € C*(S?). Kun n — oo, n on nelidvapaa jan # 7 (mod 8), niin

1
o > f(:c)—>/52 fdo.

CEGQn

Todistetaan tdmaé lause, joskin osa teknisistd yksityiskohdista jatetddn puhtaasti uskon
tai aktiivisuuden varaan. Ennen kuin paddsemme lauseen todistukseen, joudumme kuitenkin
kidymadn 1api hieman teoriaa ja lemmoja.

6.2 Konveksisuusrajoista
Tarkastellaan Dirichlet’n sarjaa
oo
Z c(n)n™%.
n=1

Oletetaan, ettd sarja suppenee itseisesti, kun Jts > 1. Oletetaan, ettd silla on funktionaaliyh-
tdlo funktionaaliyhtélod muotoa s — 1 — s. Funktionaalioyhtélon avulla saadaan johdettua
sarjan analyyttisen jatkon kdytos suoralla s = 0, ja Phragmen-Lindel6fin konveksisuusperii-

aattesta saadaan kdytos suoralla Rs = % Téata rajaa kutsutaan konveksisuusrajaksi, ja jossain

51
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mielessé se on triviaali. Valitettavasti tdmé arvio ei yleensé ole riittdvan hyvé, vaan tarvitaan
parempi raja, englanniksi sub-convexity bound, konveksisuuden rikkova raja.
Aloitetaan klassisella esimerkillé.

Esimerkki 83. Olkoon L(s,x) = Y .~ x(n)n~* Dirichlet’'n L-funktio. Téssé x on primitii-
vinen karakteri moduli q. Nyt

s/2 —
(g) / r (S —12- a) L(S,X) _ Exi(lfS)/ZP <1;+CL> L(1 - 37)2)’

s

missé a = %, ex = G, x)g V% ja G(1,x) = 2 _b( mod q) X(D)e <g) (Gaussin summa,

eli e, | = 1. Tésté funktionaaliyhtélosta ja Phragmen-Lindelofistd seuraa

L(s,x) = ¢"/*logq

suoralla Rs = % Ensimmaisend tdméan rajan rikkoi Burgess, joka tiputti eksponentin luvusta

1 3
7 lukuun 5.
Linnikin ongelmakin ratkeaa rikkomalla konveksisuusraja. Todistamme siis seuraavan lauseen:

Lause 84. Olkoon x primititvinen karakteri modulo q, ja olkoon Rs = % Tdlloin
Ly(s, x) < [s*¢” " d(g)* log g,

missi Ly(s,x) = > o—q b(n)x(n)n~*%, missd b(n) ovat painoa k olevan holomorfisen karkimuo-
don Fourier-kertoimet.

Huomattava on, ettd konveksisuusraja olisi L(s, x) < q1/2(log q)%. Muiden lukujen kuin ¢
eksponentteja ei ole edes yritetty optimoida, koska niilla ei ole vilid. Tamén lauseen todistus
vaatii kuitenkin erddn keskiarvon arviointia. Arvioidaan se ensin. Tarvitsemme dé-symbolin
madrittelyn, ja tavan paloittaa d osasiin.

Masritelma 85. Maiéritellddn d-symboli seuraavasti:

_J 1 josn=0
§(n) = { 0 muuten.

Olkoon nyt w vililla % < |t| < K tuettu funktio, joka on parillinen, ja jonka derivaatat
toteuttavat ehdot A '
W (t) <« K7L,

Oletetaan lisdksi, etté

> wlk)=1.

k=

=

Asetetaan

Nyt
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joten

Kirjoitetaan nyt
Ac(n) = 1 oer(n),
jolloin
*
_ an
o(n) = Zc ! Z e (?) Ac(n),
c a( mod c)

kunr:(h,k‘),a:%jac:E

.
Muistellaan viela Kloostermanin summien méaritelméa ja ominaisuuksia.

Maaritelma 86. Kloostermanin summa on

S(m,n; k) = Z e (mh + nh) .
h( mod k),(h,k)=1

Weil on todistanut, ettéa
S(m,n; p°) < 2p°/2,

kun p on alkuluku, paitsi jos sekd m ettd n ovat luvun p monikertoja. Yleisemmin:
S(m,n;c) <d(c) syt(m,n,c)cl/2
Todistetaan nyt ensin lemma, jota tarvitaan L-funktion arvion todistamiseen.

Lemma 87. Olkoot \p ovat mielivaltaisia kompleksilukuja, kun 1 < ¢ < L, g kahdesti jatkuvas-
ti derivoituva funktio, joka on tuettu vdlilli [M,2M), ja joka toteutaa ehdon |gt) (m)| < M7,
kun j =0,1,2. Kirjoitetaan

2 2

*

D>

x( mod q)

D bmx(m)g(m)

n

> dex(©)
¢

Nyt

2
S < p(q)M(log M) >~ [\*d(€) + d(q)(LM)"/* (log LM)? (Z wr) :
J4 l

missd implikoidut vakiot ritppuvat vain funktiosta f.
Todistus. Huomataan, ettd summa voidaan kirjoittaa muodossa

*

S = Z ‘Zanx(n)

x(mod q)

2

)

missé an = Y gy, Mbmg(m). Kirjoitetaan

G(n,x) = } > x(m)e (n;n)
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Gaussin summille. Nyt

| =

x(m) =

;:G(—n, Y)e (”;”) .

2
an
q

Laajentaen summaus kaikkiin jadnnosluokkiin saadaan

S<el@ Y. Su

h=0( mod q)

Taman avulla voidaan arvioida

*

g< 9 >

q

a( mod q)

missd Sy = Y, o _p, GnyGny- Kun h = 0, saamme diagonaalitermin ¢(q)Sp, missé

So =Y lan|*.

Merkitéén loppukontribuutiota (h # 0) S,. Kun h = 0, kirjoitetaan

Sh=>_c " She,

c

missé,
*

She=Y_. D ndne (%(m —ng — h)) Ac(ni —ng —h).

a( mod c¢) n1,n2
Ottaen kayttoon lukujen a,, konvoluutioesitys, voidaan kirjoittaa
She = D _ Ay My Tot,(0),
41,02
missa

Ty,0,(c) = Z*: e (_ach> Z bmlﬁe (%(ﬂlml — Egmg)) F(my,ma),

a( mod c)

missé edelleen
F(ml,mg) = g(ml)g(mg)AC)Elml — lomoy — h)

Valitsemalla K = N%/2 = (LM)'/? (jalkimméinen yhtésuuruus suoraan mésritelmistd) pétee

arvio o
Fld) o -1 22
< ( K ’

kun 0 < 4,5 < 2. Kéayttamalld Voronoi-tyyppistd summakaavaa muuttujien my ja ms suhteen

saadaan
* ah — [al al
T€1£2 (C> = Z € (C) Z bmbrze (Clrl - 02r2> Fv<7"1, r2)7

a( mod c) 71,72
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R 2 ol —_c = < _3
missa ' = o) o= (t2,0) 1 = o)) @2 = (o) 12

A7,/ 47,/
Fy(ri,re) = - / / (x1,22)J—1 (W;m) Jr—1 <7ch27ﬂ2> dz1dxs.
162

Kayttéen osittaisintegrointia, rekursiivista kaavaa

diz (" J,(2)) = 2" Jy-1(2),

rajaa
J(2) < (14 2)71/2

sekd funktion F' derivaattojen rajoja, saadaan

Fy( ) < M? 1+CMT1 —5/4 1+CMT‘2 —5/4
T, T :
vAT1, T2 cieo K AK K

Kiytetiin arviota >~ |b.|? < z, jolloin saadaan

r<z

> by T2 |Fylri, )| < K.

1,72

Summa yli luvun a palasen T, ¢, lausekkeessa on Kloostermanin summa S(h, %; ¢). Sovelletaan
sithen Weilin rajaa ja saadaan

Tpey(c) = Y byybry Fy(r1,m2)S(hy % €) < (hy )2 2d(c) (LM)Y2.

1,72

Taten )
She << ()2 2a(e) (LM)Y2 (3 Ml

Summataan seuraavaksi luvun ¢ yli, kun ¢ < 2(LM)'/2. Saadaan

Sh < d(h) (LM)*/*(1og L) (3 Wy)? .

Summataan lukujen h = 0 (mod ¢) yli, kun 0 < |h| < LM, ja sadaan

S, < d(q)(LM)*(log LM)? (Z WI)
Lukujen a,, konvoluutioesityksestd saadaan viela

So < M(log M) > " |Ajeul*d(0).
l

Huomataan nyt, etta
S <« Sy + S,

jolloin todistus on valmis. O

Ylldolevaa lemma itse asiassa tullaan tarvitsemaan seuraavan néppéaran korollaarin muo-
dossa:
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Korollaari 88. Olkoon x primitiivinen karakteri modulo q, ja olkoon g(m) madritetty kuten
lemmassa. Nyt

B, = Z b x (2 ( 7/22 ) r7/10 M7/8) d(q)?log M.

Todistus. Selkeyden vuoksi merkitédén lemman karakteria x; Valitaan Ay = X7(¢). Nyt

2

N 2
S S bx(m S XX ()
V4

x(mod q) | m
2
> |bmx1(m Ox1(0)| = |ByP{e<L:(tq) =1}
Valitaan
L =g MMM 4 2qd(q)p(q) ",
mista arvio seuraakin. O

Muotoillaan nyt Voronoi-tyyppisen summakaavan karakteriversio:

Lemma 89. Olkoon F siled ja kompaktisti tuettu positiivisilla reaaliluvuilla madritelty funktio
ja olkoon x karakteri modulo q. Kun q > 1 kokonaisluku ja (a,q) = 1, pdtee

Y bmx(m)F(m) =3y X(r)F(r)

missi ey, = G(1,x)qg"/? ja

Todistus. Koska seka

a( mod q)
etta
1 ar
x(@e (=) = xt-)
G(1,x) 2 q
a( mod q)
patee, viite seuraa suoraan tavallisesta Voronoi-tyypisestd summakaavasta. O

Nyt voimme siirtyé varsinaisen L-funktion arviointiin.

Todistus. Kéyttaen siledéd dyadista ositusta, eli oheisen kuvan kuvaamaa tilannetta (esimer-
kiksi): riittdd arvioida summia tyyppid

X X X
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H = Z me(m)m_Sh(m)7

missi h on sileé funktio, joka on tuettu valilla M, 2M, hU)(m) < M~7. Jos M < ¢, kiiytetiin
korollaaria valiten g(m) = m™%h(m), ja saadaan
H < |s)? <q7/22M3/22 1 M3/8> d(q)?log q.
Tallaisten osasummien yhteiskontribuutio, kun M < ¢ on siis
O (Jsi*¢* " d(q)* logq) .
Kun M > g, kiytetddn Voronoi-tyyppistd summakaavaa karaktereille, jolloin

47r\/:ﬁ> i
p :

H= mex(m)m_sh(m) — 2Wi”q_15i2brg(r) /000 h(z)z™%Jx—1 <

Osittaisintegroidaan seuraavaksi (h(z)z~° on derivoitava palikka, J-Bessel integroitava). Saa-
daan

oe 4 _
2777:5(]_15?(/ h(l‘)l‘_s . < W\(]/ﬁ) dx < |S|2M1/2q—1 (1 +q_2M7") 5/4.
0

Tehd&aén nyt dyadinen jako 7:n suhteen, eli summaus suunnilleen vilin [R, 2R], ja sovelletaan
korollaaria. Korollaari antaa dyadisen vélin arvioksi

H< |s]? (q7/22R7/11 4 R?/B) M1/2q—1 (1 +q_2MR)75/4 d(q)?log .
Maksimoidaan nyt tdméi arvio. Asetetaan R = ¢>M ~!. Tillsin
H < |s]? <q7/22+14/11M—7/11 n q7/4M—7/8) M1/2q_1d(q)2logq
= |s|? <q13/22M—3/22 i q3/4M—3/8> d(q)?log q

Koska kyseessd on muuttujan M laskeva funktio, saavuttaa se suurimman arvonsa, kun M on
mahdollisimman pieni, eli M =< ¢. Talloin

H < |sf (q"3/2273022 4 14=30%) d(q) og =< |sq"/ ' d(a)* log g,

kuten toivottu. O

6.3 Linnikin ongelman ratkaisu

Modulimuodot saadaan sotkettua mukaan Linnikin ongelman ratkaisuun Weylin summien
kautta. Yksiulotteinen versio tilanteesta olisi tdmaéa: Jos pitda osoittaa, ettd dérellinen piste-
joukko X,, on jakautunut tasaisesti joukolle S' = R/Z. Weylin kriteeri joukon X,, tasaisesti
jakautumiselle Lebesguen mitan suhteen, kun n — oo on:

! Z e(mf) — 0

[ Xl 0eXn
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kaikilla m € Z, m # 0.
Kaksiulotteinen tilanne (eli esimerkiksi pallonpinta avaruudessa R3) jossain mielessi vas-
taava. Weylin kriteeri pinnalla S? tasaiselle jakautumiselle on, etti

91‘ > P(X) =0,

" Xegy

kun n — oo kaikilla kolmen reaalimuuttujan homogeenisilla harmonisilla polynomeilla P(z),
joiden aste on positiivinen.
Tama on yhtapitavad sen kanssa, ettd vaaditaan

o
> r(E) =t
a€Z3 |al?=n
missi 73(n) = [{a € Z3 : |a|?> = n}|. Muodostetaan polynomin P arvoista thetasarja:
=Y P(a)e(jof’2) = Y _r(n; P)e(nz).
Q€ n

T&mé on holomorfinen modulimuoto painoa % + ¢ ryhmén I'g(4) suhteen, kun P on astetta ¢,
ja tdmé on kirkimuoto, kun ¢ > 0. Todistus sivuutetaan, mutta sen 16ytad Shimuran vuoden
1973 Annals-paperista.

Kun ¢ = 0 = deg P, on kéisissimme hyvin tavanomainen theta-sarja:

Iz, 1) =93(2) = ng(n)e(nz).

n>0
Kun n on neliévapaa positiivinen kokonaisluku, n # 8b + 7, tarvitsemme kaksi asiaa:
1. r3(n) >, nt/2—e
2. |r(n, P)| < n®/?=1/4=% jollekin kiintedlle § > 0, kun £ > 0.

Jalkimméinen ehto tarkoittaa normeeratuille kertoimille, ettd niiden on oltava < n'/4=9 jol-

lakin kiintedlla ¢ > 0.
Nyt tarvitsemme hyvié arvioita ryhmén I'g(4) holomorfisten kirkimuotojen Fourier-kertoimille.
Jossain mielessé triviaali arvio saadaan, kun hyddynnetédan kirkimuotojen ominaisuutta:

vl (2)] < 1.

kaikilla z € H. Merkitain F(z) = y*/2|f(z)|. T#lloin

1
a(n)e 2™ = /0 e(—nz) f(x + iy)dz,

joten

1
la(n)| < e27myy_"“/2/ F(z + iy)de < ¥y /2,
0
Valitaan ny y = %, jolloin saadaan

la(n)| < 2™n/?|iln"/?.
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Tamaé arvio ei kuitenkaan valitettavasti tarkoituksiimme riita.
Sen sijaan ylldoleva arvio L-funktion suuruudelle antaa Waldspurgerin lauseen avulla puo-
lipainoisten kdrkimuotojen ryhmén I'g(4) suhteen kertoimille arvion

c(q) < q5/227'(q) log q.

Tama on selkedsti pienempi kuin %. Kohta 2 on todistuksesta siis valmis.

Voimme siirtyéd kohtaan 1. T&td varten tarvitsemme luokkalukukaavaa. Olkoon d nelickun-
nan Q(y/—n) diskriminantti (eli mikili n = 1(mod4), niin d = n ja muulloin d = 4n). Kun
n on neliévapaa, Gauss on todistanut

ra(n) = 12h(d) (1 - (‘21)) ,

missé (g) on Kroneckerin symboli ja h(d) on niin kutsuttu luokkaluku. Toisaalta luokkaluku-

kaava kertoo, etté
h(d) = cld2L(1, xa).

Tamén avulla Siegel on todistanut, etti h(d) > |d|'/27¢, eli r3(n) > n'/27¢.
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Luku 7

Lehmerin konjektuurista

Lehmerin konjektuurin mukaan Ramanujanin 7-funktion arvot ovat nollasta poikkeavia. On
hyvin helppo nahda, ettd ne ovat kaikki kokonaislukuja. Toisaalta Delignen arvio antaa niille
suuruusrajoja. Valitettavasti tdtd enemman on hyvin hankala sanoa.

Rankinin ja Selbergin keskiarvotuloksen mukaan Ramanujanin 7-funktion on pakko saa-
vuttaa ainakin yksi nollasta poikkeava arvo vililla [M, M 4 M3/%]. Parempiakin arvioita on
mahdollista saada. Osoitetaan nyt seuraava véite todeksi:

Lause 90. Vililli [M, M + 2/46MY* + 24] Ramanujanin 7-funktiolla on vihintiin yksi
nollasta poikkeava arvo.

Tata ennen tarvitsemme kuitenkin seuraavan lauseen sekd muutaman lemman.

Lause 91. Olkoon p alkuluku. Jos p on neliénepdajiinnds modulo 23, niin 7(p) = 0 (mod 23).
Jos taas p on neliénjidnnds, niin jos p voidaan esittdi muodossa p = a® + 23b2, niin 7(p) =
2 (mod23), ja jos lukua p ei tassd muodossa voida esittid, niin 7(p) = —1 (mod23).

Todistus. Kirjoitetaan
o(x) = (1-2) (1-2%) (1-2%) -,

Nyt

o

gb(l’) =1+ Z(_l)n <:L,n(3n—1)/2 + xn(3n+1)/2) ’

n=1
ja lisiksi A(z) = z¢(2)** = z¢(x)¢ (2%), missé A(z) on diskriminanttifunktio. Voidaan
lisaksi kirjoittaa

xp(x)p (a;23) =z (Z am:ﬁm> (Z am:c23m> = Z ",
m=0 m=0 n=1

joten 7(n) = ¢, (mod23). Téssi siis a,, = (—1)™, jos n = 2m(3m £ 1), ja muulloin ag = 0.
Voidaan lisaksi kirjoittaa

Cp = Gp—1 + A10n—24 + A20Ap—47 + - -+ + ApGp_1_23h,

missi h = L%J Kirjoitetaan nyt n = 23k 4+ £. Nyt a,—1 = 0, paitsi jos
1
2k+4—-1= im(Smil),
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eli 36m? + 12m = 552k + 240 — 24, eli (6m +£1)* = £ =n (mod23), eli ¢, = 0, jos n on nelién
epajadnnosmodulo 23 (silld tdmé sama péadttely voidaan toistaa kaikille kertoimille a,—1_23¢,
eli ne kaikki hévidvat. Ensimméinen osa vaitettd on nyt siis todistettu.

Voimme nyt siis olettaa, ettd p on nelionjaannés modulossa 23. Talldin

m—+n

Cp = Zam(3m:|:1)/2ap—1—23/2(3m:|:1) = Z(—l) )

missd summaus tapahtuu niiden lukujen m ja n arvojen yli, joilla
23 1
p—1— ?m(Bm:tl) = §n(3n:|:1),

eli (6n + 1)2 + 23 (6m + 1)2 = 24p, jolloin luvun ¢, arvo riippuu niistd luvuista u ja v, jotka
toteuttavat Diofantoksen yhtilon u? + 23v? = 24p. Kirjoitetaan w = /—23. Nyt p hajoaa
renkaassa K (w) kahdeksi alkuideaaliksi

, < 2r+23:|:w>
7T77r: p?f Y

missd 7 on kongruenssin (2r + 23)2 = —23 (moddp) ratkaisu. Renkaassa K(w) on kolme
luokkaa ideaaleja: padideaali, ja kaksi muuta, jotka voidaan tyypittad luvun 2 tekijoiné:

1w 1 1
7T2:(2,2+2>, Wé:(2,2—2w).

Tarvitaan lisdksi luvun 3 tekijoita, eli ideaaleja

1 w 1 1
7T3:<372—2), 7Té2<3,2+2w>

Téassa merkinnét on valittu niin, ettd mo ja m3 kuuluvat samaan luokkaa ideaaleja, mo ~ 3.
Nyt ideaaleilla 7 ja 7’ on kaksi vaihtoehtoa: joko ne molemmat ovat padideaaleja tai sitten ne
eivat ole paaideaaleja kuuluen eri ideaaliluokkiin.

Tarkastellaan aluksi tilannetta, joss w on péadideaali, eli m = (%a + %bw), missd a — b
on parillinen. Nyt 4p = w7’ = a? + 23b%, elin a? — b? = 4(p — 6b?), eli lukujen a ja b pitda
molempien olla parillisia, silld jos ne olisivat parittomia, olisi vasen puoik jaollinen kahdeksalla.
Titen p = h?+23k?, ja koska jako alkuideaaleiksi on yksikisitteinen, on t&lli vain yksi ratkaisu
positiivisten kokonaislukujen joukossa. Téssd tapauksessa siis

24p = (1 4+ w)(1 —w)(h + kw)(h — kw),
ja tarkastelemallamme yht&lolla 24p = u? + 23v2 on kaksi ratkaisua
u=nh+23k, v=1|h—k| seki w=|h—23k|, v=h+E.
Molemmissa tapauksissa yksi kahdesta kongruenssista
u+v=0(mod24) ja u—v=0 (mod24)

pétee, joten sekd u ettd v ovat joko molemmat parillisia tai parittomia, joten ¢, = 2. Tdmakin
tapaus on nyt saatu paatokseen.
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On viela kisiteltavi se tilanne, joss 7 ja 7' eivit ole pddideaaleja. Voimme valita ratkaisut
7 niin, ettd mo ~ w3 ~ T ja mh ~ 4 ~ 7', josta seuraa, ettd wh, ThT ja momsm ovat padidealeja,
eli 8p, 12p ja 24p on esitettivissi muodossa u? + 23v? vain yhdelld tavalla. Mielenkiintoinen

tapaus on
<3+3w ) < 2r+23+w> <u+vomega>
TRT3T = 771_00 b, = ;

2 2 2

missi v ja v toteuttavat yhtdlon 24p = u?+23v2. Tésté seuraa, ettd on plemassa kokonaisluvut
h,h', k ja k', joilla
Ip+3pw  h+kw u+ow
22 2

ja

W —-Ku u+ow
2 2

ja téten, kiyttien yhtilod 24p = u? + 23v? saadaan

p—pw=

(u—vw)(1+w) =4(h + kw)
ja
(u—vw)(1 —w) =6(h — Kw),
mistd seuraa, ettd u — v = 4k ja u + k = 6k, ja koska u? — v2 = 24(p — v?), saadaan joko

u=6nmn+1, v=6m-—1

tai
u==6n—-—1 6m+1.

Téaten m + n on pariton, ja ¢, = —1. O

Lemma 92. Mikili 7(p) = 0, kun p on alkuluku, niin T(pk) = 0, kun k on pariton ja
T (pk) = (=1)*/2p1k/2  fun k parillinen.

Todistus. Todistetaan vaite induktiolla. Selvésti

7(p?) = 7(p)* —p"r(1) = —p'".
Voimme nyt olettaa viitteen olevan todistettu, kun & < m. Nyt
m+1)

mfl) mfl)

(") =) @) = ptr (") = —p"r (p

mikd todistaa viitteen. O
Lemma 93. Olkoon 7(p) # 0, ja olkoon p' || T(p). Tidlldin
P T (™).

Todistus. Todistetaan véite induktiolla. Oletetaan, ettéd vaite patee, kun m < n. Nyt

(") =T()r (") —p"T (")
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Tarkastellaan yhtélon oikean puolen jaollisuutta luvulla p. Ilmeisesti
(o) (07)

seka
pHHn-1e | ptir (p(n—1)> '

Delignen arvion nojalla 0 < ¢ < 5. Téten
(n+1)f <11+ (n— 1)

pm | 7 (pé) :

ja lemma on todistettu. O

Téten

Lemma 94. Kun a,b € Z, niin
7(a® + 23b%) # 0.

Todistus. Kirjoitetaan aluksi luvun a? 4 23b? alkutekijihajotelma:
a® +23b% = H pj ,

jolloin
S
7(a® + 23b%) = H T (p?) .
j=1
Osoitetaan seuraavaksi, ettéd tulontekijat ovat nollasta poikkeavia. Edellisestd lemmasta seu-
raa, ettd mikéli 7(p;) # 0, niin myds 7 <p§j> = 0. Riittda siis keskittyd tilanteeseen, jossa
7(p;) = 0 jollakin j. Mikali k; on parillinen, on 7 (p?j ) nollasta poikkeava. Siispé riittéa tarkas-

tella parittomia eksponentteja. Ramanujanin ja Wiltonin lauseen mukaan 7(p) = 0 (mod23)
vain, jos (ﬁ) —1. Siispé p; ei ole nelionjaannos modulossa 23. Resiprookkilain mukaan

(23> <23> = (—1)%

joten (2) = (-2 (&), eli (=2) = (51) (~1)@ V2 (&) = (%) = 1. Siispi 23

a2

ei ole neli6njadnnods modulossa p. Kuitenkin p | (a2 + 2362) eli =23 = §7 (mod23), miki on
ristiriita. g

Vihdoinkin voimme siirtyd varsinaisen lauseen todistukseen.

Todistus. Olkoon kokonaisluku n annettu. Tavoitteemme on 16ytéa toinen kokonaisluku, joka
on suurempi kuin n, mutta mahdollisimman lihelld lukua n sekd muotoa a®+23b2. Kirjoitetaan
a = |/n]. Asetetaan lisiksi h = n — a?. Selviisti (a + 1)2 > n, ja h < 2a < 2y/n. Asetetaan

b= {, /;)J + 1, jolloin 23b% > h, ja a?® + 23b*> > n. Lisiksi

2
['h
232 §23< 23+1> = h + 2V23h + 23.

Tisté seuraa, ettd a2+23b% < n+2v/23h+23 < n+2v/46n'/* 423, miki todistaa viitteen. [



Luku 8

Rankinin arvio Fourier-kertoimien
itseisarvojen summille

Tassa luvussa varsinainen tavoitteemme on todistaa arvio

z(log z) 7% <« Z b(n)| < z(logz) %,

n<x

kun b(n) ovat normeeratut Fourier-kertoimet. Liséiksi maaritamme kelvolliset arvot vakioille
01 ja 9. Todistamme itse asiassa hieman yleisemmén véitteen, eli seuraavan lauseen:

Lause 95. Olkoon F(f3) = 26571 (28 +3%9) —1ja G(B) =2°"1 =1, kun B > 0. Nyt

z (log2)"? < 3 p(n)*? < 2 (log2)" ) kun

n<z
0<B<I.

Tamén todistaminen vaatii melkoisen kasan lemmoja (miké ei varmastikaan kenellekddn
tule yllatyksend). Kiinnitetdén ensin hieman notaatiota. Kirjoitetaan

Bg(s) = Y [b(n)*n"",
n=1

kun 8 > 0. Sarja suppenee itseisesti, kun o = Rs > 1. Kirjoitetaan
b(p) = 2cos b,

missd 0 < 6, < 7 kaikille alkuluvuile p ja kirjoitetaan kaikille kokonaisluvuille r

Pr(s) = H (1 —2p~*cosrf, + p_25)_1 )
P

Nyt padsemme lemmoihin. Aloitetaan lemmalla, jonka todistus sivuutetaan:

Lemma 96. Kun o > 1, voidaan kirjoittaa
Ai(s) = C(s)2(s) H(s)
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ja
As(s) = CO(s)iy (s)tha(s) Ha(s),

missd C(s)a(s), Ya(s), Hi(s) ja Ha(s) ovat itseisesti suppenevia, kun o > 1 ja holomorfisia
funktioita, kun o > 1. Lisdksi funktioilla ((s)2(s) ja 14(s) ei ole nollakohtia, kun o > 1

Todistus. Sivuutetaan. O

Kirjoitetaan nyt fg(x) = fs(z;b,c) = 2P —bx — cx? kun B > 0, 0/legr < 1 ja b ja c ovat
reaalisia. (Néille tullaan valitsemaan sopivat arvot mychemmin. Selvésti fg on jatkuva valilla
[0, 00] ja derivoituva valilld |0, ool.

Lemma 97. Mikdili joillekin arvoille a, b, c ja 8 > 0 pitee
fa(z;bc) <a

kaikilla x € [0, 1], niin silloin kaikille 6 € [0, 7| pdtee

12cos 6% < 2273 (8a + 4b 4 3¢ + 4(b + ¢) cos 20 + ccos 46) .
Toisaalta, jos fg(x;b,c) > a kaikilla x € [0,1], niin silloin kaikille § € [0, ] pétee

12 cos 027 > 22973 (8a + 4b + 3¢ + 4(b + ¢) cos 20 + ccos 46) .
Todistus. Nimé arviot saadaan, kun kirjoitetaan « = cos? 6, ja huomataan, etti

8 (a+ bz + cx2)2 =8(a+ beos? 0 + 600849)2 =8a+4b+ 3¢+ 4(b+ ¢) cos 20 + ccos 46.
O

Voimme jatkaa funktion fgz tarkastelua.

Lemma 98. Mikdli funktio fg on sellainen, ettd

h <é;b,c> =0 ja fa <é;b,0> = fa(1;b,¢),

niin silloin
(356 +2)61F — 12

b=10b := or

ja
~ 36— (58+1)6°7F
N 25

Todistus. Viite seuraa suoraan kirjoittamalla ehdot auki ja manipuloimalla lausekkeita. [J

cC=2C .

Samoin voidaan myo0s todistaa seuraava lemma:

Lemma 99. Mikdili funktio fg toteuttaa ehdot

1 (gitne) = 12 (itne) =0,

niin b = by := (2 — B)2'78 ja c = ¢y := (B — 1)227P, ja 2by + o = 2275,
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Kirjoitetaan nyt gg(z) = fg(z;b1,c1) ja hg(x) = fz(x; b2, c2). Ja voimmekin nyt muotoilla
lemman n&iden suuruudelle.

Lemma 100. Kun 0 <z <1, niin

95(x) < gs(1) ja hg(z) >0,
kun 0 < 8 <1.

Todistus. Huomataan, etta

fa(@;b,c) = B(B — Da?~2 — 2.

titen funktiolla fg on korkeintaan yksi nollakohta, kun z > 0, ja siispd funktiolla f on
korkeintaan kaksi nollakohtaa, kun > 0. Koska gg (%) = gp(1), niin g’ﬁ(:ﬁ’) = 0 jollekin
yksikésitteiselle % <2 <1, ja % ja 2’ ovat funktion gj ainoat nollakohdat vililld 0, 1[.
Vastaavasti voidaan my0s todeta, etta % ja jokin y" vélilla ]O,%[ ovat funktion h’ﬁ ainoat
nollakohdat vélilla ]0, 1[. Nyt

i (5) = (6760 - 05 -2 - 2) = D(3).

1

janyt D(0) = D(1) = 0 ja D(B3) < 0 for 3 €]0, 1[. Téten gz saavuttaa maksiminsa pisteissé g

ja 1, ja funktiolla gg on lokaali minimi pisteessd z'. Vastaavasti
1 _
5 (3) =6 - i - 22

ja tdmé on positiivinen, kun 5 €]0, 1[. Téten hg saavuttaa miniminsé vélilla [0, 1] pisteissé 0

ja %, kun 3 €]0, 1[. Pisteessd 3’ funktiolla hg on lokaali maksimi. Jatkuvuuden nojalla lemma

patee myos reunapisteissa 0 ja 1. O

Aikaisempien lemmojen avulla olemme johtaneet seuraavan tuloksen:
Lemma 101. Jos 0 < 8 <1, niin
9263 (4bg + 3cg + 4(ba + c2) cos 20 + co cos 40) < |2 cos 9|25
< 9263 (8 —4by — bey + 4(by + 1) cos 20 + ¢ cos40) .
Péadsemme vihdoin varsinaisen lauseen todistukseen.

Todistus. Kirjoitetaan

Ag(s) =[] As(s.p),

missa - 26
_ i +1)6
A =1 9 0 28 —s Sln(y P Vs
g(s,p) =1+ [2cosby| p~° + ;:2 T anf,

Majoroidaan tatd summalla

At (s,p) =1+ ut (Bp)p " + D (v +1)"p 7,
v=2
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ja minoroidaan summalla
A7 (s,p) =1+ u"(6p)p",

missié ut(6) ja u () ovat edellisen lemman antamat yli- ja alarajat funktiolle |2 cos 6|’
(namé& luonnollisestikin riippuvat luvusta ). Kirjoitetaan nyt

AE(S) = HA;(s,p) = Z:la+(n)n_s

ja vastaavasti funktiolle AE. Namaé sarjat ovat selvasti itseisesti suppenevia, kun o > 1. Kir-
joitetaan yksinkertaisuuden vuoksi

u"(0) = K + 2L cos 20 + 2M cos 40
ja
u” =k + 2kl cos 260 4+ 2m cos 46.

Nyt funktiot A;g ja AEI voidaan kirjoittaa tuloina

Af = Ry Hy
ja

Ay = ¢Fysel Ha,
missd Hg ja Hy ovat itseisesti suppenevia, kun o > 1 ja holomorfisia, kun ¢ > 1. Funktiot AE
ja AE ovat holomorfisia, kun ¢ > 1 lukuunottamatta singulariteetteja pisteessa s = 1. Téssé

pisteessd, funktiot kiyttaytyvit kuin funktioiden (s — 1)X+5 ja (s — 1)“* vakiomonikerrat.
Delangen ja Ikeharan lauseen mukaan pétee

Z at(n) ~ Ctx (logz)* 171
n<x
ja
Z a” ~C z(logz)" 1,
n<x
missd O ja C~ ovat positiivisia vakioita. Kun 0 < 8 < 1, pitee
K—-L=2"38—6b —7c;)=F(B) +1
ja
k—0=2"7302by + ) = G(B) + 1,

ja vaite seuraakin tésté, silla

> a(n) < S(,28) <Y at(n).

n<z n<lz



