JOHDATUS MODULIMUOTOIHIN JA LINNIKIN ONGELMAAN

RATKAISUEHDOTUKSIA KUUDENSIIN LASKUHARJOITUKSIIN

1. Olkoon E,(z) normeerattu Eisensteinin sarja. Osoitettava, ettd on olemassa
vakiot a ja b, joilla funktion E,(z) Fourier-kertoimille a,, piitee

an® 1 < lan| < bl

Ratkaisu. Olemme aiemmin todenneet, ettd a, =< o,_1(n). Nyt alaraja on
helppo:

ap X 0x—1(n) = nt

Ylaraja saadaan vaikkapa seuraavasti:

1
an <X ox—1(n) = Zd“_l =nr! Z <n (k- 1).

d|n d|n

2. Jatkettava loppuun korollaarin 88 todistus, eli todistettava, ettéa

By, < (/22 M7+ M7/¥) d(q)* log M.
Ratkaisu. Viite seuraa, jos todistamme, ettd

2 7/11 7 r14/11 7/4\ 4 2

B < (q/ MY/ +M/)d (q)1og? M,
onhan positiivisilla reaaliluvuilla a ja b aina va? + b% < a+b. Koska todistettava
epiyhtild on triviaali, kun M < ¢7/%, onhan t&llsin

BX < Md(M) < (q7/8)4/11 M7/11 d(q) — q7/22 M7/11 d(q),

voimme huoletta olettaa, ettd M > ¢7/8.

Aloitetaan muutamalla kétevilld arviolla. Ensiksikin,

q

o(a)

mille tahansa ¢ € R. Multiplikatiivisuuden vuoksi riittdé tarkistaa tdmé vain
alkulukupotensseille p®, missé o € Z., joille

< d*(q)

P P D
= = < (a+1)° =d*(p).
(p(pa) - (1_1) p—1 ( ) ( )

p

Namé tulokset voi yhdistdd sen vuoksi, ettd riittdvan isoilla p tédssd arviossa
esiintyvéksi implisiittiseksi vakioksi voidaan valita yksi. Tulemme arvioimaan,
ettéd
log L < log (q1/8 + d2(q)) < log M
ja
log(LM) < log M.



Korollaarin 88 todistuksen alussa tehtyjen arvioiden nojalla on

2
qS
B2 <« ———.
X LPe%(q)
Vertailemalla tatd lauseen 87 tulokseen ndemme, ettd riittda arvioida

> MlogMlogL _ qd°(q) M log M log M
Lo(q) ¢/ M—3/11
< ¢ MM g (g) Tog? M,

seké samassa hengessé:
¢*d(q) (LM)"/* log® (LM)
©*(q)
< d*(q)d(q) (q7/11 MWL /4 d7/4+5(q)) log? M

< (q7/11 Af4/11 —|—M7/4) d4(q) 10g2 M.

3. Millainen on thetaryhmén I'y perusalue?

Ratkaisu. Luennoilla on todistettu ryhmille SL(2,Z) hajotelma
SL(Q, Z) =Ty UlyT UlyU,

misséd oikean puolen sivuluokat ovat pareittain erillisid. Téméa antaa aiheen
mééritelld ryhmén I'y perusalueeksi

Fy=FUTFUUF,

missd JF on tietenkin vain tavanomainen modulaariryhmén perusalue.
Osoittaaksemme, ettd Fy on tosiaan kelvollinen ryhmén I'y perusalue, on
meidén osoitettava seuraavat kaksi seikkaa:

1. Jokaisella z € H 16ytyy w € Fy, jolle z = Mw jollakin M € I'y.
2. Jos z ja w ovat joukon Fy sisépisteitd ja z = Mw jollakin M € I'y, niin
itse asiassa z = w ja M = +1I.

Osoittautuu, ettd ndmé ominaisuudet seuraavat helposti vastaavista modulaa-
riryhmén perusalueen F ominaisuuksista.

1. Olkoon z € H. Tillsin loytyy w’ € F, jolle pitee z = M’w’ jollakin
M’ € SL(2,Z). Mutta ylld mainitun hajotelman nojalla M’ = MN joillakin
M €Ty ja N € {I,T,U}, mistd seuraa, ettd z = M(Nw'), missi tietenkin
Nw' € Fy.

2. Olkoot z ja w joukon JFy kaksi eri sisdpistettd, joilla z = Mw jollakin
M €Ty. Nyt Az € F ja Bw € F joillakin A, B € {I,T~*,U'}, ja listiksi

Az = AMB~(Buw),

mist# seuraa, etti Az = Bw ja AMB™! = £I, eli M = £A~!'B. On helppo
tarkistaa, ettd ainoa lausekkeen A~'B arvo, joka kuuluu ryhmésn 'y, on +1.



4. Olkoot f ja g painoa k olevia kiirkimuotoja ryhmén SL(2,Z) suhteen ja
olkoon F perusalue. Osoita, etté sisédtulo

(f.9) = / y* £(=) 902 du(z)

F
on hyvin méiritelty (eli ei riipu perusalueen valinnasta), kun du(z) = y~2 dz dy.

Ratkaisu. Olkoon v € SL(2,R), ja tarkastellaan muuttujanvaihtoa w = vz,

missi w = u+iv ja z = x4y, missd puolestaan u, v, x ja y ovat reaalimuuttujia
jav > 0sekd y > 0. Todetaan ensiksi, ettd mitta dljj# sailyy muuttujanvaihdos-
sa invarianttina. Nimittdin, tdmén muuttujanvaihdon jakobiaanideterminantin

itseisarvo on )
1 V2

_|dw
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ja siten

dudv  [O(u,v)|dedy ov?*dady dady

2oy v ety

Oletetaan sitten, ettd v € SL(2,Z), ja todetaan, ettd nyt myos integrandi
sdilyy tarkasteltavassa muuttujanvaihdossa invarianttina:

v v

K

v f(w) g (cz+d)" f(2) (cz+d)" g(z) =y" f(2) g(=).

ez +d*t



