JOHDATUS MODULIMUOTOIHIN JA LINNIKIN ONGELMAAN

RATKAISUEHDOTUKSIA VIIDENSIIN LASKUHARJOITUKSIIN

1. Todistettava

> d(n) = Mlog M + (2y — 1) M + O(M'/3*%),

n<M

Ratkaisu. Kéytetddn luentomonisteen lauseen 80 antamaa katkaistua Voro-
noin summakaavaa parametrien arvoilla h =0, k =1ja N = |M Y 3|. Nyt ky-
seisen summakaavan oikean puolen ensimmaéinen termi antaa suoraan paitermit
M log M +(2v—1) M ja toinen termi on kiinteind Estermannin funktion arvona
varmasti < 1 < M1/3+e,

Arvioimalla summan an N Sisdltdvad termis kolmioepéyhtdlolld sekd ar-
violla d(n) < n® antaa

< M1/4 Z n5—3/4’
n<N

ja koska

N
Z n6—3/4 < 1+/t8—3/4dt < 1+N6+1/4 < M1/12+E/3,
1

n<N

on timé < M1/3Fe,
Lopuksi, katkaistun kaavan virhetermi antaa

< M1/2+6 N71/2 < M1/2+571/6 _ ‘2\4'1/?)4»237
ja olemme valmiit.

2. Osoita, ettd kun k < x'/4~¢ niin

A(:c, Z) < z"/2.

Ratkaisu. Kéytetdén katkaistua Voronoi-tyyppistd summakaavaa parametril-
la N = Lxl/ 2| ja arvioidaan kolmioep#yhtilslld, jolloin eksponentti- ja kosini-
tekijat havidvit, sekd Delignen arviolla:

Zam)e(?)

< kY2 pr/2-1/4 Z la(n)| nR/2=1/4 4 pr/24e N —1/2
n<N
< gl/8—e/2tr/2-1/4 Z ni/2=1/24e—R/2-1/4 | o 1/d—etn/2+e~1/4
n<N
< pr/2-1/8-¢/2 Z nE=3/4 4 4n/2,
n<N



Nyt riittda endan arvioida:

N

Z n5—3/4 <1 +/ts—3/4dt <1 +Ns+1/4 < l‘s/2+1/8.
n<N 1

3. Osoita tehtdvin 2 arvio jollekin laajemmalle joukolle, eli etsi jokin joukko A
vililtd [0, 1], niin ettd kun o € A, niin A(z, o) < /2. Kuinka suuri tdméa joukko
on (asymptoottisesti toki se lihestyy nollaa, mutta jos ajatellaan x kiinnitetyksi,
niin mik& on joukon koko)?

Ratkaisu. Valitsemalla edellisen tehtiivin argumentissa N = |k2/3 /3 | saam-
me arvion A(z, &) <« k2/3 %/271/6+¢" joka pitee kunhan k < z. Nyt jokaisella
a € [0,1], joka on enintdin etdisyydelld % murtoluvusta, jonka nimittaja on
< ;1/ 4=¢ on esitys a = % + 1, missé n K % Nyt osittaisintegroimalla saamme
arvion

(Y e 21 lfA(t,;;) (i

x

k

< xn/Q + l/kQ/S tn/2—1/6+5/ dt + l/tn/2+1/2+5’ dt

x X
k 1

< zH? 4 1 [2/3 pr/245/6+ | 1 <$1/4—e) £/243 /24!
x x
< In/2 + z71+1/67€+1{/2+5/6+51 +x71+n/8+3/875 < xn/2.

Téssé heittomerkit tarkoittavat, ettd kyseiset luvut &' voidaan valita mielival-
taisen pieniksi vield senkin jilkeen kun luvun k ylirajan z'/4~¢ eksponentti on
jo kiinnitetty.

Vilit, joissa olemme todistaneet ylirajan z/2, eli vlit [% — %, % + %], seké
[0,%] ja [1 - %,1], missi % € 0,1, (h,k) = 1 ja k < /47 ovat erillisis,
kun x on riittdvén iso. Nimittdin, kahden peridkkiisen kyseistd muotoa olevan
murtoluvun % ja Z—: etdisyys on

hk — k|1 1
KE | RR gl

Titen sen vélin [0, 1] osan, jossa olemme saavuttaneet halutun ylirajan, pituus
on suuruusluokkaa

it

1 Z p(k) < 1 (11/476)2 =g~ 1/2e,
T T

k<x1/4—5



4. Kuinka suuri ¢(s,r) on suoralla Rs = 251 — ¢, kun

o0
p(s,r) = a(n)n""e(nr),
n=1
T
missa r = E?

Ratkaisu. I'-funktion asymptotiikan antavasta Stirlingin kaavasta [kts. esim.
Steinin ja Shakarchin teoksen Complex Analysis liitettd A] seuraa, etté kiintedlld
o péatee

IT(s)] = \/%|t|07% e <1 +O<|1|)> kun |t| — oc.

Nyt Hecken funktionaaliyhtdlosta seuraa, ettéd

B K—2s 7
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-3 =i

k=1 _
2] e

o0

1426 |, 14+26 la(n)| 1426 |, 1+26

< k' Elnﬁgl+5<<k+ It] .
n—

kun s = 251 — § 4+ it ja |t| — oco.

5. Mikd on summan A(:v, %) tyypillinen koko, kun k < 2'/27¢ (ja 2 — o00)?
(Vihje: Tarkastele nelion keskiarvon kdytostd, kun x — 00.)

Ratkaisu. Luennoilla todistettiin, ettd kun & < X, on

[

kun X — oo, misséi ¢ on vakio. Kun k < X'/27¢ ovat molemmat virheter-

2
doe = ek X5T1/2 4 O(k2 Xma) i O<k3/2 Xn+1/4+e> ,

mit < k X*T1/27¢_eli piitermié pienempiii. Téten itseisarvon nelion ’A(w, %) ’
keskiarvo vililld [X, 2X] on =< k X*~1/2 misti seuraa, ett |A(az, %)| on tyypil-
lisesti suuruusluokkaa = k1/2 Xr/2-1/4,



