JOHDATUS MODULIMUOTOIHIN JA LINNIKIN ONGELMAAN

RATKAISUEHDOTUKSIA NELJANSIIN LASKUHARJOITUKSIIN

1. Osoita, ettd f(2) = 1= (16E4(2) — Ey4 (551)) € My(Ty).

Ratkaisu. Funktio f on suoraan Eisensteinin sarjan E; perusominaisuuk-
sien nojalla holomorfinen puolitasossa H ja pisteessé oo ja lisdksi 2-jaksollinen.
Riittéa siis todistaa modulaarisuusehto

r(-1)=+1e

kaikille z € H, sekd holomorfisuus ¥-ryhmén toisessa kérjessa.

Koska E4 (—%) = 2* E4(z), modulaarisuusrelaatio seuraa jos osoitamme,
etta L
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Toimimalla matriisilla 9 1) € SL(2,Z) ndemme, ettd
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Riittéd endidin tarkastella funktion f |4 U, missid U = <:} (1)>, holomorfi-

suutta pisteessd co. Mutta tdmékin seikka on kunnossa, onhan:
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(15f 4 U)(z) = 162" E4<1 _ i) _ Z4E4<1—;+1>

1 1
=16 274 E4 <—> - 274 E4 <—>
z 2z

=162 21 By(2) — 274 (22)* E4(22)

2. Osoita, ettd 98 = f (missd f on sama kuin ensimmiisessi tehtiviissi). Totea
liséksi, ettd rg(n) = 16 Zdln(_l)n—d 3.

Ratkaisu. Tieddmme jo, ettd 9¥°, f € My(I'y). Todistuksemme idea tulee ole-
maan sama kuin luentojen Jacobin neljdn nelion lauseen todistuksessa. Ké&y-
tdmme luentomonisteen lausetta 56 valinnoilla A = A* =Ty, k =4, ¢ =3 ja
n = 2. Riittéd4, etta vertailemme % +1= 4'1% + 1 = 3 ensimmaéistd Fourier-
kerrointa, ja osoitamme, ettéd todistettavan identiteetin oikea puoli antaa funk-
tion f Fourier-kertoimet.

Aiemmin kurssilla lasketusta Eisensteinin sarjan G4 Fourier-kehitelmiista ja

yleisesti tunnetusta tiedosta ((4) = g—; on helppo laskea, etti

Ey(2) =1+240) a3(n) q".

n=1



Tasté saadaan funktiolle f Fourier-sarja

f(z) = %5 (16E4(z) - E4<Z ;F 1))
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missé
o — 1603(%2) —o3(n), kun 2|n, ja
" o3(n), kun 2{n.

Nyt, jos n € Z, on pariton, niin jokainen d | n on myds pariton, ja tekiji
(—=1)""* on vilttaméitts parillinen, eli

an =o3(n) =Y (-1)"d.

dln

Toisaalta, jos n € Z on parillinen, niin on

SN =Y ()= "d -y dr =2 - d
d| d|

dln d|n d|n din
2|d 2td 2|d
n
=2 (2d)" — o3(n) = 16035 ) — o3(n) = 0.
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Riittd4a enddn vertailla ensimmaéisid Fourier-kertoimia: tietenkin
rg(0) =1, rg(1) =16, ja rg(2)=112.
Toisaalta, funktion f Fourier-kehitelmén vakiokerroin oli 1, ja
161 = 16035(1) = 16,

seka,
1602 = 16 (1603(1) — 03(2)) = 16 (16 — 9) =16 - 7 = 112.

3. Olkoot Fourier-kertoimet a(n) = n(*~1/2p(n) Hecken ominaisarvoja. Osoi-
tettava, ettd télloin Dirichlet’n sarjalla on esitys Eulerin tulona:

B(s) = ib(n) n =] <1 - b;f) + pis)l

n=1 p€EP

Ratkaisu. Olkoon Rs > 1. Koska normalisoidun Hecken ominaisfunktion
Fourier-kertoimet ovat multiplikatiivisia, on

s =120
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Riittéaa siis osoittaa, etti

Ja néin onkin:

1) b)) (b(pé) b(p?) ) b(p) | ~= b(p2) +b(p")
b(p) | ~= b)) b(p) b(p) = b(p")
=1+ 4 AP 14 A .
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4. Olkoot 7= + % ja 7/ = —’TE + . Osoita, ettéd f(7') = (—=1)%/2 2% f(7).

Ratkaisu. Vertaamalla todistettavaa funktionaaliyhtél6d modulimuodon méé-

ritelméian nihdisn, ettéd riittad 10ytad matriisi M = <Z Z) € SL(2,Z), jolle

= fu(r) ja cr+d=iz.
Koska jalkimméainen néisté tarkoittaa sité, etté

ch n ciz Nd—i
— 4+ — =1z
k k ’
on (merkkien valintaa vaille) oltava ¢ = k ja d = —h.
Seuraavaksi todetaan, etté koska

f (T)_Q%er_ah—|—bk;+aiz_g_(ah+bk)i
MUWT etz T T ke k ke
on 7/ = fu(7), kunhan vain @ = —h ja ah +bk = —1, eli kun a = —h ja
b:hﬁfll
k

Lopuksi, niin konstruoitu matriisi M kuuluu ryhméén SL(2, Z), silli

_J hh=1 — hh—1
det k) =hh—k =1.
(35

5. Kirjoita funktionaaliyhtédlon vasen puoli niin, ettd purat gammafunktion in-
tegraaliesitykseen (merk. e (£) = ey (x)):

21

(55) rests.nm - i a(n) ex(nh) 7x el

—/x81f(Z+i]j> dz.
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Ota integraali vililld ]0, 1] erityiseen tarkasteluun, kiyté edellisen tehtéivin kaa-
vaa siihen ja tee muuttujanvaihto niin, ettd integraali vaihtuu vililta ]0, 1] vélille
]1,00[. Summaa tdmé integraali alkuperéisen vilin ]1, oo[ yli olevan integraalin
kanssa yhteen ja manipuloi saavuttaaksesi seuraavan tehtéivin lihtékohdan (ks.
kaavarivi).

Ratkaisu. Ensimmaéiinen tehtdvan osa perustuu sopiviin muuttujanvaihtoihin

I-funktion méérittelevissé integraalissa: kun o > %‘H, on
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Jalkimmaé&inen osa on suoraviivainen:
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Té&ten

(2];)3 I'(s) <,0<s7 Z) = / (f(Z + Z) 57 4" f(—Z + Z) t“_s_l) dt.
1

6. Osoita, ettéd edellisen kohdan kaksi integraalia vélin |1, oo[ yli:

/ (xs_lf (Z + Z:) 4+ (=1)2grlms f (—Z + Z:)) dx
1

ovat yhtépitavid funktionaaliyhtélon oikean puolen kanssa.

Ratkaisu. Merkitéain kyseistd integraalia @ (s, %) On helppo vakuuttua siité,

ettd integraalit @(s, %) ja @(s, —%) suppenevat itseisesti kaikilla s € C ja
vieldpd tasaisesti jokaisessa kompleksitason kompaktissa joukossa ja maégritte-
levit siis kokonaiset analyyttiset funktiot; haviddhan f dérettomyydessé ekspo-
nentiaalisen nopeasti. Mutta nyt néille jatkeille selvisti pétee

<I><S,Z) i"‘@(ns,Z).



Funktioiden ® analyyttisistd jatkeista seuraa, ettd itse asiassa myos go(s7 %) ja

@(s, —%) jatkuvat kokonaisiksi analyyttisiksi funktioiksi, joille on pédettava

(Ere) () oot



