JOHDATUS MODULIMUOTOIHIN JA LINNIKIN ONGELMAAN

RATKAISUEHDOTUKSIA TOISIIN LASKUHARJOITUKSIIN

1. Osoita, etti

Gr(7) = Z (m +nr)~*

m2+4n2#£0;m,neZ

on painoa k oleva modulimuoto, kun k& > 4 on parillinen kokonaisluku.

Ratkaisu. Osoitetaan ensiksi, ettd funktion Gy (7) méirittelevd sarja suppe-
nee itseisesti jokaisella 7 € H.

Merkitééin pisteiden m + nr (m,n € Z) muodostamaa hilaa kirjaimella A.
Olkoon N € Z. mielivaltainen, ja koostukoot Ax niistd hilan A pisteistd, jot-
ka ovat sen suunnikkaan reunalla, jonka kérjet ovat +N + N7 ja £N F NT.
N4itd pisteitd on 8N kappaletta, ja jokainen origosta poikkeava hilan A pis-
te kuuluu tésmélleen yhteen joukoista A1, As, ... Olkoon joukkoa A; vastaavan
suunnikkaan etéisyys origosta d. Joukkoa Apy vastaavan suunnikkaan etéisyys
origosta on télloin Nd. Voimme siis verrata funktion Gy (7) méirittelevii sarjaa
positiivitermiseen sarjaan
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Nyt seitseménnessi tehtidvissi todistetusta funktion Gy (7) Fourier-kehitel-
masté seuraa, ettd se on analyyttinen seké ylemméssd puolitasossa H, etté pis-
teesséd oco. Lisiksi selvisti Gy (7 + 1) = G(7) kaikilla 7 € H.

Riittas siis endén osoittaa, etté

G (-i) = 7"Gy(7)

kun 7 € H:
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2. Konstruoi funktioiden Gy, avulla kiarkimuoto (joka ei ole identtisesti nolla).

Ratkaisu. Seitseménnen tehtévin nojalla modulimuodon G4 Fourier-sarjan
vakiokerroin on 2¢(4) ja modulimuodon G¢ Fourier-sarjan vakiokerroin on 2{(6).
Siisp# painoa 12 olevan modulimuodon ¢?(6) G3—2¢3(4) G vakiokerroin hivii,
eli se on kiarkimuoto. Toisaalta, se ei voi hévitd identtisesti luentomonisteen
lauseen 30 nojalla, joka sanoo, etti modulimuodot G3 ja G2 ovat lineaarisesti
riippumattomia.



b

3. Kirjoitetaan j(g,2) = cz+d, kun g = <(z d

> € SL(2,Z). Osoita, etti

J(9192,2) = (91, 92(2)) j (g2, 2)

ja
(f1(9192))(z) = ((f191) [ 92)(2),
kun g1, g2 € SL(2,Z).

Ratkaisu. Olkoot g; = (Z Z) € SL(2,Z) ja go = <3 §> € SL(2,2), ja

olkoon z € H. Nyt
B * *
9192 = ca+dy cB+dd
ja on helppo laskea

022 dlom,2) = (o S22 4 ) (24 0)

=c(laz+B)+d(vz+9) = (ca+dy)z+ (¢8+dd) = j(g192,2) -

Nyt mielivaltaisella f: H — C pétee

((flg1) ] 92)(2) = (f(g1) 5(g1.-) " | g92) (2)
=f

(91922) 3 (91, 922) " §(92,2) " = f(g1922) (9192, 2) "

= (f | 9192)(2)-

4. Todista: Olkoon M € SL(2,7Z) ja z € H. Tallsin
ord(f,z) = ord(f, M(2)),
kun f on modulifunktio.

Ratkaisu. Olkoon f # 0 modulifunktio, ja olkoon matriisin M alemman rivin
elementit ¢ ja d. Suoraan modulifunktion méa#ritelmén nojalla patee

f(Mz) = (cz+d)* f(2)

kaikissa niissé pisteissd z € H, joissa funktioilla f(M-) ja f(-) ei ole napoja. Kos-
ka lausekkeen (cz + d)k madraamaélla funktiolla ei ole napoja eikéd nollakohtia
ylemmissi puolitasossa, tiytyy funktioilla f(M-) ja f(-) olla samat kertaluvut
kaikkialla.

5. Todista painokaava tilanteessa, jossa perusalueen reunoilla on nollakohtia tai
napoja (jotka eivit ole 4, e™/3 tai e?7%/3). Tarkasti ottaen téssé riittis téydentid
monisteen todistus tdhan tilanteeseen.



Ratkaisu. On tarkasteltava kahta eri tapausta. Jos tarkasteltavalla modu-
lifunktiolla on nollakohta tai napa z ¢ {e”/3,62”/3} jolle Rz = :I:%7 niin
voimme imaginaariakselin suuntaisissa integraaleissa kiertdéd pisteet z F 1 sa-
nokaamme oikealta puolelta pitkin riittdvan pienid yhtenevid z F 1-keskisid ym-
pyrédnkaaria, jolloin integraalit edelleen kumoavat toisensa samasta syysta kuin
alemminkin. (Integrandit ovat yhtd suuret 1-jaksollisuuden takia, integroimis-
tiet kdydddn vastakkaisiin suuntiin.) Toisaalta integroimistie kiertdd pisteen z
tai z + 1 ympéri, mistd saadaan kertaluvun ord(f, z) siséltdvd termi.

Jos taas tarkasteltavalla modulifunktiolla on nollakohta tai napa perusalueen
reunan pisteessi z ¢ {i,e™/3,e™/3} jolle |z| = 1, niin voimme integraalissa
yksikkoympyran kaaren yli kiertdd molemmat pisteet z ja f% ylapuolelta pit-
kin riittdvan pienid yhtenevia z- ja —%—keskisifi ympyrankaaria. Nyt sama aja-
tuksenkulku, joka tuotti termin —2 ord(f,), tuottaa pienisti ympyrinkaarista
rajalla lisdtermit —% ord(f, 2) ja —% ord (f, —%), joiden summa on edellisen har-
joitustehtéviin nojalla —ord(f, z), ja olemme valmiit.

6. Todista: A(z) # 0, kun z € H.
Ratkaisu. Koska A on kirkimuoto painoa 12, on painokaavan mukaan oltava

1 1 . 12
ord(A, 00) + B ord(A,7) + 3 ord(A, e™/3) + Z ord(A, z) = The 1,
zeF\{i,e™/3}
missé on oltava ord(A, oo0) > 1. Mutta nyt varmasti ord(A, c0) =1 ja
1ord(A i)+ 1ord(A e™i/3) + Z ord(A,z) =0
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miké tarkoittaa sitd, ettd modulimuodon A ainoa nollakohta on yksinkertainen
nollakohta pisteessé oo.

7. Osoita, ettd funktion G (z) g-sarja on

Kk [e'e]
Gu(2) = 20(k) + 25, S s ()

kun k > 4, ¢ = €2™% ja 0, = D 4

Ratkaisu. Olemme osoittaneet ensimméisen tehtévin aluksi, ettd funktion
G (z) miirittelevi sarja suppenee itseisesti, ja luennoilla osoitettiin, etti
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Z(nz)k:((k)l)!gnk v

nez

jokaisella z € H.



Nyt voimme pilkkoa funktion G (z) méérittelevin sarjan osiin sen mukaan,
onko n =0 vain # 0:
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