JOHDATUS MODULIMUOTOIHIN JA LINNIKIN ONGELMAAN

RATKAISUEHDOTUKSIA ENSIMMAISIIN LASKUHARJOITUKSIIN

1. Olkoon fj; matriisia M vastaava Mobius-kuvaus. Todista, etté:

Sy (2) = fory (e (2)) -

Ratkaisu. Olkoot M; = (‘c’ Z) € SL(2,Z) ja My = (2‘ g) € SL(2,7), ja

olkoon z € C. Nyt viite seuraa suoralla laskulla:

a‘;ﬁig +b  aaz+aB +byz+bd
fM1 (sz(z)) = az+ B8 =
c +d caz+cB+dyz+dd

yz+9
_ (aa+by) z+aB + bo
~ (ca+dy)z+cB+ds

= fMle (Z) :

2. Todistettava: Olkoon M € SL(2,Z). Nyt
%fM(Z) > 0,

kun Sz > 0.

Ratkaisu. Olkoon siis M = (Ccl Z) € SL(2,Z), ja olkoon z € H. Tillsin
cz+d # 0, silld jos ¢ # 0, niin S(cz 4+ d) = ¢Sz # 0, ja jos ¢ = 0, niin varmasti
d # 0. Nyt voimme laskea

Laz+b S((az +b) (cz+d)) _ (ad —bc) Sz Sz =0
cz+d lez + d| ez + d|? ez + d|

%fM(Z) =S

Ryhmissi SL(2,R) on seuraavanlaisia matriiseja:
[ cosp  singp
k() = ( singp cos gp)
1 =z
n(z) = (0 1)

1/2 0
="y )

Merkitédn ensimmaistd matriisijoukkoa K:lla, toista IN:1&4 ja viimeistd A:lla.
Nyt pédstiin muotoilemaan Iwasawan hajotelma (johon muinoin Turussa opis-
kelijat viittailivat nakkina). Iwasawan hajotelma: On olemassa esitys

SL(2,R) = NAK,
eli jokainen matriisi M € SL(2,R) voidaan kirjoittaa yksikésitteisesti muodossa

M =n(z)a(y) k(p)



missd parametrit méaraytyvat yhtalosta
M(i) = x + yi.

Ryhmé K on pisteen i kiintoryhmé, eli niiden matriisien M € SL(2,R) jouk-
ko joille M(i) = 4. Tamén todistus koostuu seuraavasta kahdesta harjoitus-
tehtavasta.

3. Todista, ettd K on luvun 7 kiintoryhma.

Ratkaisu. Olkoon M = (CCL 2) € SL(2,R). Nyt far(é) = ¢ jos ja vain jos
ai+b .
=1
ci+d ’
eli jos ja vain jos a = d ja b = —c. Mutta determinanttiechdon ad — bc = 1

vallitessa tdmé on yhtéipitdvaid sen kanssa, etté
a=d=cosp ja —c=b=sinp

jollakin ¢ € R.

4. Totea, etti jos M (i) = z+yi, niin M~ n(z) a(y) on pisteen 7 kiintoryhméssi
K, jatodista tdmén avulla Iwasawan hajotelman olemassaolo ja yksikésitteisyys.

Ratkaisu. Koska

Vyi+0

- = +yi,
0+ =

fn(:c)fa(y) (Z) =x+
on

fM*ln(x)a(y) (Z) = fM*l(x + Zlﬂ) =1,
eli M~ n(z)a(y) € K, ja on oltava

ja olemassaolo on todistettu.
Jos lisdksi

M = n(z) a(y) k(=)
joillakin =, ¢ € R ja y € Ry, niin
r+yi = fu(i) = fu@a@r-3 (1) = fa@a@ (i) = 7 + i,
ja on oltava x = T ja y = y. Lopuksi,

k() = M~ ' n(z)aly) = M~ n(Z) a(y) = k(@),

ja yksikasitteisyyskin on todistettu.



5. Mité joukosta

F:{zEH

1 1
>1, ——<Rz< =
2 5<%e< )

tdydennettynd reunakdyrélldén puolitasossa $tz > 0 koostuvalle perusalueel-
le F, tapahtuu, kun sitd siirretddan matriisia (Ol O) vastaavalla Mobius-

kuvauksella?

Ratkaisu. Kyseistd matriisia vastaava Mobius-kuvaus on

1
f=2——H—H,
z
jolle pitee f~! = f ja joka on homeomorfismi.
Tarkastellaan ensin, mitd alueelle F' tapahtuu kuvauksessa f. Joukkoon f[F]
kuuluvat tdsmaélleen ne pisteet z = = + yi € H, joille

1 1 1
>1 j ——<Rl—) <=
Ty <z> 2

Edellinen epédyhtil6istd sanoo tietenkin vain, ettd |z| < 1.
Jalkimméinen epdyhtdld voidaan kirjoittaa muodossa

—|2)? < —2%z < |2,
miké jakautuu kahdeksi eri epayhtaloksi
0<z?—2r+1y° ja 0<a®+2z+y>
Néamé voi edelleen kirjoittaa muodossa
I1<(@—-1)%+9 ja 1<(z+1)7+4%

Y114 mainittujen epédyhtildiden nojalla joukko f[F] koostuu tédsmélleen niistd
ylemmén puolitason pisteisté, jotka ovat origokeskisen yksikkdympyréan sisélld
ja £1-keskisten yksikk6ympyroiden ulkopuolella.

Lopuksi, koska f kuvaa ylemmén puolitason oikean puolikkaan {8z > 0} NH
sen vasemmaksi puolikkaaksi {fz < 0} N H, koostuu f[F] joukosta f[F] varus-
tettuna reunakéyrilldéin joukossa {Rz < 0} NH.

i B A O 0 —-1\. (1 1
6. Esitettdva matriisi (5 3> virittdjien (1 0 ) ja (O 1) avulla.

Ratkaisu. Aloitetaan samassa hengessi kuin luentomonisteen lauseen 12 to-
distuksessa, eli yritetdan pienentéd tarkasteltavan matriisin yldrivin elementteja
ja pitdé ne itseisarvoiltaan kasvavassa jirjestyksessa:

3 0)=G3) G326 D-61)



(1)@ 9)=0 %)

1 —4\ /1 4\
1 =3/\0 1)
On helppo havaita, ettd

(G9-6 )6 )G )

Merkitaan

1 0
1 1

7 4 11y 0 -1
U I G B ()]

Niilld merkinnoilld ylla tehdyt laskut sanovat, etté
MST?ST* = ST~1S 1,

ja siten
M= ST ts-tr=4g-1r=28-1,

).



