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Todennäköisyysavaruudessa Ω = {−1, 0, 1}T , T ∈ N, jossa ω = (ω1, ω2, . . . , ωT ),
ωi ∈ {−1, 0, 1}, olkoon ξt(ω) = ωt, t = 1, . . . , T .

Oletetaan että referenssi todennäköisyyden P :n suhteen, satunnaismuut-
tujat ξt(ω) ovat riippumattomia a samoin jakautuneita jolla

P (ξt = −1) = P (ξt = 0) = P (ξt = +1) = 1/3.

Olkoon F0 = {∅,Ω} triviiali σ-algebra ja filtraatio F = Ft, jossa Ft =
σ(ξ1, . . . , ξt).

Määritellään induktiolla satunnais-prosessit (Zt : t = 0, . . . , T ) and (Xt :
t = 0, . . . , T ) , jossa Z0(ω) = 1, X0(ω) = 0, ja

Zt(ω) = Zt−1
(
1 + rξt(ω)

)
Xt(ω) = Xt−1(ω) + ξt(ω)

jossa −1 < r < 1 n vakio.

1. osoita että (Zt) ja (Xt) ovat (F, P )-martingaaleja. Osoita myös että
Zt(ω) > 0 (P = 1) ja EP (Zt(ω)) = 1.

2. laske ennustettava kovariaatio

〈Z,X〉t =
t∑

s=1

EP (∆Xs∆Xs| Fs−1)

Huomataan että ennustettava kovariaatio riippuu todennäköisyydestä.

3. Osoita että

ZtXt − 〈X,Z〉t

on (P,F)-martingaali.

4. Laske odotusarvo

EP (ZtXt) = EP (Z0X0) + E(〈Z,X〉t)

5. Laske esitykset

Zt = Z0 + (H ·X)t + Z⊥t
Xt = X0 + (K · Z)t +X⊥t

jossa (H ·X)t on martingaali muunnos, Z⊥t on (P,F)-martingaali jolla
〈Z⊥, X〉t = 0, ja X⊥t on (P,F)-martingaali jolla 〈X⊥, Z〉t = 0.
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6. Laske esitykset

Zt = Z0 + (H ·X)t + Z⊥t
Xt = X0 + (K · Z)t +X⊥t

todennäköisyyden P̃ :n suhteen jolla satunnaismuuttujat ξt(ω) ovat myös
riippumattomia ja samoin jakautuneita, mutta

P̃ (ξt = −1) = P̃ (ξt = +1) = 1/2 ja P̃ (ξt = 0) = 0

7. σ-algebrassa FT = σ(ξ1, . . . , ξT ) määritellään todennäköisyysmittaQ ∼
P jolla

dQ

dP
(ω) =

Q(ω)

P (ω)
= ZT (ω).

eli mitan vaihto kaava EQ(V ) = EP (ZTV ) on voimassa kakille FT -
mitalliselle satunnaismuuttujalle V (ω).

Laske satunnaisprosessin ξt(ω) jakauma todennäköisyydenQ:n suhteen,
eli

Q
(
ω : ξ1(ω) = x1, . . . , ξT (ω) = xT

)
jossa xt ∈ {−1, 0, 1}.

8. Laske Xt prosessin Doobin hajotelma Q mitan suhteen filtraatiossa F.
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