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1. Olkoon Xt, Yt jatkuvat polut joilla on olemassa kvadrattiset kovariaa-
tiot [X,X]t, [Y, Y ]t ja ristivariaatio [X, Y ]t.

Osoita että

Zt = exp(Xt −
1

2
[X,X]t)

(
z0 +

∫ t

0

exp(−Xs +
1

2
[X,X]s) d

(
Ys − [X, Y ]s

))
on lineaarisen poluttaisen differentiaali yhtälön ratkaisu

dZt = ZtdXt + dYt, alkuarvolla Z0 = z0 , eli Zt joka toteuttaa

Zt = z0 +

∫ t

0

ZsdX
−
s + Yt − Y0

jossa integraali on poluttainen etuperäinen integraali.

Vihje:

Muistetaan että kun Xt ja Yt ovat jatkuvia ja rajoitetusti heilähteleviä,
eli Var[0,t](X) < ∞ Var[0,t](Y ) < ∞, lineaarisen differentiaali yhtälön
ratkaisu on

Zt = z0 exp(Zt) , kun Yt ≡ vakio. , muuten

Zt = exp(Xt)

(
z0 +

∫ t

0

exp(−Xs)dYs

)
(tarkista !),

ja kun Yt ≡ vakio ja ∃[X,X]t > 0, Ito Föllmerin kaavasta seuraa

Zt = z0 exp
(
Xt −

1

2
[X,X]t

)
Käytä osittaisintegrointikaava

d(XtYt) = XtdYt + YtdXt + d[X, Y ]t

yleisessä tapauksessa.

2. Olkoon Xt jatkuva polku jolla on kvadraattinen variaatio Xt.

Olkoon

X∗t := max
0≤s≤t

Xs

1



joukseva maksimi. Osoita etta kuvaus t 7→ X∗t on jatkuva.

Olkoon F (x, y) ∈ C1,2 eli Fx(x, y), Fxx(x, y), Fy(x, y) ovat olemassa ja
jatkuvia.

Laske moniulotteisen Ito-Föllmerin kaavalla etuperäinen poluttainen
integraali ∫ t

0

Fx(Xs, X
∗
s )dXs

Lakse etuperäinen poluttainen integraali∫ t

0

X∗sdXs

3. Osoita gaussinen osittais-integrointi kaava: jos G ∼ N (0, 1) on stan-
dardi gaussinen, F (G) ∈ C1

(derivoituva jatkuvalla derivaatalla F ′(x) )

EP (F
′(G)) = EP (F (G)G)

Vihje: kirjoita odotusarvo integraalina gaussisen jakauman suhteen ja
käytä perinteista analyysin osittaisintegrointikaava.

4. Miten kirjoitetaan gaussinen osittais-integroinnin kaava satunnaismuut-
tujalle G ∼ N (µ, σ2) ?
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