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Geometria 2012

Harjoitus 2

23.1. alkavalle viikolle
Ratkaisuja (Jani Hannula)

Huom. tehtdvissid 1-4 on jdtetty yksityiskohtia kirjoittamatta ja pyritty
esittamadn ensisijaisesti todistuksen idea, joka on helposti taydennettdivissd.

1. Kahden pylvaéan korkeudet ovat a ja b. Pylvait on tuettu mm. vaijereil-
la, jotka johtavat toisen pylvaéan tyvestd toisen huippuun. Milld korkeudella
nam4 vaijerit kohtaavat toisensa?

Ratkaisu. Olkoon y kysytty korkeus, pylviiden korkeudet a ja b ja muut
etaisyydet kuvan mukaisesti. Kuvan punaiset ja siniset kolmiot ovat keske-

nain yhdenmuotoiset (miksi? kay lédpi kulmat...). Yhdenmuotoisuuden pe-
rusteella saadaan suhteet:

{ (a—y)/y==z/(b—x)
y/(c—y) =z/(b—x)
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Huom. Tidssd olisi voinut [oytdda yhdenmuotoisia kolmioita monella muul-
lakin tavalla...

2. Kaksi ympyraé, joilla on eri keskipisteet, ovat siséikkdin. Suuremmalle
ympyrélle piirretdén janne, joka sivuaa pienempééd ympyrad ja on yhden-
suuntainen ympyroiden keksipisteiden kautta kulkevan suoran kanssa. Osoi-
ta, ettd ympyroiden viliin jaarva pinta-ala on yhtd suuri kuin tdmé jénne
halkaisujana piirretyn ympyréan pinta-ala.

Ratkaisu. Halutaan osoittaa, ettd isomman ja sisemmén ympyran pinta-

alojen erotus on yhté suuri kuin ympyrén ala, jonka halkaisija on konstruoitu



janne. Tama saadaan osoitettua, jos pystytddn osoittamaan, ettd kuvan mu-
kainen halkaisijalle piirretty ison ympyréan keskipisteen kautta kulkeva nor-
maali puolittaa jénteen.

Kuvan kolmio ABC' on tasakylkinen (kylkind isomman ympyrén sidde).
Suoralle AB piirretty pisteen C' kautta kulkeva normaali puolittaa janteen,
silld kolmio ABC' oli tasakylkinen. Liséksi janan E'C' pituus on yhtd suuri
kuin sisemmén ympyran side (suorat yhdensuuntaiset).

Siispé janne halkaisijana piirretyn ympyran sdde saadaan Pythagoraan
lauseen avulla. Laskemalla huomataan, ettéd ala on todellakin sama kuin isom-
man ja sisemmén ympyran alojen erotus.

3. Kaksi ympyrié leikkaa toisensa pisteisséd A ja B. Pisteestd A piirretdan
molempiin ympyréihin halkaisijat AC' ja AD. Osoita, etta pisteet B, C' ja D

ovat samalla suoralla.

Ratkaisu. Viite voidaan todistaa ndyttamallé, ettd kulma ZC'BD on oi-

kokulma. Téhin paddytddan esimerkiksi merkitsemalld ZAO'B = «, jolloin
ZO'AB =90° —«/2 ja ZO'BA = 90° — /2, silla kolmio AO’B on tasakylki-
nen. Samoin jos ZAOB = 3, niin ZOAB = 90°—3/2 ja ZOBA = 90° — 3/2,
silld kolmio AOB on niin ikéén tasakylkinen.

Myds kolmiot COB ja BO'D ovat tasakylkisia. Lisiksi ZAOB+/COB =
180° ja LAO'B + £ZBO'D = 180°. Nain saadaan laskemalla kulmat kulma



ZCBD oikokulmaksi.
Huom. wvield paljon helpommalla selvitddn, kun muistetaan usein koulussa
lauseena esitetty tieto, ettd ympyrdin halkaisijalta kehdlle pivrretty kulma on

suora...

4 Kulma AOG on 60°. (Piste O on sen kérki.) Kyljelle OA merkitaéan
(téassa jdrjestyksessd) pisteet B ja C niin, ettd janat OA, AB ja BC ovat
yhta pitkid. Kyljelle OG merkitdédn piste D niin, ettd janat OC ja OD ovat
yhté pitkid. Piirretddn ympyré, jonka keskipiste on O ja sédteené jana OC.
Pisteiden C' ja D viliin jaaville kaarelle merkitdan pisteet E ja F' niin, etté
janat C'E ja DF ovat yhta pitkid kuin jana OB. Laske kulmat COF, EOF
ja FOD.

Ratkaisu. Konstruktiossa syntyvét kolmiot COFE ja FOD ovat tasakyl-

kisia. Merkitdéan niiden kylkien pituutta 3a:lla. T&lloin, jos kolmioille COE
ja FOD piirretdén korkeusjanat, saadaan kanta (jonka pituus on 2a) puoli-
tettua. Nyt kysytyt kulmat saadaan laskettua trigonometristen funktioiden
avulla. Kulma a saadaan, silld cosa = 1/3. Ja néin saadaan kulma ZCOFE
ja edelleen saadaan myos kulma ZEOD jne.



5. Tarkista lauseen 1.2.1 todistuksesta sivulla 5, miksi suora GE ei kulje
kolmion ACF minké&én kérjen kautta.

Ratkaisu. Osoitetaan, ettd suora GE ei kulje pisteen A kautta. Jos suora

G FE kulkee pisteen A kautta, piste G on suoralla AE = AF. Mutta piste G oli
suoralla F'C' (joka oli eri suora kuin AF'), jolloin olisi oltava G = F’ (osoitetaan
seuraavassa tehtdvéassi), mikd on ristiriita. Muut tapaukset voidaan késitella
samoin.

6. Tehtava 1 sivulta 7.

Ratkaisu. Olkoon eri suorilla a ja b yhteinen piste A. Tehdain vastaoletus:
suorilla a ja b on my0s toinen yhteinen piste B # A. Télloin aksiooman 1
perusteella a ja b ovat sama suora. Ta4méa on ristiriita oletuksen kanssa, joten
eri suorilla voi olla korkeintaan yksi yhteinen piste.

7. Tehtava 2 sivulta 7.
Ratkaisu. Olkoon AB jana ja olkoon C'D sama jana. Oletetaan, etté piste

C ei ole kumpikaan pisteistd A, B.

e Tapaus 1: Oletetaan, ettd D on jompikumpi pisteistd A, B.

Jos A = D, piste B on A:n ja C:n viilisséi, koska B on janan CD = CA
piste, ja C' on A:n ja B:n vilissi, koska C' on janan AB piste. TAmé&



on ristiriita aksiooman 5 kanssa, jonka mukaan kolmesta saman suoran
pisteesté korkeintaan yksi voi olla kahden muun vélissé. Samoin tilanne
D = B on mahdoton.

e Tapaus 2: A, B, C' ja D ovat eri pisteité.

Lauseen 1.2.3 perusteella pisteet A,B,C' ja D voidaan asettaa jarjes-
tykseen. Tieddmme, ettd C' on janan AB pisteend A:n ja B:n vilissd ja
B on janan CD pisteend C':n ja D:n vilissd. Lauseen 1.2.3 perusteella
C on janalla AD. Mutta silloin C' on A:n ja D:n vilissd samoin kuin A
on janan C'D pisteend C' ja D:n vilissd. TAmé on ristiriita aksiooman
5 kanssa.

8. Tehtava 3 sivulta 7.

Ratkaisu. Tehddan vastaoletus: suora a leikkaa kolmion ABC sivun C'A

pisteessd, P, sivun AB pisteessi () ja sivun BC' pisteessd R. Lauseen 1.2.2.
mukaan pisteistd P, (), R tasan yksi on kahden muun vilisséd. Oletetaan, etté
@ on P :n ja R vilissd (lopussa huomataan, ettei tilld oletuksella ollut
merkitystd). Oletuksen mukaan C' ei ole suoralla PR. Siis PRC' on kolmio.
Suora AB leikkaa tdmén kolmion sivun PR. Paschin aksiooman mukaan se



leikkaa ainakin toisen sivuista PC' ja RC'. Oletetaan, etté AB leikkaa janan
RC' (tallakaan ei ole oleellista merkitystd) pisteessd D. Pisteiden B ja D
kautta kulkee vain yksi suora, joka on AB. C' on suoralla BD, joten C' on

suoralla AB. Taméi on ristiriita oletuksen kanssa, silld oletuksen mukaan
ABC oli kolmio.



