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Harjoitus 9

26.3. alkavalle viikolle
Ratkaisuja (Jani Hannula)

1. Viisélan tehtéva 353 sivulta 110. (Piirrettédva mielivaltainen nelikulmio
ja sitten sen kanssa yhdenmuotoinen nelikulmio a) mittakaavassa 3 : 5 b)
siten, ettd annetun nelikulmion tietyn sivun vastinsivu on tunnetun janan
suuruinen.)

Ratkaisu. a)

—
-——

e Valitaan mielivaltainen homotetiakeskus. Piirretdan puolisuorat anne-
tun nelikulmion kérkipisteiden kautta.

e Jaetaan saadut janat viiteen osaan. (Janan jako viiteen osaan: Piir-
retddn puolisuora ja viiteen osaan jaettavaksi haluttu jana alkamaan
samasta pisteestd (mutta ei yhdensuuntaisiksi). Muodostetaan puoli-
suoralle harpin avulla jana, jossa on viisi samanpituista patkda. Yhdis-
tetddn uuden janan ja annetun janan paétepisteet (eli tehdédén kolmio).
Siirretddn nyt saadun kolmion kulma kaikille uuden janan jakopisteil-
le, jolloin yhdenmuotoisuuden perusteella saadaan myos annettu jana
jaettua viiteen osaan.)



e Nyt haluttu yhdenmuotoinen nelikulmio saadaan, kun homotetiakertoi-
meksi valitaan 3/5 eli "kuljetaan” homotetiakeskuksen ja nelikulmion
kérjen vilisestd janasta 3/5.

e Siirretdén “tunnettu” jana (kuvassa siniselld) vastinjanan kanssa yh-
densuuntaiselle suoralle. Piirretédén suorat, jotka kulkevat janojen péa-
tepisteiden kautta. Ndin maardytyy homotetiakeskus.

e Piirrteddn homotetiakeskuksesta puolisuorat myos kahden muun neli-
kulmion kérjen kautta.

e Siirretddn venytettdvin nelikulmion kulmat yksi kerrallaan syntyvasan
uuteen nelikulmioon.
2. Johda Heronin kaava.

Ratkaisu. Katso Vaisala s. 124.

3. Viisdlan tehtdva 416 sivulta 134. (Piirrettdava ympyré, joka sivuaa
annettua suoraa ja kulkee kahden annetun pisteen kautta.)

Ratkaisu. Olkoon annetut pisteet A ja B. Piirretdéan naiden kautta suora.
Merkitéaén suoran AB ja annetun suoran leikkauspistettda P:114. Nyt pisteen



potenssiin nojautuen voidaan todeta, ettd pisteelle C, jota etsitéddn annetulta
suoralta on péadettavé.:

PC? = PA- PB.

Siis janan PC on oltava janojen PA ja PB keskiverto. Témé osataan kon-
struioda (ks. harjoitus 8 tehtdvé 2): muodostetaan yhdenmuotoiset suorakul-
maiset kolmiot, joiden kateetteina ovat janat PA ja PB. Kun piste C on 16y-
detty, loydetdan ympyréan keskipiste esimerkiksi annetun suoran normaalin,
joka kulkee pisteen C' kautta ja janan AB keskinormaalin leikkauspisteesté.

4. Viisalan tehtava 427 sivulta 135. (Edellinen tehtéva ratkaistava homo-
teettisuuteen nojautumalla)

Ratkaisu. Olkoon annetut pisteet A ja B. Piirretdén janalle AB keski-
normaali. Valitaan keskinormaalin ja annetun suoran leikkauspiste homo-
tetiakeskukseksi. Piirretdén pieni "apuympyra” (vrt. harj 6 teht 5.), jonka
keskipiste on keskinormaalilla ja joka sivuaa annettua suoraa. Nyt pyritddn
homotetialla venyttaméian apuympyré sellaiseksi, ettd se kulkee pisteiden A
ja B kautta.



Piirretdén homotetiakeskuksesta puolisuorat pisteiden A ja B kautta. Siir-
retddn nyt esimerkiksi kuvassa oleva apuympyraén liittyva vihred ja punai-
nen kulma pisteille A ja B. Nyt 16ydetdén suoralta sivuamispiste halutulle
ympyrélle (vihredn kulman avulla) ja keskipiste (punaisen kulman avulla).
(Huom: keskipiste olisi riittanyt.)

5. Osoita, ettd homotetia kuvaa kolmion yhdenmuotoiseksi kolmioksi.

Ratkaisu. Olkoon homotetiakeskus O ja kuvattava kolmio ABC ja karkia
vastaavat kuvat homotetiassa A’, B’ ja C’. Nyt kolmiot OAB ja OA’'B’ ovat
yhdenmuotoiset (sks). Vastaavasti kolmiot OCB ja OC'B’ ovat yhdenmuo-
toiset (sks) ja kolmiot OCA ja OC'A’ ovat yhdenmuotoiset (sks). Siis itse
asiassa

AB BC AC

AB T BCT ACT
silla homotetiakerroin & on vakio. Siis kolmiot ABC ja A’B’'C" ovat yhden-
muotoiset (sss).

6. Osoita, ettd homotetia kuvaa suoran suoraksi.
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Ratkaisu. Olkoon O homotetiakeskus ja kuvattava suora pisteiden A ja

B mé#rdamé suora. Oletetaan, ettd homotetiakeskus ei ole suoralla AB. Ol-
koon A’ ja B’ pisteiden A ja B kuvat homotetiassa. On osoitettava, ettd jos
piste C' on suoralla AB, sen kuva C’ on suoralla A’B’ (ja liséksi jokainen suo-
ran A’B’ piste on jonkin janan AB pisteen kuva). Kolmiot OAB ja OA'B’
ovat yhdenmuotoiset (sks). Siis AB||A’B’. Samoin OAC ja OA’C’ ovat yh-
denmuotoiset (sks) ja siis AC||A’C’. Néin ollen A’, B’ ja C” ovat samalla
suoralla. Liséksi jokainen suoran A’B’ piste on jonkin suoran AB pisteen ku-



va, silld jos homotetiakerroin oli k& saadaan miki tahansa suoran A’B’ piste
kuvattua suoralle AB, jos homotetiakerroin on 1/k.

(Huom. tapauksessa, jossa homotetiakeskus olisi ollut suoralla AB, myos
kaikki kuvapisteet olisivat olleet suoralla AB.)

7. Osoita, ettd homotetia kuvaa ympyran ympyréksi.

Ratkaisu. Olkoon homotetiakeskus O, kuvattavan ympyran keskipiste K

ja piste A ympyrdan kehélld kuvan mukaisesti. Pisteet K ja A méaraavit
ympyran I'. Nyt pisteiden K ja A kuvat K’ ja A’ homotetiassa maaraavit
ympyran IV, Ndytetdan, ettd miki tahansa piste B, joka on ympyrén I' kehil-
14, kuvautuu homotetiassa ympyralle IV. Tamaé seuraa yksinkertaisesti siité,
ettd kolmiot KAB ja K'A’B’ ovat yhdenmuotoiset (tehtdva 5). Nidin myos
saadaan kaikki I":n pisteet, silld jos homotetiakerroin oli k, niin miki tahansa

[":n piste kuvautuu vastaavasti I':n pisteeksi, kun valitaan homotetiakertoi-
meksi 1/k.

8. Oheinen kuva on piirretty harpilla ja "ra&atéaloidylla” viivaimella, johon
on merkitty kaksi pistetta, joiden etéisyys on 1. Ensin piirretdéin tasasivui-
nen kolmio ABC, jonka sivun pituus on 1. Sitten jatketaan kylkei AB ja
merkitddn piste D niin, ettd janan BD pituus on myos 1. Sitten piirretdén
suora DC. Tamén jélkeen otetaan merkitty viivain kayttoon: asetetaan se



niin, ettd piste A on viivaimen merkitsemélld suoralla ja viivaimeen merkityt
pisteet osuvat suorille BC ja DC. Niin saadaan pisteet G ja H, joiden vélinen
etdisyys on 1.

Onko janan AG pituus v/2, kuten kuvaan on merkitty?

0.5

taisi tulevan melko sotkuisia asetti kuvion koordinaatistoon miten péin ta-
hansa, joten tyydytaén esitteleméén ratkaisun idea. Asetetaan kuvio koordi-
naatistoon kuvan mukaisesti. Nyt punaisella ja siniselld merkittyjen suorien
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(k ja ) yhtédlot saadaan selville (y = 0 ja y = \/Lgx - \/Lg) Jatetadn vihrean

suoran m kulmakerroin parametriksi (kulkee pisteen (3, ‘/73) kautta) ja rat-
kaistaan suorien k ja m seké suorien [ ja m leikkauspisteet (kulmakerroin
edelleen muuttujana).

Tamaén jilkeen ratkaistaan kulmakerroin, kun tiedetdén ettd nédiden leik-
kauspisteiden etdisyys on oltava 1. Nyt tutkittava etédisyys voidaan ratkaista

pisteen (%, ‘/75) ja suorien k£ ja m leikkauspisteen vélisend etdisyytend.



