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Geometria 2012

Harjoitus 8

19.3. alkavalle viikolle
Ratkaisuja (Jani Hannula)

1. Oletetaan, ettd ABC'D on nelikulmio. Piirrd harpin ja viivaimen avulla
kolmio FFG, jolla on sama pinta-ala.

Ratkaisu.

Piirretdédn nelikulmiolle 1avistédja a.

Piirretdén syntyville kahdelle kolmiolle korkeusjanat hy ja hy. (Kon-
stroimalla normaalit lavistédjille a.)

Siirretddn toinen korkeusjanoista toiselle normaalille kuvan mukaisesti.

Nyt syntyvan kolmion pinta-ala on haluttu, silla
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2. Oletetaan, ettd ABC' on kolmio. Piirrd harpin ja viivaimen avulla nelio
DEFG, jolla on sama pinta-ala.

Ratkaisu.

e Piirretddn kolmiolle korkeusjana. Kolmion pinta-ala on (kuvan merkin-
noin) ab/2.

e Haetaan korkeusjanan keskipiste (konstruoimalla keskinormaali). Mer-
kitéaéan b/2 = ¢, jolloin kolmion pinta-ala on siis ac. Etsitaén siis sellaista
nelién sivua x, jolle pitee 2% = ac.

e Siirretddn janat a ja ¢ samalle suoralle kuvan mukaisesti. Konstruoidaan
suorakulmainen kolmio kuvan mukaisesti.

e Jo aiemmista harjoituksista on tuttua, ettd nyt syntyy yhdenmuotoisia
kolmioita ja kuvaan piirretyn korkeusjanan pituus todellakin on /ac
yhdenmuotoisuuden perusteella. Tdmé& huomataan, jos merkitdan kor-
keutta h:lla ja kirjoitetaan yhdenmuotoisuudesta seuraava tieto:

h
Ez%i%ﬂzac.

e Siispé nelio saadaan ottamalla kyseinen korkeusjana sivuksi.



3. (a) Jaa harpin ja viivaimen avulla annettu jana jatkuvaan suhteeseen
eli kultaisen leikkauksen suhteeseen.

(b) Jos janan pituus on a ja jana on jaettu jatkuvaan suhteeseen, niin
kuinka pitkié ovat osat?

Ratkaisu.
(b) Jana on jaettu jatkuvaan suhteeseen eli kultaiseen leikkaukseen jos
péatee

X

a
xr a—2x

missd a on koko janan pituus ja missd x ja x — a ovat janan osien pituudet.
T&amaé tarkoittaa siis, ettd on oltava

2* +ar —a* = 0. (1)

V5—1
2

Kun yhtélosta (1) ratkaistaan positiivinen juuri, saadaan = = a, jolloin
toiseksi osaksi jad a — x = %ga.

(a) Kuvan konstruktiossa konstruoidaan janan, jonka pituus on a pééte-

pisteeseen suora kulma (konstruoidaan suoralle normaali) ja erotetaan nor-
maalista jana, jonka pituus on a/2. Piirretdén hypotenuusa ja erotetaan siita
jana, jonka pituus on a/2. Siirretédén jéljelle jaéva osa hypotenuusasta alku-
periiselle janalle. Nyt Pythagoraan lauseen avulla voidaan todeta, ettd saatu



jako on haluttu (eli toteuttaa (b) -kohdan vaatimuksen). (Kyse on siité, etté
)

hypotenuusan pituus on 5.

4. Oletetaan, ettd ympyréan sdde on a. Madritd ympyrén sisélle piirretyn
sdaannollisen 10-kulmion sivun pituus.

Ratkaisu. Sdannolisen 10-kulmion voidaan ajatella koostuvan kuvan mu-

72°
36°

kaisista kolmioista. Olkoon 10-kulmion sivun pituus x. Jos katsotaan jostakin
taulukosta trigonometristen funktioiden tarkkoja arvoja, saadaan x = @a
(koska on esimerkiksi oltava cos 72° = %) Mistéd tdmé oikeastaan johtuu?
K. Viisdlan Geometrian sivulla 129 on téhén vastaus: kun 72° kulma puo-
litetaan, syntyy yhdenmuotoisia tasakylkisid kolmioita, joista saadaan tdméa
tulos.

5. Selvité, miten harpilla ja viivaimella piirretdin sdénnéllinen 10-kulmio.

Ratkaisu. Edellisessé tehtavissd huomattiin, ettéd sddnnollisen 10-kulmion
sivun pituus on sama, kuin sédteen pidemmén osan, kun sédde on jaettu jat-
kuvassa suhteessa. Siispd konstruoidaan (esim. tehtdvin 3a tavalla) siteelle
kultainen leikkaus ja siirretdén syntyvé pienempi jana ympyréan jénteeksi ja
tehdaén vield yhdeksédn samanpituista jannetta lisaa.

6. Selvita, miten harpilla ja viivaimella piirretdan sdannollinen 5-kulmio.

Ratkaisu. Konstruoidaan sdénnéllinen 10-kulmio ja yhdistetdin joka toi-
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nen karki toisiinsa.

7. Tehtéva 400 Viisaldn sivulla 129. (Kun sddnnolliseen viisikulmioon
piirretddn kaikki lavistdjat niin, muodostuu toinen sdénnoéllinen viisikulmio.
On néytettava, etté sen sivu = alkuperéisen viisikulmion sivun pienempi osa,
kun sivu on jaettu jatkuvaan suhteeseen.)

Ratkaisu. Kuvassa nikyvat vihredt kulmat ovat yhta suuret, silld 1dvis-

tajan ja b-kulmion sivujen muodostama kolmio on tasakylkinen. Siispd myos
kolmiot, joissa on punaiset kulmat ovat tasakylkisid. Ja tédten edelleen myos
kolmio, jossa on siniset kulmat on tasakylkinen.

Taméa pohdiskelu tahtéda siihen, ettd pyritddan ndyttamaéadn, ettd v = «a,
jolloin kolmiot ADB ja BAC ovat yhdenmuotoiset (kk). TAmé pystytdan
nayttdméén silld sdannollisen 5-kulmion kulmien suuruus on 108°. (Tamén
voi todeta katselemalla tehtdvin 4 kuvan kaltaisia kolmioita.) Téastd seuraa,
ettd on oltava a = 36°, silld pitda olla 2a + 108° = 180°. Toisaalta on oltava
2a + v = 108°, joten on oltava myos v = 36°.

Siis myos kolmio BAC on tasakylkinen ja AADB ~ ABAC. Nyt saadaan



yhdenmuotoisuuden perusteella:

BC _ AB
BA  AD’

miké oli itse asiassa todistettava.

8. Maanantain luennolla merkittiin
K[V(#E)]={a+Wk|aec Kjabe K}

jaliitettiin tdmén "kuntalaajennuksen toistaminen harppi-viivainkonstruktioihin.

Onko
QVDVE] = {a+bV2+ V3 | a,b,c € Q}

(Téssd Q on rationaalilukujen joukko.) Vihje: kuuluuko v/6 vasemmanpuo-
leiseen joukkoon? Enté oikeanpuoleiseen?

Ratkaisu. Vihje antaa ymmértid, ettd viite ei pade ja ettd /6 olisi erds
luku, joka kuuluu toiseen joukkoon, muttei toiseen. Néytetidn, etté /6 kuu-
luu vasemmanpuoleiseen joukkoon, muttei oikeanpuoleiseen.

Luvut 0 ja v/2 kuuluvat joukkoon Q[\/ﬁ] silla:
0=0+0v2 ja V2=0+1V2
Luku /6 kuuluu niin ollen joukkoon (Q[y/(2)])[v/3] silli:

V6 =0+ v2V3.

Jos v/6 kuuluisi myos oikeanpuoleiseen joukkoon, olisi oltava sellaiset
a,b,c € Q, etté:

V6 = a—+bvV2+ V3.

Kirjoitetaan tdméa viite hieman toisessa muodossa ja johdetaan ristiriita.
Askeinen tarkoittaa, ettd on oltava sellaiset d, e, f € Q, ettéd

V6+ V3 = d+eV2

& (WV2+H)V3 = d+eV2
d+ e\?2

eV = g



Alkuperiinen viitteemme on siis yhtéipitivii sen kanssa, ettd v/3 € Q[v/2].
Tamaé tarkoittaa, ettd on oltava sellaiset g, h € Q, etté

V3 =g+ hv2.

Jatketaan ristiriidan metsastysté:

V3 = g+hV/2
=3 = ¢°+29hV2+2h%

Jos gh # 0, voidaan dskeinen yhtélo jakaa gh:lla ja ndin padadytddn tilan-
teeseen, ettd on oltava v2 € Q, miké on ristiriita. Kéydaan siis vield lapi
tilanteet g = 0 ja h = 0.

Jos h = 0, saadaan g = /3, miké tarkoittaa ettd v/3 € Q, mikd on
ristiriita.

Jos g = 0 kéytetddn tietoa, ettd koska h oli rationaaliluku se voidaan
ilmaista muodossa p/q, missi p,q € Z, q¢ # 0 ja p:lld ja ¢:lla ei ole yhteisid
tekijoitd (ts. murtolukuesitys on loppuun asti supistettu). Nyt saadaan:

2
3 = L.
q
o3¢ = 2%

Nyt on oltava luvun 2p? jaollinen kolmella, miké tarkoittaa, ettd myos luvun
p on oltava jaollinen kolmella. Siis voidaan kirjoittaa p = 3r, jollakin r € Z.
Néin ollen

3q2 — 2p2
= 3¢° = 2(3r-3r)
sq¢* = 23,

miki tarkoittaa, ettd ¢ on jaollinen kolmella, josta seuraa, etti myds ¢ on
jaollinen kolmella. Nyt saatiin ristiriita sen kanssa, etta p:lla ja g:lla ei ollut
yhteisié tekijoita.



