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Harjoitus 7

12.3. alkavalle viikolle
Ratkaisuja (Jani Hannula)

1. Sdénnollisen tetraedrin sdrmé on a. Pallo, jonka séde on r sivuaa tet-
raedrin jokaista tahkoa. Tetraedrin kérjet ovat sellaisen pallon pinnalla, jonka
sidde on R.

(a) Maarité r;

(b) méaaritd R.

(c) Suunnittele (toteuta) havaintovélineitd tehtdvéan helpottamiseksi.

Ratkaisu. a) Aikaisemmissa harjoituksissa on todistettu useita sddnnol-
liseen tetraedriin liittyvid tuloksia. On opittu, ettd sddnnéllisen tetraedrin,
jonka sirmé on a korkeusjana (kun tetraedria ajatellaan kartiona) on ‘/?ga.
Lisdksi on huomattu, etté korkeusjana osuu pohjatahkon mediaanien (eli kes-
kijanojen) leikkauspisteeseen. Toisaalta todistettiin, ettd tetraedrin kérjestd
vastaisen tahkon keskijanojen leikkauspisteeseen vedetyt janat (jotka ovat
siis tésséd tapauksessa myos korkeusjanoja) leikkaavat samassa pisteessd, ja
ne jakavat toisensa suhteessa 3 : 1 (kérjesta lukien).

Niin ollen huomataankin, etté tetraedrin sisélld oleva piste, josta etéisyys

jokaiseen tahkoon on sama, on korkeusjanojen leikkauspiste ja saadaan:

1 VBB
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b) Vastaavasti saadaan:
3 6 6
AP

c¢) Kéy Origo-luokassa (C322) ihmetteleméssé sinne kasattua sdédnnollisté
tetraedrial

2. Ratkaise yhtalo
(a) sin 2z = sin x;



(b) sin2x = —sin .

Ratkaisu. Muistutellaan aluksi mieleen yksikkdympyraé ja (koulumaail-

(cos x, sin x)

massa esiintyvid) tietoja sini- ja kosinifunktioista. Sinifunktiolle pétee kai-
killa z € R ja kaikilla n € Z, ettd sin(z) = sin(z + 27n), mutta myos
sin(xz) = sin(m — x + 2mn) (katso kuvaa). Kosinifunktiolle taas pétee kai-
killa z € R ja kaikilla n € Z, ettd cos(x) = cos(x + 27n), mutta myos
cos(x) = cos(—x + 2mn).

a) Kaytetadn dskeisid tietoja:

sin2x = sinzx

& 2x = x + 21 tai 20 =m—x + 21N
= 2 tal 7T—|—27Tn
T = 21mn al r=—+—
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missd n € Z.
b) Tamé& voitaisiin ratkaista samantapaisesti kuin edellinen, mutta teh-



dédén hieman eri tyylilla:

sin 2x
& 28inx cosx
& 2sinxrcosx +sinx

& sinx(2cosz + 1)

< sine =0
< sinz =0
S r=1n

missa n € Z.

= —sinzx
—sinx
0
=0
tai 2cosxz+1=0
1
tal CoOsST = ——
2
) T . 27
tail x:?+27m tail x:—?+27m.

3. Ratkaise yhtlo 2sin?z — sina = 0.

Ratkaisu. Merkitédan sinx = t. Nyt

2¢in’x —sinz =0 <
=
=

=

=

missi n € Z.

22—t =0
t(2t —1)=0
t=0 tai 2t—1=0

sinz =0 tal sinx = —

2

. s ) 5%
r=nm tai x:6+27m tai x:F+27m,

4. Ratkaise yhtdlo sinz + v/3cosz = 1. Kannattaa ottaa kiyttéon apu-

muuttujat = ja t ja "sijoittaa” 1 = rsint ja v/3 = rcost.

Ratkaisu. Toimitaan ohjeen mukaisesti: sijoitetaan alkuperéiseen yhté-

166n 1 = rsint ja v/3 =

rcost. Mietitdan ennen sitd kuitenkin mita tama

tarkoittaa. Ehdoista 1 = rsint ja V3 =rcost seuraa, ettd on oltava

sint =1/r
cost = \/§/r

Taméan hahmottamiseksi auttanee oheinen kuva. On siis oltava r = 2 ja
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t = 7/6. (Tai oikeastaan t = m/6 + 27n.) ! Sijoittamalla saadaan:

sinz +V3cosz =
< rsintsinz + rcostcosx
< r(cosx cost + sinx sint)

s rceos(z—t) =

& cos(z —t) =

@cos(x—%) =

- T 27r+2 tai T 27T+2
r——==— n ai r——==—— n
6 6 " 6 6 "

T ) s
<:>a::§+27m tai x:—6+27m,

missa n € Z.

5. Tehtava 35 sivulla 20. (Osoita: Jos ABC'D on jénnenelikulmio, niin
ZABC ja ZCDA ovat vieruskulmia.)

Ratkaisu. Se, ettd ABCD on jannenelikulmio tarkoittaa, ettd on olemas-
sa sellainen ympyra I', ettd A, B,C, D € I'. Tilanne on siis oheisen kuvan
mukainen. Lauseen 1.6.8. (kehdkulmalause) perusteella:

LOikeasti ratkaisuksi kelpaa myos r = —2 jat = %’T, mutta tdméa padtyy lopulta samaan
tulokseen.



/ACB= /ADB ja /BAC = /BDC. (1)

Lauseen 1.5.4. ("kolmion kulman vieruskulman on oltava yhté suuri kolmion
kahden muun kulman summan kanssa”) perusteella kulman ZABC' vierus-
kulman on oltava yhteneva kulman Z/BAC + ZACB kanssa. Nyt siis koh-
dan (1) perusteella kulman ZABC' vieruskulman on oltava yhteneva kulman
/BDC + ZADB kanssa. Mutta kulma ZC' DA on yhteneva tdmén kanssa.
Siispa kulmat ZABC ja ZC' DA ovat vieruskulmia.

6. Tehtava 36 sivulla 20. (Osoita: Jos C' ja D ovat eri puolella suoraa AB
ja kulmat ZAC'B ja ZADB ovat toistensa vieruskulmia, niin A, B, C' ja D
ovat samalla ympyralla.)

Ratkaisu. Lahdetdan liikkeelle tiedosta, etté kolmion kérkipisteiden kaut-
ta voidaan aina piirtdd yksikésitteinen ympyra. Olkoon siis I' sellainen ym-
pyré, ettd A, B,C' € I'. Pyritddn nayttdméain, ettd oletuksista seuraa, etté
my6s D eI,

Néytetadn, ettd jos D ¢ T' paadytadn ristiriitaan. Jos D ¢ T, vaihtoehtoja
on kaksi: joko D on ympyréan I sisépuolella tai D on ympyran I" ulkopuolella.

Oletetaan aluksi, ettd piste D on ympyréan I' siséipuolella (oheisen kuvan
"Tapaus 17). Télloin edellisen tehtdvéan perusteella ZACB ja Z/BEA ovat
vieruskulmia. Liséksi oletuksen mukaan ZADB ja ZACB olivat vieruskul-



Tapaus 3

Tapaus 1 Tapaus 2

mia. Siis on oltava ZADB = /BFEA. Mutta tdmé on ristiriita, silla kulman
ZEDB vieruskulman (joka on ZADB, joka on yhtenevd kulman /BEA
kanssa) tulisi lauseen 1.4.10 perusteella olla suurempi kuin kulma ZBED.

Oletetaan sitten, ettd D on ympyréan I ulkopuolella ja ettd jompikumpi
janoista AD ja BD leikkaa ympyran I' (kuvan "Tapaus 27). Télloin ristiriita
voidaan johtaa tdsmilleen samaan tapaan kuin édsken (katso kuvaal).

Oletetaan, ettd D on ympyrén [' ulkopuolella ja ettd kumpikaan janoista
AD ja BD ei leikkaa ympyrédéd I' (kuvan "Tapaus 37). Olkoon E ja F' sellaiset
pisteet, ettd F' on D:n ja B:n vilissi ja ettd jana AF leikkaa [':n pisteessi
E. Lauseen 1.4.10 ("kolmion kulman vieruskulma on kolmion muita kulmia
suurempi”) perusteella:

/ADF < /EFB < /AEB. (2)

Vastaavasti kuin muissa tapauksissa, edellisen tehtdvan perusteella kulmat
LAEB ja ZAC B ovat vieruskulmia ja kulmat ZADB ja ZACB ovat vierus-
kulmia oletuksen mukaan. Taaskin siis patee ZAEB = ZADB. Mutta tdmé
on ristiriita kohdan (2) kanssa!

7. Tehtavé 43 sivulla 25. (Todista, ettd jos ABC' on suorakulmainen kol-
mio ja kulma Z/BCA on suora kulma, niin a® + b* = ¢?.)

Ratkaisu. Kaytetddn oheisen kuvan mukaisia merkintja kolmion sivuille
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(Eulerin notaatio). Valitaan janalta AB (= c) piste D siten, ettd CD L AB.

Nyt kolmiot DBC' ja C'BA ovat yhdenmuotoisia (kk). Néin ollen
DB «a

—— =-=da"=c-DB.
a c
Vastaavasti kolmiot DAC' ja CAB ovat yhdenmuotoisia (kk), joten
AD
AD _ Y —c.ap.
b c
Koska D oli janalla AB, patee AD + DB = c¢. Nyt saadaan
>+ = c¢-DB+c-AD
= ¢(DB+ AD)
g 62

miké oli todistettava. (Kohdassa * kéytettiin osittelulakia janojen laskutoi-
mituksille, joka on harjoitustehtéva 39.)

8. Tehtdva 45 sivulla 26. (Suora a sivuaa ympyrad I' pisteessd A, suora
b leikkaa I':n pisteissd B ja C. a ja b leikkaavat pisteessd P. Osoita, etté
PA? = PB-PC.)

Ratkaisu. Oletetaan, ettd piste B on P:n ja C':n vilissd. Kohta huoma-
taan, etta talld jarjestykselld ei ole merkitysta. Nayttaa silta, etta viite saa-
daan todistettua yhdenmuotoisten kolmioiden avulla sillé:

crP AP

_ 2: .
1P BP:>PA PB-PC.



Pyritdén siis ndyttdmaan, ettd kolmiot APAB ja APCA ovat yhdenmuo-
toiset. Koska ZAPB = /APC riittda osoittaa ZACP = /BAP, silla talloin
yhdenmuotoisuus on todistettu (kk).

Naytetadn siis ZACP = ZBAP. Olkoon E se ympyrén [' piste, joka on
suoralla AO. Talloin ensinndkin kulma ZEAP on suora (suora a oli ym-
pyrdan ' tangentti) ja myo6s kulma ZEBA on suora (Thaleen lause, mo-
nisteessa 1.6.7). Lisédksi lauseen lauseen 1.6.8. (kehdkulmalause) perusteel-
la ZAEB = ZACB. Muistetaan, ettd suoran kulman maéritelméan mukaan
suoran kulman vieruskulma on suora. Néin ollen lauseen 1.5.4. perusteella
kulman ZAE B+ ZEAB on oltava suora. Mutta niin on oltava myo6s kulman
/FEAB+ ZBAP. Siispa on oltava /BAP =2 /AEB = /ACB = /ACP.



