MATEMATIIKAN JA TILASTOTIETEEN LAITOS

Geometria 2012

Harjoitus 12

23.4. alkavalle viikolle
Ratkaisuja (Jani Hannula)

1. Johda yht#lo niiden pisteiden (z,y) joukolle, joiden etéisyys pisteestd
(1,2) on kaksi kertaa niin suuri kuin pisteestd (4,2). Tulos liittyy Apollo-
niuksen ympyréén, josta on puhetta mm. Viisdlan Geometriassa.

Ratkaisu. Johdetaan yhtédld annetusta ehdosta:
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2. Johda yht&lo niiden pisteiden (z,y) joukolle, joiden pisteistd (1,2) ja
(4,2) laskettujen etdisyyksien summa on 5. Milld nimelld kutsutaan téllaista
kayrdaa?

Ratkaisu. Johdetaan yhtdlo annetusta ehdosta:

Ve =12+ (y—2?2+(z-4?2+(y-2? = 5
SV —12+(y—2?2 = 5—/(z—4)?+(y—2)?
S (r—172—(r—4) = 25—10/(z —4)2 + (y — 2)?
S b6r—15 = —10y/(z —4)2 4 (y —2)?

&5/ (x —4)2 + (y — 2)? 20 — 3x
= 25((z —4)* + (y — 2)®) = 400 — 120z + 92

& 1627 — 802 + 400 4 25(y — 2)* = 400

& 162% — 80z + 100 + 25(y — 2)* = 100
& (4r —10)* +25(y — 2)* = 100

5 2
& 16 (x—§) +25(y —2)? = 100

(-3 (y-2°

L 2




3. Johda yhtélo niiden pisteiden (x,y) joukolle, joiden etdisyys pisteesti
(1,2) on yhtéd suuri kuin suorasta y = 4. Milld nimelld kutsutaan téllaista
kayrdaa?

Ratkaisu. Johdetaan yhtdlo annetusta ehdosta:
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4. Johda yht&lo niiden pisteiden (z,y) joukolle, joiden pisteistd (1,2) ja
(4,2) laskettujen etdisyyksien erotuksen itseisarvo on (a) 3; (b) 2. Milla ni-
melld kutsutaan téallaista kayrad?



Ratkaisu. a) Johdetaan yhtdlo annetusta ehdosta:
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Kyseessi on kaksi puolisuoraa, silld kohdissa (*) ja (**) pétee vain implikaa-
tio. Tapauksessa "-3” on oltava r —4 < —3taix—4 > 3elix < —1taix > 7.

Tapauksessa "+3” taas on oltava x — 4 > 0 eli x > 4.
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b) Johdetaan yhtilo a) -kohdan tapaan:
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Kyseessa on siis hyperbeli.
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5. Nelikulmion ABCD kdrjet sijaitsevat erddn ympyrdan kehdlld. Lisdksi
on olemassa ympyrd, jonka keskipiste sijaitsee sivulla AB ja joka sivuaa ne-
likulmion muita sivuja. Kilpatehtdvissd on osoitettava, etté AD + BD = AB
(missd puhutaan sivujen pituuksista. ) Edelld kirjaimet kiertdvit nelikulmiota
myotapaivaan. Olkoon O jalkimméisen ympyrén keskipiste ja E, F' ja G pis-
teet, joissa se sivuaa nelikulmion ABCD sivuja AD, DC' ja CB. Merkitain
ZOCF = «. Osoita, etté

(i) ZDCB =2« ja

(ii) ZDAO = ZDAB = 180° — 2a.

Ratkaisu. (i) Kolmiot OCF ja OCG ovat suorakulmaisia. Lisdksi OC

on néiden kolmioiden yhteinen sivu ja OF = OG. Siispéa kolmiot OCF' ja
OCG ovat yhtenevid (suorakulmainen ssk). Néin ollen ZOCG = a, joten
ZDCB = 2a.

(il) Harjoituksissa 7 todistettiin, ettd jinnenelikulmiossa ABC'D kulmat
/ZDAB ja Z/DCB ovat toistensa vieruskulmia. Koska tehtévéan nelikulmio
ABCD on jannenelikulmio ja koska piste O on suoralla AB pétee ZDAO =
/DAB = 180° — 2a.

6. Kierretééin kolmiota OC'F kolmioksi OH E. (Téssé siis piste F' kiertyy
pisteen E pédélle.) Osoita, etté
(i) piste H on suoralla AD



(i) ZAHO = «
(i) ZHOA = a.

Ratkaisu. (i) Kolmio OH E on suorakulmainen (kierto on yhtenevyysku-
vaus). Myos kolmio OF A on suorakulmainen. Siispd kulma ZAEH on oiko-
kulma. Néin ollen H on suoralla AFE, joka on sama kuin AD.

(i) Kierretylle kolmiolle pitee ZEHO = «. Koska piste H oli suoralla
AD, pétee myos ZAHO = a.

(iii) Koska nyt ZAHO = o ja ZDAO = 180° —2a, on oltava ZHOA = «.

7. Osoita, etté
(i) AO = AH
(i) AH = AE+ CG
(i) AO = AE + CG.

Ratkaisu. (i) Koska ZAHO = a ja ZHOA = «, kolmio HOA on tasakyl-
kinen, joten AO = AH.

(ii) Koska CG = EH ja AH = AE + EH, piatee AH = AE + CG.

(iii) Kohtien (i) ja (ii) perusteella AO = AE + CG.

8. (i) Miten edelld olevaa pitdd muuttaa, ettd saadaan tulos BO = BG +
ED?

(i) Osoita tulosten 7 (iii) ja 8 (i) avulla, ettd kilpatehtavin viite AD +
BC' = AB pétee.

Ratkaisu. (1) Tulos saadaan tdysin vastaavasti. Merkitdén ZODF = f3,
osoitetaan, ettd ZC DA = 243, kierretdén kolmiota ODF jne.
(i) Tulosten 7 (iii) ja 8 (i) perusteella saadaan:

AB=AO+BO = (AE+CG)+ (BG+ ED)
= (AE+ ED)+ (BG+ GC)
= AD+ BC.



