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Geometria 2012

Harjoitus 11

16.4. alkavalle viikolle
Ratkaisuja (Jani Hannula)

1. Todista kdénteinen Pythagoraan lause: jos kolmion sivujen pituudet
toteuttavat yhtilon a? + b? = ¢2, niin kolmio on suorakulmainen.

Ratkaisu. Tehtavin lause voidaan osoittaa eri tavoin riippuen siitd, mi-
td oletetaan tunnetuksi. Lause voidaan osoittaa esim. kosinilauseen avulla.
Tehdaén todistus olettaen Pythagoraan lause.

Olkoon kolmion ABC' sivujen pituudet a,b ja ¢ ja oletetaan ettéd pétee
a’? + b* = 2. Voidaan konstruoida sellainen suorakulmainen kolmio, joiden
kateettien pituudet ovat a ja b. Olkoon téllaisen suorakulmaisen kolmion
hypotenuusan pituus d. Nyt Pythagoraan lauseen nojalla a? + 0* = d?. Nyt
on oltava ¢ = d, joten kolmiot ovat yhtenevét (sss). Siispa kolmion ABC
kulma ZACB on oltava suora.

2. Onko olemassa kolmiota, jonka kahden kulman puolittajat ovat kohti-
suorassa toisiaan vasten?

Ratkaisu. Oletetaan, ettd téllainen kolmio olisi. Nyt tilanne on kuvan mu-

90°



kainen. Kolme kolmion sisdén syntyvaa kolmiota ovat yhdenmuotoisia (kk).
Nyt on oltava a+ 3-+v = 180° ja toisaalta a+90°+ (180° — £) + (180°— 1) =
360° (kolmion siséén syntyva nelikulmio). Néista saadaan o = 0°, mikéd on
ristiriita.

3. Kolmion sivujen pituudet ovat a, b ja c. Johda lauseke kolmion sisdéan
piirretyn ympyran séteelle.

Ratkaisu. Hyodynnetdan Heronin kaavaa. Merkitdan kolmion alaa symbo-

lilla A ja piirin puolikasta p = %b“ Té&lloin Heronin kaavan mukaan pétee

A = +/p(p—a)(p —b)(p — c). Olkoon r kolmion sisiién piirretyn ympyrin
side. Kulmanpuolittajat jakavat kolmion kolmeen kolmioon (katso kuva).
. s el .. .. _ ar br cr
Heronin kaavan liséiksi péitee siis myos A = <& + 2 + & = pr. Néin ollen

péatee

pro= plp—a)p—"b)(p—-c)

Vel —a)p—b)p - )

p
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4. Homotetian keskuksena on (1, 2) ja suurennuskerroin on 3. Johda yht&lo
suoran y = 4x + 5 kuvan yhtélolle.

Ratkaisu. Tiedetddn, ettd suorat kuvautuvat homotetiassa yhdensuuntai-

2



siksi suoriksi (harjoitus 9). Etsittavéd kuvan yhtélo on siis muotoa y = 4z +c.
Kun lasketaan pisteen (1, 2) ja suoran y = 4x+5 etéisyys d, saadaan d = %7177
Néin ollen 3d = %ﬁ, miké on oltava etsittdvin suoran etéiisyys pisteesté
(1,2). Néin saadaan ratkaistua c. Ratkaisuja voidaan itse asiassa saada néin
kaksi: ¢ = 19 tai ¢ = —23. Naista jalkimméinen edustaa kéédnteistd homote-
tiaa (jossa homotetiasuhde on —3), eli etsityn suoran yhtilo on y = 4z + 19.

Huom. tassa olisi voinut kuvata minkd tahansa pisteen suoralta y = 4x+5
ja padtelld sen avulla “kuvasuoran” ja y-akselin leikkauspisteen. Suoran ldhin

piste ei ollut vdlttdmdttd than helpoin piste laskea...

5. Sama homotetia kuin edellisessé tehtévéssd. Johda yhtdld ympyréan
(z — 1)? + y* = 4 kuvan yhtélolle.

Ratkaisu. Tiedetddn, ettd ympyréat kuvautuvat homotetiassa ympyroiksi
(harjoitus 9). Havaitaan, ettd homotetiakeskus on kuvattavan ympyran kehél-
1. Liséksi keskipisteen kuva on oltava suoralla z = 1. Koska homotetiakerroin
oli 3, kuvautuu keskipiste (1,0) homotetiassa pisteeseen (1, —4). Lisdksi "ku-
vaympyrin” siide on oltava 6, joten kysytty yhtdls on (x—1)?+ (y+4)? = 36.



(1,2)

6. Tutkitaan inversiota ympyréin 22 + y? = 1 suhteen. Muodosta lauseke
pisteen (a, b) kuvapisteelle.

Ratkaisu. Vektorin (a,b) pituus on va? + b?. Kun tutkitaan inversiota
yksikkoympyrén suhteen, on padettiavi, ettd (a,b):n kuva (a’,0’) inversiossa
on (a,b):n kanssa samalla suoralla (eli (a’,0) = t(a,b), missd t € R) ja
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etédisyyksille patee [(a,b)| - |(a’,V')| = 1. Saadaan:

[(a,0)] - [(a", 0)] = 1

1
&/ (ta)? + (th?) = ———=
() + () = ey

1

2 _

<2 = b
- (a2 + b2)2

St = !

a2+ b?

Néin ollen kuvapisteeksi saadaan

(a’,b’):t(a,b):< a b )

a? + b2’ a2 + b?

1.5



7. Sama inversio kuin edellisessé tehtdvisséd. Johda (analyyttisen geomet-
rian avulla) suoran x = 2 kuvan yhtalo.

Ratkaisu. Ympyrén keskipisteen kautta kulkevat ympyrat kuvautuvat in-
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versiossa suoriksi, jotka ovat kohtisuorassa keskipisteen kautta kulkevan ku-
vattavan ympyrin halkaisijan kanssa!. Piste (2,0) kuvautuu tutkittavassa
inversiossa pisteeseen (1/2,0) ja yleisemmin edellisen tehtévin perusteella

2 y
2 —— ] .
Vaikuttaisi, ettd tutkittava suora kuvautuu ympyriksi, jonka keskipiste on
(1/4,0) ja sdde 1/4. Tamé voidaan todeta ndyttamaélla, ettd jokaisen kuva-

ILause muotoiltu paremmin esim. Lehtisen monisteessa...
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pisteen etdisyys pisteestd (1/4,0) todellakin on 1/4:

1_ 9 2+ B y 2
4 442 4+ y?

= ...laskemista...
B 1
N 16 4

Kuvan yht&lo on siis
1\ 2 i 1\ 2
x—= =(-] .
2) Y T \4

8. Sama inversio kuin edellisessi teht#iviissi. Johda ympyrin (z — 5)% +
(y — 7)? = 4 kuvan yhtilo.

Ratkaisu. Ympyroiden, jotka eivit kulje ympyréan keskipisteen (téssé ta-
pauksessa origon) kautta, kuvautuvat inversiossa ympyroiksi. Lisiksi "ku-
vaympyran” keskipiste on kahden muun ympyréan keskipisteiden kautta kul-
kevalla suoralla®. Tiss# tapauksessa origon ja pisteen (5,7) kautta kulkevan
suoran yhtalo on y = %x

Laskuista tulee talld menetelmélld sotkuisia, joten tyydytadn esittdméaan
ratkaisun idea. Kun ratkaistaan suoran y = %a: jaympyrin (z—5)%+(y—7)* =
4 leikkauspisteet saadaan tehtdvéan 6 avulla ndiden pisteiden kuvapisteet. Ym-
pyran keskipiste on néiden pisteiden vélisen janan keskipiste. Side saadaan

luonnollisesti tdmén janan pituuden puolikkaana.

2Katso esim. Lehtinen.
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