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Harjoitus 6

20.2. alkavalle viikolle
Ratkaisuja (Jani Hannula)

Huom. Awan kaikkia konstruktioiden yksityiskohtia (kuten keskinormaa-
lin konstruointi ym.) ei ole tassd aina selitetty, vaan on jilleen kerran pyritty
ensisijaisesti esittamddan ratkaisun idea.

1. Piirra kolmion sisdén piirretty ympyra.

Ratkaisu.

e Konstruoidaan annetulle kolmiolle kulman puolittajat. (Haetaan kyljil-
ta pisteet, jotka ovat yhtéd kaukana kérjestd, yhdistetddn ndmé janaksi
ja konstruoidaan télle janalle keskinormaali.)

e Piirretdédn kolmion kyljelle kulmien puolittajien leikkauspisteen kautta



kulkeva normaali. Valitaan tdmé etéisyys ympyrén siteeksi ja keskipis-
teeksi siis kulmien puolittajien leikkauspiste.

e Konstruktio toimii, silla kulman puolittajat leikkaavat samassa pistees-
sa (todistetaan tehtavissi 8) ja kulman puolittajan ominaisuus on, et-
ta etdisyys toisesta kyljestd on jokaisessa pisteessd sama kuin toisesta
(todistetaan niin ikddn tehtdvissd 8).

2. Piirra kolmion ympaéri piirretty ympyra.

Ratkaisu.

e Konstruoidaan kullekin kolmion kyljelle keskinormaalit.

e Keskinormaalit leikkaavat samassa pisteessé ja etdisyys jokaiseen kol-
mion kérkeen on sama (sks).

e Valitaan siis keskipisteeksi keskinormaalien leikkauspiste ja séteeksi
leikkauspisteen etéisyys kolmion kérjesta.



3. Jaa jana kahden annetun janan suhteessa. Lisdkysymys: Mita tarkoittaa
sisé- ja ulkopuolinen jako?

Ratkaisu.

Tapa 1:

e Siirretdén kuvan mukaisesti annetut janat a ja b (joiden suhteessa kol-
mas annettu jana jaetaan) kolmannen janan toisesta padtepisteesté al-
kavalle puolisuoralle.

e Piirretdén suora janan b paédtepisteen ja annetun kolmannen janan paa-
tepisteen kautta (kuvan mukaisesti).

e Konstruoidaan janan a paatepisteen kautta kulkeva suora, joka on &s-
ken piirretyn kanssa yhdensuuntainen (tehdéén aluksi normaali ensim-
méiselle suoralle, joka kulkee pisteen a kautta ja télle uusi normaali)

e Saadaan yhdenmuotoiset kolmiot (kk), ja syntyvistd verrannoista saa-
daan haluttu suhde.
Tapa 2:

e Siirretddn kuvan mukaisesti janat a ja b annetun kolmannen janan péa-
tepisteisiin siten, ettd syntyvit kulmat ovat yhtéa suuret.a



e Yhdistetdédn janojen a ja b paitepisteet, jolloin syntyy kaksi yhdenmuo-
toista kolmiota (kk).

e Kolmannelle janalle syntyva jako on nyt haluttu.

Lisékysymykseen: sanotaan, etté jos piste X on janalla AB ja jakaa janan
suhteessa XA : XB = p: q, se jakaa janan sisdpuolisesti suhteessa p : q. Jos
taas piste Y on janan AB jatkeella ja jakaa janan suhteessa YA : Y B =p: q,
se jakaa janan ulkopuolisesti suhteessa p : q.

4. Piirréd suorakulmainen kolmio, jolla on hypotenuusana annettu jana ja
annettu terava kulma.

Ratkaisu.
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e Siirretééin annettu kulma annetulle janalle. (Tai helpommin: siirretdin
annettu jana annetun kulman kyljelle.)

e Konstruoidaan janan keskinormaali, jolloin saadaan janan keskipiste.

e Piirretddn (puoli)ympyré, jonka keskipiste on annetun janan keskipiste
ja séde puolet annetusta janasta.

e Piirretdédn kolmio puoliympyrén ja annetun kylman kyljen leikkauspis-
teen ja annetun janan péatepisteiden kautta.

e Nyt syntyvé kolmio on suorakulmainen (Thaleen lause). (Thaleen lause
voidaan todistaa, kun huomataan, ettéd piirrettdessa ko. puoliympyran
kehén pisteeltd jana "halkaisijajanan” keksipisteeseen, saadaan kaksi
tasakylkistd kolmiota...)

5. Piirrd annetun kolmion sisélle nelio niin, ettd sen yksi sivu on kolmion
kyljelld ja kaksi kérked kolmion muilla sivuilla.

Ratkaisu.

e Konstruoidaan aluksi kuvan mukaisesti nelio kolmion nurkkaan.

e Piirretdédn suora, joka kulkee kolmion nurkan ja nelion kérjen kautta
kuvan mukaisesti.



e Piirretdén kolmion kyljelle (kuvassa "pohjalle”) normaali, joka kulkee
piirretyn suoran ja kolmion kyljen leikkauspisteen kautta. Piirretdan
my6s télle normaalille saman pisteen kautta kulkeva normaali. Taméa
leikkaa kolmion kolmannen kyljen.

e Syntyy haluttu neli6. (Miksi? Aluksi konstruoitiin nelié. Syntyvien yh-
denmuotoisten kolmioden avulla voidaan néyttda, ettd myos jalkim-
maéisend konstruoitu nelikulmio on nelié.)

6. Otetaan lahtokohdaksi jana, jonka pituus on 1 seké jana, jonka pituus
on a. Konstruoi jana, jonka pituus on luvun a nelijuuri.

Ratkaisu.

e Siirretddn yksikkdjana ja jana, jonka pituus on a samalle suoralle kuvan
mukaisesti.

o Etsitadn keskipiste (konstruoimalla keskinormaali) ja piirretdan puo-
liympyré.

e Piirretdén suoralle siirretyn janan, jonka pituus on a toisen paatepisteen
(joka on siis sama kuin yksikkdjanan toinen péétepiste) kautta kulkeva
normaali.

e Saadaan suorakulmainen kolmio (kuten tehtévéssé 4), mutta myos kak-
si pienempéad suorakulmaista kolmiota. Néistd molemmat ovat yhden-
muotoisia isomman kanssa (kk) ja siten myos kesken&én.
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e Merkitdédn pienempien suorakulmaisten kolmioiden toista kateettia h:lla.
Nyt yhdenmuotoisuuden perusteella 1/h = h/a, joten h* = a. Siispi
jana, jonka pituus on h on haluttu jana.

Huom. tehtdvissi 7-8 kdaytetdadn yhtenevyyslausetta “suorakulmainen ssk’.
Todistetaan se tdssd valissa.

Lause: Jos kolmioissa ABC ja A'B'C'" on BC = B'C" ja AB = A'B’ ja
lisiksi kulmat /BCA ja Z/B'C'A’ ovat suoria, niin kolmiot ABC' ja A’B'C’
ovat yhtenevié.

Todistus. (Lehtisen materiaalista) Piirretdan kulma C’B’A” eri puolelle
suoraa B'C" kuin A’. Jos B'A’ 2 BA, niin kolmiot ABC ja A” B'C" ovat yhte-
nevié (sks). Koska ZB'C' A’ ja ZB'C'A” ovat suoria kulmia, A’, C' ja A” ovat
samalla suoralla. Yhtenevyyslause ssk:n mukaan joko ZA'B'C' =2 ZABC tai
LA'B'C" ja ZABC eli ZA"B'C’ ovat vieruskulmia. Jalkimmaéisessa tapauk-
sessa A’, B" ja A” ovat samalla suoralla. Mutta tdlloin A’, B" ja C” ovat kaikki
samalla suoralla, joten A’ B'C” ei ole kolmio. Ristiriita, siis ZA'B'C' = Z/ABC
ja kolmiot ABC ja A’B'C" ovat yhtenevia (sks).

7. Todista: jos suorat a ja b leikkaavat toisensa pisteessd C' ja sivuavat
ympraa I' pisteissd A ja B, niin CA = CB

Ratkaisu. Olkoon O ympyrén I' keskipiste. Nyt oletuksien mukaan O A =

OB, silld pisteet A ja B olivat ympyréan kehélld. Lisidksi OA L AC(= a) ja
OB 1 BC(=1) (lause 1.6.2). Koska tdmén liséksi kolmioilla AOC ja BOC
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on yhteinen sivu OC, saadaan AAOC = ABOC ("suorakulmainen ssk”).
Néin ollen piatee AC' = BD, mika oli todistettava

8. Todista, ettd kolmion ABC kulmien puolittajat leikkaavat toisensa
samassa pisteessa I.

Ratkaisu. Olkoon I kulmien ZC'AB ja ZABC puolittajien leikkauspiste.

Halutaan osoittaa, etté se suora joka kulkee pisteiden C' ja I kautta on kulman
ZACB puolittaja.

Olkoon D se janan AB piste, jolle patee ID 1 AB ja vastaavasti F ja F
siten, ettd I[F 1 BC ja [F 1 AC. Koska Al ja BI olivat kulman puolittajia
saadaan AADI = ANAFI (kks) ja vastaavasti ABDI = ABFEI (kks).

Asken saatujen yhtenevyyksien perusteella FI = DI ja DI = DE. Siis-
pa FI = DE. Mutta nyt ACFI = ACEI ("suorakulmainen ssk”), miké
tarkoittaa ettd C'I puolittaa kulman /FCE = ZACB.



