Geometria / 2. kurssikoe ti 8.5.2012 / ratkaisut ja arvostelukommentit / 2 sivua ja kuvasivu
Némé ratkaisut ovat ilmoitustaululla ja kurssin kotisivulla (la 19.5.2012).
Arvostelija: Jouni Luukkainen (D319) ti 14-15 ja pe 9-10 (saa kdyd& tapaamassa koska tahansa).

1. Onko olemassa kolmiota, jonka kahden kulman puolittajat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan?

Ratk. Ei ole olemassa. Olkoon nimittdin ABC' kolmio, jonka kérjissi A ja B olevien kulmien puolittajat
leikatkoot pisteessd M kulmassa § = ZAM B. Merkitdan o« = ZBAC, = ZABC ja v = ZACB. Kolmion
ABC kulmista saadaan, ettd a + 5+ = 7, ja kolmion ABM kulmista taas, ettd a/2+ 3/24 0 = w. Téten
d — /2 =7/2. Jatko kahdella eri tavalla:

Suora tod. Koska v > 0, niin § > 7/2.

Epésuora tod. Jos § = 7/2, niin v = 0, joka on mahdotonta.

2. Kolmiossa ABC merkitédéin kulmaa / BAC kirjaimella « ja kidrjen A vastaisen sivun pituutta kirjaimella a.
Olkoon R kolmion ABC' ympari piirretyn ympyran sdde. Osoita, ettéd talléin pidtee 2R sin a = a.

Vihje: Tarkastele apukolmiota DBC, jossa DC on kolmion ABC ympéri piirretyn ympyrdn halkaisija.
Huom. Tehtévéssé on kyse sinilauseen todistamisesta. Siksi sinilauseeseen EI saa vedota.

Ratkaisu ja pisteiden kertyminen. Olkoon I" kolmion ABC ympéri piirretty ympyré eli se, jolla A, B,C €
I". Olkoon DC' ympyran I' halkaisija.

Tapauksessa B = D eli tapauksessa a = 7/2 on a = 2R, joten véite patee. (Tamén rajatapauksen sai
ohittaa ilman sakkoa.)

Oletetaan sitten, ettd B # D. Tarkastellaan kolmiota DBC. Nyt ZDBC = w/2 ympyrén I' halkaisijaa DC
vastaavana kehdkulmana (1p). Olkoon 8 = ZBDC. Télléin

sinﬁz%:%{ eli a=2Rsinf (3p).
Riittaa siis osoittaa, ettd sin 8 = sin a.
Tapauksessa, jossa D ja A ovat samalla puolella jannettd BC eli jossa o < 7/2, ovat kulmat BDC ja BAC
samaa jannetta BC samalla puolella vastaavia I':n kehikulmia, joten 8 = « ja siis sin 8 = sin« (5p).
Tapauksessa, jossa D ja A ovat eri puolilla jannettd BC' eli jossa a > 7/2, ovat kulmat BDC' ja BAC' samaa
jannettd BC eri puolilla vastaavia I':n kehdkulmia, joten § = 7 — « ja siis nytkin sin 8 = sina (6p).
Huom. Vain yksi huomasi molemmat tapaukset a:n suhteen, ja hanen lisdkseen tylpan kulman « tapauksen
vain yksi muu, apukolmiota kayttadmaton.
3. Jos ympyrén keskipiste on O ja sade r, niin inversio tdman ympyran suhteen kuvaa pisteen A sellaiselle
ngHSUOFzIZ OA pisteelle A’, ettd yhtilo |OA||OA’| = r? toteutuu. Tarkastellaan inversiota ympyréin 2 +
y“ = 1 suhteen.

(a) Maarita pisteen (1,—1) kuvapiste tdssa inversiossa.
(b) Maéérité pisteen (z,x — 2) kuvapiste tdssd inversiossa.
Ratk. (a) Nyt O = (0,0), 7 =1 ja A = (1,—1), joten |OA| = /2. On siis oltava
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joten OA’ =10A = (1, -1)eli A = (3,-3) (3p).
(b) Jos z € R ja A= (z,z — 2), niin
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Huom. 1) Tehtdvén b)-kohdan ratkaisemisen sijasta usea oli esittdnyt huomion, etté pisteet (x,z — 2), kun
z € R, muodostavat suoran y = x — 2, jonka pistettd O ldhin piste on (1,—1), ja ettd suoran y = x — 2 (kun
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mukana on tason ddrettomyyspiste) kuva inversiossa on siis ympyré, jolla on halkaisijana jana O:sta pisteen
(1,-1) kuvapisteeseen (1, —1), eli titen ympyri (z — )2 + (y + 1)? = 3. Pisteitd ei téistd tullut.

2) Laskuharjoituksissa oli osoitettu, ettd inversiossa yksikkdympyran suhteen pisteen (a,b) kuvapiste on
(a/(a2 +v2),b/(a® + b2)), mutta jos tata ei perustellut, vaan vain suoraan sovelsi, sai vain 1p+1p oikeista
vastauksista; onneksi naita tapauksia ei juuri ollut.

4. Oletetaan, etti 0 < a < b. Osoita, etti joukko {(z,y) | y = ax®} on joukon {(z,y) | y = bz?} kuva
erddssd homotetiassa. (Ne ovat siis yhdenmuotoiset.)

I ratk. Joukot P = {(z,y) | y = az®} ja Q = {(z,y) | y = bz?} ovat yléspiin aukeavia paraabeleita, joiden
huippu on origossa; ) nousee jyrkemmin kuin P eli jdd P:n ”sisédén”.

b
Osoitetaan, ettd origokeskinen homotetia f: R? — R?, (z.y) — —(z,y), on vaadittu. Tarkastellaan siksi
a

b b
mielivaltaista pistettd (z,y) ja sen kuvapistettd (u,v) = f(z,y) = (—x, —y). Talloin
a’a

b b b \?
(w,y)GQ@y:bxzﬁay:beQ:a(ax> — v = au® < (u,v) € P.

Siis fQ = P.
IT ratk. Tutkitaan, piteekd fQ = P jollain k > 0 origokeskiselle homotetialle f: R? — R2, (z,y) — k(z,y).
Huomataan, etta kullakin z € R~ 0 on

b
f(x,b2?) = (kx, kbr?) € P <= kba? = a(kx)? <= kba? = ak?®2? <=k = —

a
Valitaan k = b/a. Talléin siis fQ C P. Koska f~! on homotetia (z,y) — k~!(z,y), niin samoin perustein
on fT'PCc Qeli PC fQ. Titen fQ = P, eli f on vaadittu.

IIT ratk. Kullakin ¢ € R \ {0} origon kautta kulkeva suora y = cx leikkaa @Q:n (origon lisdksi) pisteessa
(¢/b,c?/b) ja P:n (origon lisiksi) pisteessi (c/a, c?/a), ja leikkauspisteille pétee
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Lisdksi suorat y = 0 ja x = 0 leikkaavat sekd @Q:n ettd P:n origossa. Téaten I ratkaisun f on vaadittu
homotetia.

Huom. 1) Tason homotetialle A — A’ keskuksena piste O ja homotetiasuhteena k > 0 oikea ehto on
vektorimuotoinen yhtils OA’ = k - OA kaikilla A € R2. Etiisyyksille kirjoitettu ehto |OA’| = k|OA|
kaikilla A € R? ei méiérittele homotetiaa, vaan tarvitaan lisiksi ehto, ettd vektori OA’ on vektorin OA

suuntainen kaikilla A € R? eli etté piste A’ on puolisuoralla 041)4 kaikilla A # O (tai etté tietyt suorakulmaiset
kolmiot, joiden kateetit ovat koordinaattiakselien suuntaisia, ovat yhdenmuotoiset). Téllaisesta oikeasta
homotetian késitteen esittdmisestd muodossa tai toisessa sai 3p, vaikka sita ei olisi edes mitenkadn osannut
kytked paraabeleihin P ja (). TAmaén sijasta maininta homotetiakeskuksesta O = (0,0) tuotti 1p. Samoin
yksindén riittdméton ehto |OA’| = k|OA| tuotti 1p.

2) Moni oli piirtdnyt mallikuvion, jossa P olikin @:n sisiissd, mutta tdmé sotki koko ratkaisun, koska se
ehdotti homotetiasuhteelle k ehtoa k < 1 ja siis yritettd k = a/b, joka ei tietenkddn voinut toimia.

a
3) Moni vetosi tulokseen —br? = ax? kaikilla x € R, mutta tidmi osoitti vain, etti gQ = P tason litis-

tyskuvaukselle g: R? — R?, (z,y) (x, %y), y-akselin suuntaan, eikd g ole edes yhdenmuotoisuuskuvaus.

b
Yhden ratkaisu viittasi tulokseen, ettii h@Q = P tason venytyskuvaukselle h: R? — R2, (z,y) — <\/ja:, y),
a

z-akselin suuntaan. Tallaisesta kuvauksesta ei pisteita tullut.



