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1. Olkoon {qk : k ∈ N} välin [0, 1] kaikki rationaalipisteet. Asetetaan

x∗(f) =
∞∑

k=1

(−1)k2−kf(qk), kun f ∈ C(0, 1),

Näytä, että x∗ ∈ C(0, 1)∗ ja laske normi ‖x∗‖.

2. Asetetaan

φ(f) =

∫ 1/2

0

f(t) dt−
∫ 1

1/2

f(t) dt, f ∈ C(0, 1).

(i) Näytä, että φ ∈ C(0, 1)∗ ja laske normi ‖φ‖.
(ii) Onko olemassa sellaista funktiota f ∈ C(0, 1), jolle ‖f‖∞ = 1 ja
|φ(f)| = ‖φ‖?

3. Näytä, että duaaliavaruus c∗0 = `1. [Vihje: Vrt. Muistiinpanojen Esi-
merkki 9.3.]

4. Olkoon τ : `∞ → `∞ siirto, eli τ : (x1, x2, . . . ) → (x2, x3, . . . ). Osoita,
että Banachin raja x∗ : `∞ → K (vrt. esim. 9.17 muistiinpanoissa) voidaan
rakentaa niin että x∗(τx) = x∗(x) jokaisella x ∈ `∞.

[Vihje: Sovella Hahn-Banachin lausetta lineaarikuvaukseen x∗(x) = limk→∞ xk

kun x = (xk)k∈N ∈ c, ja seminormiin p(x) := lim supn→∞

∣∣∣x1+···+xn

n

∣∣∣. Tarkastele

suuretta x∗(τx− x), x ∈ `∞.]

5. Olkoon 0 < p < 1. Määritellään avaruus Lp(0, 1) niiden mitallisten
funktioiden joukkona, joille

‖f‖p =

∫ 1

0

|f(x)|pdx <∞.

Suure ‖ · ‖p ei ole normi (se on itseasiassa metriikka), mutta voimme silti
määritellä Cauchy-jonot ja suppenemisen kuten tehtiin kun p ≥ 1; erityisesti
siis fn → f jos ‖fn − f‖p → 0.



Nollafunktionaali kuuluu selväsi avaruuden Lp(0, 1) duaaliin. Osoita, et-
tei duaalissa (Lp(0, 1))∗ ole muita alkioita !

[Vihje: Jos 0 6= T : Lp(0, 1) → R on lineaarinen, valitse f ∈ Lp, jolle
T (f) ≥ 1.

Voit olettaa tunnetuksi, että t 7→
∫ t

0
|f(x)|pdx on jatkuva. Löytyy siis

0 < t < 1 jolle ‖fχ[0,t]‖p = ‖fχ[t,1]‖p = 1
2
‖f‖p, ja lineaarisuuden nojalla

joko T (fχ[0,t]) ≥ 1
2

tai T (fχ[t,0]) ≥ 1
2
. Oletetaan ensimmäinen tapaus, ja

merkitään f1 = 2fχ[0,t].
Tee ylläoleva operaatio sitten f1 :lle jne. Saat jonon funktioita fn joille

T (fn) ≥ 1 mutta ‖fn‖p ≤ 2n(p−1)‖f‖p; päättele ettei T ole jatkuva origossa.]


