Analyysi II, 1. kurssikoe to 1.3.2012
Ratkaisut ja arvostelukommentit (3 s.): Jouni Luukkainen (arvostelu valmistui ma 19.3.2012)
Tama tiedote on ilmoitustaululla ja kurssin kotisivulla.

Tehtéva 1. Laske integraali [ xsin(22?) dx sijoituksella u = 222,

I, parempi ratkaisutapa. (Tamén ratkaisutavan oli ainakin aloittanut vain 25 %.) Sijoittamalla u(x) =
222 ja du = /() dov = 4z dx eli xdr = %du, integroimalla ja tekemalld takaisinsijoitus saadaan

1 1 1 1
/xsin(2az2) dx = / 1 sin(22%)4x dr = / 1 sinudu = —7 cosu +C= ~1 cos(22?) +C (C €R).

Arvostelu. Integroimisvakion ja takaisinsijoituksen unohtaminen veivat kumpikin 1p. Sijoituksesta dx =

du

s Tall6in tuli rajoitus x # 0, joten piti osoittaa, ettd kullakin C saatu lauseke on vaadittu integraalifunktio
x

myos pisteessd x = 0; siis joko derivoimalla (koko R:ssd) tai huomaamalla, ettd tiedetéén etukéteen, etté
integraalifunktio on olemassa koko R:ssé, jolloin sen jatkuvuuden tahden silld on oltava sama jatkuva lauseke
my0s pisteesséd x = 0. Osoituksen ohittaminen vei 1p.

II, huonompi ratkaisutapa. (Tamén ratkaisutavan oli ainakin aloittanut 71 %.) Ratkaistaan ja sijoitetaan
1

-1/2 1 1 /2
x =t/ u/2 (tal x = \/u/2, kun x > 0), jolloin saadaan dz = z'(u) du = :I:§ (g) 3 du = :I:Z\/;du,

1 /2
kun z # 0 (tai do = Z\/jdu, kun z > 0) ja siis
u

1 /2 1
/xsin(2x2)dx = / <:|:\/g) sinu <:|:Z\/;> du = / 1 sinu du (jatko kuten yll&).

Etumerkit + siis kumosivat toisensa. Tulos on nyt ehdottomasti tarkastettava rajoituksen x # 0 (tai > 0)
tahden (rajoituksen x > 0 tapauksessa derivoimalla koko R:ssd). Tarkastuksen ohittaminen vei 1p (vain
kaksi oli tarkastukseksi derivoinut, mutta eivit hekéén olleet huomanneet, miksi sithen oli erityinen tarve).
Sisafunktion u +— u/2 derivaatan 1/2 huomaamatta jadminen vei 1p.
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Tehtava 2. Laske funktion f: [1,e] = R, f(z) = 3 <1nx - %

Ratkaisu ja pisteiden kertyminen. Funktio f on jatkuvasti derivoituva, joten sen kuvaajalla on pituus

/de (1p) = /\/1+ ——x)) dz (2p) = /\/1+42— —I——dw
[t e ()= IHEEDIE
fa e )WW i/(mww %(( %) (0+2))=3(5+3)

= 3¢ +1) (6).

> , kuvaajan pituus.

—l—x dx—

Neliojuuren alle oli saatava oikean lausekkeen neli6 ja siten nelidjuuri oikealla tavalla eliminoitua, jotta itse
integroinneista olisi voinut saada pisteita.

002 -
+ coszx du

Tehtava 3. Tutki, suppeneeko epaoleellinen integraali /
x

s

1
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Ratkaisu ja pisteiden kertyminen. Integroitava x +— Zhcosy on jatkuva valilla [mr, oo[, ja
x

24 cosx S 2—1

1
=—2>0, kunz>7 (2p).
x

x T

o0 o0 1
Tiedetadn, ettd integraali / — dz hajaantuu (toisin sanoen, = o), joten myos integraali / — dz ha-

1 T x L
. ) : - . : . . [T 24 cosz .
jaantuu (= co) (4p). Téaten minoranttiperiaatteen nojalla tutkittava integraali ——— dx hajaantuu

x
™

(= 00) (6p).

Arvostelusta. Minorantista tarvittiin toteamus, ettd 1/2 > 0 kaikilla > =, jotta integraalin [~ (1/z) dx
hajaantumisesta olisi paateltavissa tarvittava ehto, etta f:o (1/z) dz = oo, mink4 esittdminen toisaalta riitti.
Muuten meni 1p. Luentojen tulos oli, ettd integraali floo(l /x) dz hajaantuu, mihin piti huomauttaa, etta
taten myos integraali f:o(l /x) dx hajaantuu; tdmaé oli 1p arvoinen péaéttely. Toki tdmén tuloksen sai todistaa
suoraankin: f:(l/x) dx =1n(b/7) — oo, kun b — oo.

Minorantit z +— cosz/z (vaihtuvamerkkinen) ja z — —1/x (negatiivinen) eivat kelvanneet, silld voidaan
osoittaa, etta integraali f:o(cos x/x) dx suppenee, ja toisaalta integraali f:o( —1/x) dz kylld hajaantuu, mut-
ta [(—1/z)dr = —oo.

Majoranttiperiaate oli siis tassa tehtavissa hyodyton.

Tarvittiin siis epayhtdlo yksinkertaistamaan integroitavan muoto luennoissa késitellyksi. Ne, jotka yrittivat
pérjitd pelkilld yhtlsilld, saattoivat tutkia summaa [ ((2+cosz)/z) dz = [°(2/z) dz+ [ (cosz/z) dx ja
huomata, ettd oikean puolen ensimmaéinen integraali on = oo, mutta t&lldin olisi pitdnyt myos osoittaa, mita
kukaan ei ollut osannut (ja miké olisikin taas vaatinut epayhtéloité juuri oikeanlaisen osittaisintegroinnin
jalkeen), ettd oikean puolen toinen integraali suppenee, jotta summaesitys ja vasemman puolen integraali
olisivat médritellyt laajennettuina reaalilukuina (€ R U {*oo}; huomaa, ettd vastaavia raja-arvolauseita
ajatellen oo + a = oo on maédritelty kaikilla a € R U {oco} mutta co + (—o0) ei ole).

Oli osattava kayttdd minoranttiperiaatetta, jotta saattoi saada enemmén kun 2p. Mutta méadritelmésta
f:o = limp_s o f: sai 1p, samoin tuloksesta f:o(a/a:) dx = o0, olipa ratkaisussa sitten a = 1, 2 tai 3 (tapaus
a = —1 vastaavasti).

Tehtéva 4. Olkoon f: [-2,2] — R, f(z) = 22 — 4, ja tarkastellaan viilin [-2,2] jakoa D = {-2,0,1,2}.
(a) Tutki, mitd arvoja funktion f jakoon D liittyvd Riemannin summa Sp(f,£) voi saada.

(b) Miksi kohdan (a) tuloksen perusteella on ffz f(z)dx <07

Ratkaisu ja pisteiden kertyminen.

(a) (4p) Rajoittuma f|[—2,0] on viéhenevd sekd rajoittumat f][0,1] ja f|[1,2] kasvavia. Jos jono & =
(&1, &2, &3) on valinta jaosta D, toisin sanoen, jos &1 € [—2,0], & € [0,1] ja & € [1, 2] ovat pisteita jakovéleista,
1

niindRiemannin summalle Sp(f,&) = f(&)(0—(=2)) + f(§&)(1 —0) + f(&)(2 — 1) = 2f (&) + f(&2) + f(&3)
saadaan arviot

Sp(f,€) < Sp(f,(=2,1,2)) =2f(=2) + f(1) + f(2) =2-0+(=3)+0=—-3 ja
Sp(f,€) = Sp(f,(0,0,1)) =2f(0) + f(0) + f(1) = 2(—4) + (—4) + (=3) = —15,

joten —15=sp(f) < Sp(f,&) < Sp(f) = —3. Nyt alasumma sp(f) = inf{Sp(f,§) | € valinta D:std} ja
ylasumma Sp(f) = sup{Sp(f,&) | £ valinta D:std} olivat itsekin Riemannin summia.

Huom. Osoitetaan, mitd ei vaadittu eikd oikeastaan pyydettykdan, ettd kdédntden jokainen luku valilla
[-15, —3] on Riemannin summa Sp(f,§) jollakin D:n valinnalla £. Kullakin ¢ € [0,1] méaéritelladn D:n
valinta £(t) = (—=2¢,¢,1 + t). Talloin funktio ¢: [0,1] = R, o(t) = Sp(f,&(t)) = 2f(=2t) + f(t) + f(1 + 1),
on fm jatkuvuuden nojalla jatkuva, ja ¢(0) = Sp(f,(0,0,1)) = —15 sekd ¢(1) = Sp(f,(—2,1,2)) = -3,
joten Bolzanon lauseen nojalla jokaista lukua s € [—15, —3] kohti on olemassa ¢ € [0,1], jolla s = ¢(t) =
Sp(f,£&(t)). Muutama oli tdmén véitteen perustellut, mutta he eivéit saaneet siitd mitdan hyvitystd, kuten
eivat tarvinneetkaan.



Arvostelusta. Pelkki esimerkki tai esimerkit Riemannin summista, kuten valintoja £ = (—2,0,1) (jakové-
lien vasemmat péétepisteet), & = (0, 1, 2) (oikeat paitepisteet) tai & = (—1,1/2,3/2) (keskipisteet) vastaavat,
tuottivat vain 1p. Tarvittiin ylaraja —3 ja alaraja —15. Kéytannossa riitti méarittad ylasumma ja alasum-
ma (3p, jos molemmat; 2p, jos vain toinen). Kaikkien jakovélien pitdmistd yhtd pitkind (1 tai 2) vei 1lp,
samoin jos kiytti vaaraa, tasavalistd jakoa D = {—2,—1,0,1,2}. Hankaluutena funktiossa f oli, ettd se oli
ei-positiivinen ja ei-monotoninen.

(b) (2p) Funktio f on jatkuva, joten se on integroituva, ja (a)-kohdan tuloksen nojalla on
2
/ f(z)dz < Sp(f) =-3<0.
-2

Arvostelusta. Integraalin olemassaoloa ei tarvinnut perustella. Yldsummasta riitti tarkan arvon sijasta
jakoon D liittyvien Riemannin summien ylirajasta —3 saatava arvio Sp(f) < —3. Perusteluksi tarjottu seli-
tys, etté kaikki jakoon D liittyvat Riemannin summat ovat negatiivisia, ei tuottanut pisteité, silla esimerkiksi
integroituvan funktion f: [0,1] — R, jolla f(z) = z—1,kun z < 1, ja f(1) = —1, jokainen jakoon D = {0,1}
liittyvad Riemannin summa on negatiivinen, mutta Sp(f) = 0. Toki jatkuvalle funktiolle yldsumma on aina
myo6s Riemannin summa, mutta tamé olisi pitinyt todeta. Samoin lisaperustelu, ettéa fEQ f(x)dx = Sp(f,§)
jollain valinnalla &, ei tuottanut pisteitd, koska sita ei ollut osoittu; tehtavan tapauksessa tama kylla seuraisi
siitd, ettd —15 = sp(f) < ffz f(z)dx < Sp(f) = —3 ja ettd jokainen luku vélilla [—15, —3] on jokin jakoon
D liittyva Riemannin summa (a)-kohdassa esitetyn huomautuksen nojalla.



