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Luennon aiheet

e Renkaat

e Alirenkaat

e Polynomit



Renkaan mddritelmad

Joukko R kahdella laskutoimituksella 4+ ja - varustettuna
on rengas, jos

(R1) Pari (R,4+) on vaihdannainen ryhma.

(R2) Laskutoimitus - on liitdnndinen.

(R3) Laskutoimituksella - on neutraalialkio.

(R4) Kaikilla a,b,c € R patevdt osittelulait:
a(lb+c)=ab+ac ja (a-+b)c=acH be.



Esimerkki

Funktiorengas (F(R), 4+, ")



EsimerkkKi

Boolen rengas



Laskusddntdjd

Renkaassa R patevat seuraavat ehdot kaikilla a,b € R:

a) Op-a=a-0gp=0p

b) (—a)b= a(—b) = —(ab)

c) (—a)(—=b) = ab.



Kaikki tutut sddnnot eivdt vdlttdmadttd pdde!

(a+b)(a—10)



Kaikki tutut sddnnot eivdt vdlttdmdttd pdde!
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Kokonaisluvut renkaan alkioina

Olkoon R rengas ja n kokonaisluku.

Luvun n ajatellaan vastaavan renkaan alkiota n - 1p.



Lemma

Olkoon R rengas, ja olkoon a € R. Kaikilla n € Z patee

na = (n-1g)a.

10



Alirengas

e Rengas on yhteenlaskun suhteen ryhma, joten aliren-
kaan halutaan olevan yhteenlaskun suhteen aliryhma.

e Renkaissa ei tarvitse olla kaanteisalkioita, joten aliren-
kaassakaan ei tarvitse olla kaanteisalkioita.

e Muiden aliryhmaehtojen halutaan patevan kertolaskun
suhteen.
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Alirengas

Oletetaan, etta (R,+,:) on rengas ja S C R. Kolmikko
(S,4+,-) on renkaan (R, -+, ) alirengas, jos

(AR1) Pari (S,4+) on ryhman (R,+4) aliryhma.

(AR2) Kaikilla a,b € S pstee ab e S.

(AR3) 1p € S.
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EsimerkkKi

e Rengas Q) on renkaan R alirengas.

e Rengas Z on renkaan Q alirengas.
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EsimerkKi

Enta renkaan Z alirenkaat?
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EsimerkKi

Renkaalla (Q, +,-) on alirengas

Z[V?2] = {a+b\6|a,b€Z}.
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Alirenkaat poikkeavat aliryvhmistd

Toiseen renkaaseen sisaltyvan renkaan ei tarvitse olla ali-
rengas.
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POLYNOMIT
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Polynomit

Olkoon R vaihdannainen rengas. Yhden tuntemattoman
R-kertoimista polynomia ajatellaan aarellisena summana

mn
Y apXF=ag+ a1 X +axX?+ -+ an X",
k=0

missa n € N ja a; € R kaikilla k.

Kaikkien tdllaisten polynomien joukkoa merkitdaan R[X].
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Polynomit ddrettdmind summina

e On helpointa sopia, etta polynomeja kuvaavat summat
ovat itse asiassa adrettomia.

e Jostakin indeksista lahtien kaikki kertoimet vain ovat
nollia.

e \Voidaan siis Kirjoittaa

o0
Z aka.
k=0
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Polynomien summa

Jos
o0
P=ao+a1X—|—a2X2—|—...: Z aka
_ k=0
ja
o0
Q="bo+ b1 X +bX2+. .= px*
k=0
niin

P+Q=(ag+bg)+ (a1 +b1)X + (a0 + b)) X? + - -

= Y (ap +bp) X"
k=0
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Polynomien tulo

PQ = Z ( Z aibj) x* = agbg + (agby + a1bg) X + - - -
k=0 \itj—=k
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Mikd polynomissa on oleellista

e Jokainen polynomi maaraytyy taysin kertoimiensa pe-
rusteella.

e [Tuntematonta X tarvitaan vain kertomaan, missa koh-
dassa summaa kukin kerroin esiintyy.
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Jonomerkintd

Olkoon R vaihdannainen rengas. Talloin R-kertoiminen
polynomi on aadaretdon jono

(a’k) — (0’07 ai,an,azy,... )7

missa aj € R kaikilla £ € N ja vain darellisen moni a; poik-
keaa nollasta.
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Laskutoimitukset jonomerkinn&illd

(ak) -+ (bk) = (Ck>a missa cp = ar + b Kkaikilla k€ N
(ak) . (bk) = (Ck)a missa cp = Z aibj kaikilla £ € N.
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Polynomin aste

Olkoon P =ag+ a1 X +ao X2+ -+ apn X" polynomi, jolle
patee an = 0.

Lukua n kutsutaan polynomin asteeksi.
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