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Helsingin yliopisto



e [4dlla luennolla viimeistellaan yhden alkion virittamat
aliryhmat.

e Sen jalkeen kasitellaan lukuteoriaa ja jaannosluokkia.

e Luentotauolla pidetaan kuutiokisa.



Kertaluku

Alkion g kertaluku o(g) on sen virittamadn aliryhman (g)
kertaluku.



Tulos

Alkion g kertaluku on pienin positiivinen kokonaisluku n,
jolla patee ¢g" = e.

Jos tallaista lukua ei 10ydy, kertaluku on aareton.



Loppuyhteenveto

e Jos ¢g" = e jollakin n € N, niin (g) = {e,g,9°,...,9" 1}.

e Jos edelld mainittua lukua ei I0ydy, niin (g) on ddreton.



Sykliset alirvhmadt

e Aliryhma on syklinen, jos se on yhden alkion virittama.

e MyOs ryhma itse on aliryvhma. Ryhmaa kutsutaan sykli-
seksi, jos se on yhden alkion virittama.



Useamman alkion virittdmdt alirvhmadt
Olkoon G ryhma ja olkoon S C G.

Joukon S virittama aliryhmada (.S') on pienin ryhman aliryh-
ma, joka sisaltaa joukon S.



LUKUTEORIAA

Jaollisuus

Kokonaisluku n on jaollinen kokonaisluvulla m, jos jollain
kokonaisluvulla a patee n = am.

T4dlloin merkitaan m|n.



Jakoyhtdlb

Jos jako ei mene tasan, siita jaa jakojaannos.



Jakoyhtdld

Olkoot a ja b kokonaislukuja. Oletetaan, etta b = 0. Tal-
|0in on olemassa vyksikasitteiset g, r € Z, joille patee

a=qgb+7r ja 0<r<|b.
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Lemman 6.7 todistus

Lemma Olkoon G ryhma ja g jokin sen alkio. Oletetaan,
etta positiiviselle kokonaisluvulle n patee g™ = e.

T alloin

(9) =A{e,9,9% ..., 9" '}
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Jakojddnndsten vertailua

Joskus haluamme luokitella kokonaislukuja niiden jakojaan-
nosten perusteella.

Kellonajat ovat tasta esimerkki.
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Jakojddnndsten vertailua helpottava tulos

Luvuilla a ja b on sama jakojaannds luvulla n jaettaessa,
jos ja vain jos n | (a —b).
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Kongruenssin mddritelmd
Jos n | (a —b), niin a ja b ovat kongruentit modulo n.

Talloin merkitdan a=b (mod n).
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Kongruenssin eri tulkintoja

e a =b (Mmod n) jos ja vain jos n | (a — b)

e a = b (modn) jos ja vain jos jakojadannds on sama
luvulla n jaettaessa

e a=b (mod n) jos ja vain jos a = b+ kn jollain k € Z
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Jddnndsluokka

e Luvun a jaanndsluokka modulo n on joukko

[aln ={b€Z|b=a (mod n)}.

e Lukua a kutsutaan jdaanndsluokan [a], edustajaksi.
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Jddnndsluokka

Jaannosluokka voidaan kirjoittaa my0s muodossa

laln = {a 4+ kn | k € Z}.
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Jddnn8sluokkien joukko

Zpn, = {laln | n € Z}.
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Jddnndsluokkien vyhteenlasku

Halutaan maaritella joukossa Z, yhteenlasku ehdolla

la]n + [b]ln = [a + b]n.
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Tulos
Oletetaan, ettd a,a’,b, b € Z.

Jos [a]n = [a']n ja [b]ln = [V/]n, niin

[a + b]n = [¢" + b]n.
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Jddnndsluokkaryhmad

Olkoon n € Z. Jaanndsluokkien joukko Z, on ryhma, kun
laskutoimituksena on yhteenlasku.

Jaannosluokkaryhmat ovat isomorfisia kellotauluryhmien
kanssa.
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MATEMATIIKAN KIRJOITTAMISESTA

e Implikaatio- ja ekvivalenssinuoliin liittyvat ongelmat
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EsimerkKi
Osoitetaan, ettd kuvaus f: Z — Z, f(n) = n+1 on injektio.

Oletetaan, etta m,n € Z. Talloin patee

m+1=n+1 = m=n = Kuvaus on injektio

Mikd tdssd on vialla?
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Esimerkki
Osoitetaan, ettd kuvaus f: Z — Z, f(n) = n+1 on injektio.

Oletetaan, ettd m,n € Z ja etta f(m) = f(n). Talloin
patee

m+1l=n4+1 <— m = n.

Siis f on injektio.

Mikd tdssd on vialla?
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Lopputulos

e Kayta implikaatio- ja ekvivalenssinuolia harkiten.

e [ alla kurssilla ne sopivat lahinna yhtalonratkaisuun.

e Muulloin suomen kielen sanat toimivat paremmin!
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