Algebra I

Matematiikan ja tilastotieteen laitos
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Harjoitus 9

Tehtavien viimeinen palautuspaiva: ke 28.3.2012 klo 18.00
Korjausten viimeinen palautuspaiva: ke 18.4.2012 klo 18.00

Niéissa laskuharjoituksissa kasiteltavia uusia asioita ovat
e Renkaat
e Alirenkaat
e Polynomit
Tehtava I
1.* Ryhmaélla 47 aliryhma 20Z. Méarita sivuluokkien joukko 47Z/20Z.
2% Méérita indeksi [47Z : 207Z).

Tehtava 11

Mitké seuraavista ovat renkaita? Jos kyseessa ei ole rengas, mitka renkaan
ehdoista toteutuvat ja mitka eivat? Voit kdyttda hyvéiksesi aikaisemmin osoi-
tettuja tuloksia.

3. (2Z,+,")
4. (Qy,+,-), missd Q. = {a€Q|a>0}
5. (%Z,—i—, ~), missé 37 = {a/2 | a € Z}

6. * (Z,®,®), missé kokonaislukujen laskutoimitukset @ ja ® maaritel-
laan seuraavasti:

m®&n=m+n+1 ja m®n=mn+m-+n.

Tehtava 111

Mitka seuraavista yhtaloista patevit mielivaltaisen renkaan alkioille a ja b?
7. a(a —b) — bla —b) = (a — b)?
8. a* —2ab+b* = (a — b)?
9. 2a-3(—b) +ab= (—5)ab



Tehtava IV

Renkaan alkiota kutsutaan yksikoksi, jos silld on kaénteisalkio kertolaskun
suhteen.

10. Etsi kaikki renkaiden (Z7, 4+, -) ja (Zs X Zs, +, -) yksikot.

Tehtava V
11. Osoita, ettd Gaussin kokonaislukujen joukko
Z[i| ={a+bi|a,beZ}

on kompleksilukujen renkaan C alirengas. Tietoa kompleksiluvuista
loytyy tarvittaessa kirjan liitteesta C.

12. Olkoon R rengas. Tutkitaan joukkoa
S ={a € R| ar = ra kaikilla r € R}.

Osoita, ettd S on renkaan R alirengas.

Tehtava VI

Lue polynomeja kisitteleva luku 21. (Ne kohdat, joissa puhutaan kokonaisa-
lueista, voi toistaiseksi sivuuttaa.)

13. Maiirita polynomirenkaan R[X] alkioiden 6 X?—4X +1 ja 2X3— X%+ X
tulo. Polynomit voidaan tulkita myos renkaan Z,[X| alkioiksi. Mika nii-
den tuloksi tulee talloin? Enté silloin, jos polynomit tulkitaan renkaan
Z5| X] alkioiksi?

14. Kirjoita R-kertoimiset polynomit X3 —4X ja —X? + 2X — 5 jonoina.
Kerro sitten polynomit keskendan kayttden jonoille méariteltyéd kerto-
laskua. Muuta vield lopuksi saamasi jono takaisin summaksi.

157 Maarita tehtavassa 13 laskemiesi tulopolynomien asteet.

Tehtava VII

Valitse seuraavista tehtavistd toinen. Voit toki tehdd molemmat tehtavat,
mutta vain yhden tekemisestd saa lisdpisteen.

16. Madritd ryhmén Sz aliryhmén B = {(1), (12)} oikeat sivuluokat. Ver-
taa niita luvussa 10.2 maaritettyihin vasempiin sivuluokkiin. Mité eroa-
vaisuuksia havaitset? Mika on samanlaista?



17. Olkoon ryhmalla G aliryhmét H ja K, joille pitee K < H < G. Ole-
tetaan lisdksi, ettd indeksit [G : H] ja [H : K] ovat aarellisia. Osoita,
ettd [G: K| =[G : H|-[H: K].

Vihje: Mieti, mitkd joukon G/K alkiot voisivat olla.



