Algebra I

Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Kevat 2012

Harjoitus 8

Tehtavien viimeinen palautuspaiva: ke 21.3.2012 klo 18.00
Korjausten viimeinen palautuspaiva: ke 4.4.2012 klo 18.00

Niéissa laskuharjoituksissa kasiteltavia uusia asioita ovat

e Sivuluokat

e Lagrangen lause

Tehtava I

1. Maaritelladn reaalilukuparien relaatio ~ seuraavasti:
(z,y) ~ (2',y), jos z=ax' jay=ay jollakin a € R\ {0}.
Toisin sanoen kyseessd on reaalitason vektoreiden relaatio
U ~w, josT=aw jollakin a € R\ {0}.
Osoita, ettd ~ on ekvivalenssirelaatio.

2. Miki on edellisessd tehtéavissd alkion (z,y) € R? ekvivalenssiluokka?
Millainen geometrinen tulkinta ekvivalenssiluokalla on?

Tehtava 11

Tutustu kurssikirjan lukuihin 10.1 ja 10.2, joissa kasitelldan aliryhméan sivu-
luokkia.

3. Tutkitaan ryhman Z aliryhmaa 8Z. Maarita sivuluokan 5 + 87 alkiot.

4. Tutkitaan ryhménn S aliryhméd B = {(1), (23)}. Maarita sivuluokan
(12) B alkiot.

5. Ryhmalld (R, +) on aliryhmé Q. Péattele maarittamatta sivuluokkien
alkioita, ovatko sivuluokat 2+ Q ja v/3 4+ Q samat. Madrita sivuluokka
1+ Q.

6. Ryhmalla Sg on aliryhmé

H ={(1),(13),(16), (36), (136), (163)}.

Ovatko sivuluokat (135)(426)H ja (15)(2634)H samat? Ratkaise teh-
tédva maarittamatta sivuluokkien alkioita.



Tehtava 111

7. Maaritd ryhméan Ss aliryhmén B = {(1),(13)} vasemmat sivuluokat
eli maarita joukko S3/B.

8. Tutkitaan ryhmia G = {1,a,b,c,d,e, f,qg,h}, jolla on oheinen kerto-
taulu. Ryhméalla G on aliryhma H = {1, ¢, f}. Maarita aliryhman H
vasempien sivuluokkien joukko G/H.
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Tehtava IV

Oletetaan, ettd G on ryhmé ja H sen aliryhmé. Olkoot a,b € G. Téaydenna
lemman 10.5 todistus eli todista seuraavat viitteet.

9. Jos b € aH, niin aH = bH.
10.* Jos aH = bH, niin a='b € H.

Tehtava V

Lue Lagrangen lausetta késittelevat luku 10.3.

11.* Ryhmalla Zy6 on aliryhma H = {[0]s, [4]16, [8]16, [12]16}. Mita Lagran-
gen lause kertoo aliryhmén H indeksisté eli (vasempien) sivuluokkien
lukumadrasta? Madrita sivuluokat.

12. Maarita kaikki ryhméan Zs x Zg aliryhmat. Lagrangen lauseesta on apua.

Tehtava VI

Tutkitaan, voiko rationaalilukujen joukolle maéritelld laskutoimitusta ehdol-
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missd n,m, k,l € Z, m # 0 ja |l # 0. Huomataan, ettd 1/2 = 2/4, mutta
kuitenkin
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Tasta voidaan paatella, ettd ehto ei maarittele laskutoimitusta.
13. Selitd omin sanoin, miksi edellé esitetty todistus osoittaa, ettd annettu
ehto ei maarittele laskutoimitusta.

14.* Mééritteleeko ehto [a]s * [b]s = [|a| + |b|]5 laskutoimituksen joukossa
Z:?
15. Maaritteleeko ehto [al, * [b], = [3a + b],, laskutoimituksen joukossa Z,,7

Neuvo: Katso mallia lauseen 8.3 todistuksesta.

Tehtava VII

Valitse seuraavista tehtavistd toinen. Voit toki tehdd molemmat tehtévat,
mutta vain yhden tekemisesta saa lisdpisteen.

16. Olkoon G ryhmé, jolla on aliryhméa H. Tarkastellaan vasempien sivu-
luokkien joukkoa G/ H. Mitké seuraavista véitteista pitévat paikkansa?
a) Aliryhmé H on yksi sivuluokista.
b) Jokainen sivuluokka on ryhmén G aliryhmaé.
c) Jos G on dérellinen, sivuluokkien lukumééra jakaa kertaluvun |G|.
17. Olkoon G ryhma, jolla on aliryhma H. Merkitaén k& = [G : H] ja

oletetaan, ettd k on aarellinen. Olkoon g € G. Osoita, ettd g™ € H
jollakin m € {1,2,...,k}.



