Algebra I

Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Kevat 2012

Harjoitus 6

Tehtavien viimeinen palautuspaiva: pe 24.2.2012 klo 18.00
Korjausten viimeinen palautuspaiva: pe 23.3.2012 klo 18.00

Niéissa laskuharjoituksissa kasiteltavia uusia asioita ovat

e Syklinen ryhma
e Useamman alkion virittdméa aliryhma

e Fkvivalenssirelaatio

Tehtava I

1. Maarita kaikkien ryhman Zg alkioiden kertaluvut. Mitka alkioista vi-
rittédvéit ryhman?

2. Onko ryhmé S5 syklinen?

3. Onko ryhma Z, x Zs syklinen?

Tehtava 11

4. Olkoon f: G — H ryhméisomorfismi. Osoita, ettd jos G on vaihdan-
nainen ryhma, myos H on vaihdannainen ryhma.

5. Onko symmetrinen ryhmé S3 isomorfinen ryhman Zg kanssa?

Tehtava 111

Tutustu kurssikirjan lukuun 6.3, jossa kasitellaén useamman alkion viritté-
mia aliryhmia.

6. a) Oletetaan, ettd ryhmén Z aliryhméssa on alkiot 12 ja 18. Tutki,
mitd muita alkioita aliryhméssd on pakko olla. Arvaa tdmaéan pe-
rusteella, miké voisi olla pienin aliryhma, joka sisaltaéd luvut 12 ja
18.

b) Totea, etta loytamési joukko on todellakin aliryhma.



c) Oletetaan, ettd myos aliryhmé K sisdltda alkiot 12 ja 18. Osoita,
etta loytamasi aliryhméa on K:n osajoukko.

Olet nyt maarittdnyt pienimmaén aliryhmén, joka sisaltda alkiot 12 ja
18, eli aliryhmén (12, 18).

7. Maaritd ryhméan Z aliryhmé (3,5).

Tehtava IV

Tutustu lukuun 9, jossa kasitelladn ekvivalenssirelaatioita.

Madrita seuraavissa tapauksissa, onko annettu relaatio refleksiivinen, sym-
metrinen tai transitiivinen.

8. kokonaislukujen relaatio R, joka maaritellian seuraavasti:

aRb, josalb

9. kokonaislukujen relaatio R, joka maaritellian seuraavasti:

aRb, jos luvussa a on yhta monta numeroa kuin luvussa b

10. kaikkien ihmisten joukon relaatio ©, joka mééaritelldan seuraavasti:

xQy, jos z on y:n Aiti

11. Edellisista relaatioista yksi on ekvivalenssirelaatio. Mika niistd? Maa-
ritd sen ekvivalenssiluokat.

Tehtava V
Maaéritelladn joukon R relaatio ~ seuraavasti:
x~y, jos z—y€Q.
12.* Osoita, etta kyseessé on ekvivalenssirelaatio.

13.* Péteeko [2] = [3]? Enta [2] = [v/3]? Ratkaise tehtdvd madrittamatta
ekvivalenssiluokkien alkioita. (Voit toki tehtévda pohtiessasi miettia,
millaisia alkioita ekvivalenssiluokissa on.)

14.* Maarita ekvivalenssiluokat [1] ja [r].



Tehtava VI

Valitse seuraavista kongruensseja késittelevista tehtavista yksi. Voit toki teh-
da kaikki tehtavat, mutta vain yhden tekemisesta saa lisapisteen.

15. Miké on jakojdannos, kun 754! + 31992 jaetaan luvulla 87

16. Vuonna 2013 ystéavanpaiva on torstaina. Mina viikonpéiviana ystavan-
péiva on vuonna 20147

17. Osoita todeksi niin kutsuttu fuksin unelma: jos p on alkuluku, niin

(a+bP =d’+b (modp) kaikilla a,b e Z.



