Algebra I

Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Kevit 2012

Harjoitus 12

Tehtavien viimeinen palautuspaiva: ke 25.4.2012 klo 18.00

Talla viikolla ei ole lainkaan téhtitehtédvié, ja lisdpisteitd laskettaessa téahtitehté-
vakerroin on 1. Jotta voit saada tehtavasta pisteita, on yrityksen oltava rehellinen.

Naissé laskuharjoituksissa kasiteltdvia uusia aiheita ovat

e Ryhmien homomorfialause

e Polynomien jaollisuus

Tehtava 1

1. Harjoituksen 11 tehtévassa 4 osoitettiin, ettd nelion symmetriaryhmaéalla Dy
on normaali aliryhmé Ry = {1, po}. Ryhmén D, kertotaulu on esitetty alla.
Maarita tekijairyhmén D,/ Ry kertotaulu.
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pr|pr p2 ps 1 o4 o1 02 03
p2|p2 p3 1 p1 o3 o4 01 02
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oyp|oy 03 03 o4 1 p1 p2 p3
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Oy|04 01 02 O3 p1 p2 p3 1

2. Onko tekijaryhméa D,/ R syklinen?

Tehtava 11

Tutustu kirjan lukuun 20, jossa kasitellian ryhmien homomorfialausetta.

Tutkitaan kuvausta f: Z — Zys5, f(a) = [3a]1s.

3. Osoita, ettd f on ryhmédhomomorfismi.



4. Mika on homomorfismin f ydin? Perustele vastauksesi huolellisesti.
5. Mikéa on homomorfismin f kuva?

6. Maalijoukolla on aliryhma

H = {[0]15, [3]15, [6]15, [9]15, [12]15}-

Osoita, ettd ryhmien homomorfialauseen avulla, ettd ryhmé Zs = Z/5Z on
isomorfinen ryhman H kanssa.

7. Mille alkiolle edellisen tehtdvan isomorfismi kuvaa sivuluokan 2 + 5Z7 Enta
sivuluokan —11 + 5Z7

Tehtava I11

8. Millainen isomorfismi homomorfismista f: Z x Z — Z, f(a,b) = b saadaan
ryhmien homomorfialauseen avulla?

Tehtava IV

9. Olkoon f: G — H ryhmé&homomorfismi. Osoita, ettd niilld ryhmén G al-
kioilla, jotka ovat samassa sivuluokassa ytimen Ker f suhteen, on sama kuva-
alkio.

10. Maérita kaikki homomorfismit ryhmélta Z, ryhmélle Ss.
Tehtava V
Tutustu kirjan lukuun 22, jossa kasitelldan polynomien jaollisuutta.

11. Etsi seuraavien polynomien juuret:

X2 - X+1€Q[X], X*—X+1€Z][X], X*'+2X*+1¢€Z3[X].

12. Mitka edellisen tehtavin polynomeista ovat jaottomia ja mitké eivét?

13. Onko renkaan Zz[X] polynomi X3 + 2X + 2 jaoton?



Tehtava VI

Valitse seuraavista tehtavistd yksi. Voit toki tehda kaikki tehtavéit, mutta vain
yhdesta saat lisapisteen.

14. Osoita, ettd kuvaus f: Z — R/Z, f(n) = n/4 + Z on ryhmahomomorfis-
mi. Millainen isomorfismi kuvauksesta saadaan ryhmien homomorfialauseen
avulla?

15. Osoita ryhmien homomorfialauseen avulla, ettd tekijaryhma 67 /427 on iso-
morfinen ryhman Z, kanssa.

16. Olkoot G ja G’ ryhmia, joilla on normaalit aliryhmét N ja N’. Osoita, etta
ryhmét (G x G')/(N x N') ja G/N x G'/N' ovat isomorfiset.



