Algebra I

Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Kevit 2012

Harjoitus 11

Tehtéavien viimeinen palautuspéivé: ke 18.4.2012 klo 18.00
Korjausten viimeinen palautuspaiva: ke 2.5.2012 klo 18.00

Naissa laskuharjoituksissa késiteltdvia uusia aiheita ovat

e Tekijaryhma

e Ryhméahomomorfismi

Tutustu kirjan lukuun 18, jossa kasitellaan tekijaryhmia.

Tehtava 1

1. Tarkastellaan ryhméé Zg ja sen normaalia aliryhméd N = ([3]o). Maa-
rita tekijairyhmén Zo/N alkiot.

2.* Kirjoita tekijaryhmén Zg/N yhteenlaskutaulu.

3. Jérjesta ryhman Zg yhteenlaskutaulussa alkiot aliryhmén N sivuluok-
kien mukaan. Miten taulussa nékyy tekijaryhma Zo /N7

Tehtava 11

4. Nelion symmetriaryhméa D4 koostuu nelion symmetrioista, joita ovat
kierrot ja peilaukset. Ryhmén kertotaulu on esitety ohessa. Kiertoja
on merkitty symbolilla p ja peilauksia symbolilla ¢. Voit halutessasi
lukea nelion symmetriaryhmasta lisaa luvusta 11.3.

Osoita, ettd ryhmalla Dy on normaali aliryhmé Ry = {1, p2}.
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5.* Osoita, ettd H = {(1), (1234), (13)(24), (1432)} ei ole ryhmén S, nor-
maali aliryhma.
Tehtava II1

6.* Olkoon G ryhmé ja H sen aliryhmd. Osoita, ettd HH = H. (Muis-
ta, ettd kaksi joukkoa osoitetaan samoiksi nayttdmaélla, ettd ne ovat
toistensa osajoukkoja.)

7. Olkoon G ryhma ja N sen normaali aliryhmé. Osoita, etta tekijaryhman
G/N alkiolle gN pitee (gN)* = g¥N kaikilla k € Z.

Tehtava IV

8. Tutkitaan tekijaryhméd R/Z. Osoita, etta alkiolla 1/2 + Z on tekija-
ryhméssé vasta-alkiot —1/2+Z, 5/2+ 7Z ja 1/2 + Z.

9. Miksei edellinen tehtava ole ristiriidassa sen kanssa, ettd ryhmén al-
kioiden kédanteisalkiot ovat yksikésitteisia?

10. Tarkastellaan ryhmén (Zsg, +) aliryhmad N = ([4]y0). Mitka ovat al-
kioiden [2]o0 + N ja [3]a0 + N kertaluvut? (Mieti tarkkaan, mikd on
alkion kertaluvun maéritelma.)

Tehtava V

Tutustu kirjan lukuun 18, jossa kasitelladn ryhmahomomorfismeja. Mitké
seuraavista kuvauksista ovat ryhmahomomorfismeja?

11 g: (Q,-) = (R*,-), g(z) = 3z
12. h: (Z,+) = (Q*,-), h(n) = (—1)"
13. f:QxQ—-QxQ, f(a,b) = (a,0)

14. Maarita edellisten tehtavien ryhméhomomorfismien ytimet.

Tehtava VI

Jos et ole vield lukenut polynomilukua 21 kokonaan, se kannattaa tehda nyt.

15.* Onko polynomirengas Z,[X] kokonaisalue?

16. Onko polynomirengas Zs[X] kunta?



17. Ovatko polynomien 2X3 + X2 + 1 ja X* + 2X2 + 1 midraamit poly-
nomikuvaukset samat, kun kerroinrenkaana on Z,? Entd kun kerroin-
renkaana on Q7

Tehtava VII

Valitse seuraavista tehtavistd toinen. Voit toki tehdd molemmat tehtévét,
mutta vain yhden tekemisesta saa lisapisteen.

18. Totea, ettd 20Z <47 ja maarita tekijiryhman 47 /207 yhteenlaskutau-
lu. Minké tutun ryhmén kanssa tekijaryhmaé on isomorfinen?

19. Olkoon G ryhmé, jolla on normaali aliryhmé N. Oletetaan lisdaksi, etta
[G : N] = k. Osoita, ettd g* € N kaikilla g € G.



