Algebra I

Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Kevit 2012

Harjoitus 10

Tehtéavien viimeinen palautuspéiva: ke 4.4.2012 klo 18.00
Korjausten viimeinen palautuspaiva: ke 25.4.2012 klo 18.00

Naissa laskuharjoituksissa késiteltdvia uusia aiheita ovat

e Kunta
e Kokonaisalue

e Normaali aliryhmé ja sivuluokkien laskutoimitus

Tehtava 1

1.* Osoita, ettd joukko
{;ﬂ |la€Z,ne N}

on renkaan Q alirengas.

2. Maaritellaén R = {[0]10, [2]10, [4]10, [6]10, [8]10} Osoita, etta (R, +, ) on
rengas. Rengas R sisatyy renkaseen Zo. Onko se renkaan Z, alirengas?

3. Olkoon (R,+,-) rengas. Osoita, ettd jos (R,-) on ryhmé, renkaassa R
on vain yksi alkio, nolla.

Tehtava 11
Tutustu lukuun 13, jossa kéasitellaédn kuntia.
4. Méarita renkaan Zs yksikot. Onko Zz kunta?
5.7 Onko tulorengas Z3 x Zs kunta?
6. Onko tehtdvin 2 rengas R kunta?
7. Osoita madritelman perusteella, ettd [2]5 € Z];.

8. Méérita ryhméan Zj; aliryhma ([2];5).



Tehtava I11

Tutustu kirjan lukuun 14, jossa kasitelladn kokonaisalueita.

9.
10.

11.

Ratkaise kokonaisalueessa yhtilo z? — 4 = 0.

Millaisia ratkaisuja edellisen tehtdvan yhtalolld on renkaassa Z47 Miten
selitdt sen, ettd ndissad kahdessa tehtdvassd saamasi ratkaisut eivéit ole
samoja?

Osoita, etta jokaisessa kokonaisalueessa D pétee niin sanottu supista-
missddanto: jos ab = ac ja a # 0 joillakin a,b,c € D, niin b = c.

Tehtava IV

Tutustu lukuihin 15.1 ja 15.2, joissa kasitellian normaaleja aliryhmia ja si-
vuluokkien laskutoimituksia.

12.

13.

Ryhmén S5 aliryhmén H = {(1), (13)} vasemmat sivuluokat méaaritet-
tiin harjoituksen 8 tehtévassa 4. Maarita aliryhman oikeat sivuluokat.
Onko aliryhméa normaali?

Ryhmalla Zi¢ on normaali aliryhmd H = ([4]s6), jota tutkittiin har-
joituksen 8 tehtavéissd 11. Aliryhmén H sivuluokkien joukoksi saatiin
ZQO/H = {H, [1]16 + H, [2]16 + H, [3]16 + H} Maarita summat

(2l + H) + (116 + H) Ja  ([2)16 + H) + ([2l16 + H).

14. Mitké seuraavista véitteista pitavit paikkansa?

15

a) (1016 € ([1)16 + H) + ([1]16 + H)

b) [11]16 € ([3]16 + H) + ([2]16 + H)

c) ([the + H) + ([2l1s + H) = ([3]16 + H) + ([3]16 + H)
Tutkitaan ryhméa G = {1,a,b,¢,d,e, f, g, h}, jolla on oheinen kerto-
taulu. Ryhmélld G on normaali aliryvhméa H = {1, ¢, f}. Aikaisemmas-

sa tehtavissd on saatu sivuluokkien joukoksi G/H = {H,aH,bH,cH}.
Mité joukon G/H alkioita ovat aH - cH ja cH - cH? Kirjoita tulokset



samojen edustajien avulla kuin edellé.

11 a b ¢ d e f g h
111 a b ¢ d e f g h
ala b ¢ d e f g h 1
blb ¢c d e f g h 1 a
cle d e f g h 1 a b
did e f g h 1 a b ¢
ele f g h 1 a b ¢ d
flf g h 1 a b ¢ d e
glg h 1 a b ¢ d e f
hih 1 a b ¢ d e f g
Tehtava V
16. Tutkitaan renkaan Zs[X] polynomia P = —X? +3X + X. M&arita sita

vastaavan polynomikuvauksen kaikki arvot.

Tehtava VI

Valitse seuraavista tehtavistda toinen. Voit toki tehda molemmat tehtavat,
mutta vain yhden tekemisesta saa lisapisteen.

17.

18.

Onko esimerkin 12.6 Boolen rengas (P(X),A,N) kokonaisalue, kun
X ={0,1}? Onko se kunta?

Tutkitaan 2 x 2 -matriiseja, joiden alkiot ovat kunnassa Zs. Ne muo-
dostavat renkaan My(Zs). Merkitaan

1 2 ) 1 1
A:b 11 ja B—[O 11.

Matriiseissa olevista alkioista on jatetty selvyyden vuoksi hakasulut
merkitsematta.

a) Laske tulo AB.
b) Osoita, ettd matriisi B on yksikko mutta A ei.

c¢) Selvitd matriisin B kertaluku yksikkoryhméssa.



