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Maéritelmé Joukko X on ddrellinen, mikali jollain n € N on olemassa bijektio [n] — X.

Jos X ei ole dérellinen, niin sanomme, ettd X on ddreton.

Koska bijektion k#énteiskuvaus on bijektio, joukko X on &darellinen jos ja vain jos
jollain n € N on olemassa bijektio X — [n].

Koska identtinen kuvaus on bijektio joukolta itselleen, ndemme etté joukot [n] ovat
adrellisia. Erityisesti, tyhjd joukko [0] on darellinen. Myds jokainen yksio {a} on dérellinen,
silld ehto 1 +— a maéérittelee bijektion [1] — {a}.

Todistamme nyt etté bijektioita [n] — A voi olla olemassa vain yhdelld n € N. Tarvit-
semme tahan aputulosta, jonka todistus perustuu seuraavaan luonnollisten lukujen omi-
naisuuteen (kyseessé on induktioperiaatteen yleinen muoto):

~ Jokaisessa N:n epdtyhjdssd osajoukossa on pienin luku.
Lemma Olkoot n,k € N ja k < n. Télloin ei ole olemassa injektiota [n] — [k].

Todistus. Meidan on osoitettava, ettd joukko
A = {n € N : 3 injektio [n] — [k] jollain k < n}

on tyhja. Teemme vastavaitteen: on voimassa A # 0.

Y14 mainitun induktioperiaatteen nojalla on olemassa sellainen luku m € A, ettd
m < n jokaisella n € A. Koska m € A, on olemassa k < m ja injektio ¢ : [m] — [k].
Panemme merkille, ettd on voimassa k& > 0 (koska m > k > 0 ja on olemassa kuvaus
[m] — [k]). Maérittelemme nyt kuvauksen 1 : [m — 1] — [k] seuraavasti. Jos on voimassa
k & ¢([m — 1]), niin valitsemme :ksi rajoittumakuvauksen ¢|[m — 1]. Mikali on olemassa
sellainen ¢ € [m — 1], ettd ¢(4) = k, niin maarittelemme kuvauksen ¢ asettamalla (7)) =
d(m) ja ¥(j) = ¢(j) jokaisella j # i. Naemme helposti, ettd molemmissa tapauksissa
kuvaus 1 on injektio [m — 1] — [k — 1]. Tést4 seuraa, etté on voimassa m — 1 € A, mutta

tama on ristiriidassa luvun m minimaalisuusominaisuuden kanssa. Taten vastavaite on

vaari ja on voimassa A ={. O
Lause Kun A on ddrellinen joukko, niin vain yhdellin € N on olemassa bijektio [n] — A.

Todistus. Teemme vastaviitteen: on olemassa sellaiset luonnolliset luvut n ja k, ettd
k < n ja on olemassa bijektiot f: [n] — A ja g : [k] — A. Kuvaus g~ ! on bijektio 4 — [k]

ja voimme mééritelli kuvauksen h : [n] — [k] kaavalla h(i) = g~ !(f(i)). Bijektioiden
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yhdistédmislauseen nojalla h on bijektio [n] — [k]. Tama on kuitenkin ristiriidassa edellisen

lemman kanssa. O

Olkoon A aérellinen joukko. Kdytdmme edellisen lauseen yksikasitteiseksi todistamas-
ta luvusta n merkintda |A| (“A:n alkioiden lukumddrd” tai “A:n koko”). Kun |[A] =n > 0,
niin voimme esittdd joukon A muodossa A = {ay,...,a,}: asetamme a; = ©() jokaisella‘
i € [n], kun ¢ on bijektio [n] — A.

Kun A on &érellinen joukko ja |A| = m, niin sanomme, ettd A on n-joukko tai n-
alkioinen joukko. Kédytamme seuraavassa sekd merkintdd “|B| = n” ettd sanontoja “B on

n—joukko” ja “B on m-alkioinen joukko” lyhennyksend ilmaisulle “B on aarellinen joukko

ja m on luonnollinen luku, jolle on voimassa |B| =n”.
Tyhja joukko on ainoa O—joukko. Yksi6 on sama asia kuin 1-joukko. Jokaisella n € N

on voimassa |[n]| = n, koska joukon identtinen kuvaus on aina bijektio joukolta itselleen.

Osoitamme nyt, etta joukkojen vélinen bijektio “sailyttda” joukkojen darellisyyden ja

niiden koon.

Lause Olkoot A ja B sellaisia joukkoja, ettd on olemassa bijektio A — B. Jos joko A tai

B on darellinen, niin t&ll6in sekd A ettd B ovat dérellisid ja on voimassa |A| = |B|.

Todistus. Olkoon f bijektio A — B.

Oletamme, ettd joukko A on &dérellinen. T&loin on olemassa n € N ja bijektio ¢ :
[n] — A. Ndemme helposti, ettd kaavan h(k) = f(ep(k)) madrittdma kuvaus h on bijektio
[n] — B. Téten B on direllinen ja on voimassa |[B| =n = |A.

Koska kuvaus f~! on bijektio B — A, edelli esitetysti seuraa, etti jos B on direllinen,
niin t&all6in A on &d&rellinen ja |A| = | B). O
Seuraavaksi osoitamme, ettd aérellisten joukkojen osajoukot ovat darellisid. Todis-

tamme tdmén ensin joukkojen [n], n € N, osajoukoille.

Lemma Olkoon n luonnollinen luku ja olkoon A joukon [n] aito osajoukko. Télléin jollain

k < n on olemassa bijektio [k] — A.

Todistus. Merkitsemme E:lI4 niiden lukujen n € N muodostamaa joukkoa, joilla on ole-

massa sellainen A G [n], ettd millddn k£ < n ei ole olemassa bijektiota [k] — A. Haluamme

osoittaa, ettd on voimassa E = (.
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Kaytamme jalleen epdsuoraa todistusta ja induktioperiaatetta. Oletamme, ettd E #
§. Induktioperiaatteen nojalla joukossa E on pienin luku m. Koska m € E, on olemassa
sellainen joukko A G [m], ettd milldin k& < m ei ole olemassa bijektiota [k] — A. Koska
tyhjalla joukolla [0] ei ole aitoja osajoukkoja, on voimassa m > 0 ja koska m on joukon E
pienin luku, on voimassa m — 1 ¢ E.

Merkitsemme B = AN[m — 1] eli B = A~ {m}. Jos olisi voimassa B = [m — 1],
niin télléin olisi voimassa A = [m — 1] ja identtinen kuvaus olisi bijektio [m — 1] — A,
ristiriidassa joukon A ominaisuuden kanssa. Néin ollen on voimassa B & [m — 1]. Koska
m —1 ¢ FE, on olemassa £ < m — 1 ja bijektio ¢ : [{] — B. Edellisesta seuraa, ettid on
voimassa B # A eli m € A. Jatkamme nyt kuvauksen ¢ kuvaukseksi ¢ : [+ 1] — A
asettamalla @¢(¢ 4+ 1) = m. Nidemme helposti, ettd ¢ on bijektio [{ + 1] — A, mutta timé
on ristiriidassa joukon A ominaisuuden kanssa, koska £ + 1 < m.

Vastaviite johti ristiriitaan, joten se on vééra ja on voimassa E = . O
Lause Olkoon A &darellinen joukko ja olkoon B A:n aito osajoukko. Talléin B on &darel-
linen ja |B| < |A|.
Todistus. Koska A on dérellinen, on olemassa n = |A] ja bijektio f : A — [n]. Merkitdin
C = f(B) = {f(b) : b€ B}. Koska f on bijektio ja B & A, on voimassa C & [n]. Edellisen
lemman nojalla on olemassa k& < n ja bijektio g : C' — [k]. Kuvaus ¢ : B — [k], missi

@(b) = g(f(b)) jokaisella b € B, on bijektio. Tdten B on dérellinen ja |B| = k < n = |A|.
0
Todistamme seuraavaksi tdrkedn “summalauseen”.
Lause Olkoot A ja B kesken&én erillisid darellisid joukkoja. Talloin joukko AU B on

aédrellinen ja

|AU B| = |A| +|B|.

Todistus. Olkoon |A] = n ja IBf = k ja olkoot ¢ : [n] — A ja 9 : [k] — B bijektioita.
Méérittelemme nyt kuvauksen 6 : [n + k] — A U B seuraavasti: 6(:) = ¢(i) jos i < n ja

(i) = ¥(i — n) jos i > n. Ndemme helposti, ettd 6 on bijektio [n + k] — AU B. O

Seuraus Olkoon A darellinen joukko ja B C A. Talloin

A~ B| = 4| - |B|.
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Todistus. Aésrellisen joukon A osajoukot B ja A~ B ovat érellisii; lisiksi ne ovat erillisid,
joten edellisen lauseen nojalla on voimassa |B|+ |A \ B| = |BU (A \ B)| = |A|; tasta

seuraa yhtdlo |A\ B| =|A|—|B| . O

Seuraus Olkoot A ja B aarellisid joukkoja. Téllbin joukko AU B on déarellinen ja

|AUB| = |A|+|B|-|ANB|.

Todistus. On voimassa AU B = AU (B \ A) ja tistd seuraa edellisten tulosten nojalla,
koska, joukot A ja B~ A ovat adrellisid ja AN (BN A) = 0, ettéd joukko AU B on éérellinen
ja]AUB| = |A| + |B~\ A|. Koska BN A =B~ (ANB) ja AN B C B, niin edellisen

seurauslauseen nojalla on voimassa |B \ A| = |B| —|AN B| . Néinollen on voimassa
|[AUB| = |A|+|B~ Al =|A|+|B|—-|[ANB. O

Edellisia kahden joukon yhdisteen kokoa koskevia tuloksia on helppo yleistaa kolmelle,
neljélle, viidelle,... joukolle. Jos esimerkiksi A, B ja C ovat keskenddn erillisia aarellisid
joukkoja, niin tilléin A U B on aikaisemman nojalla | A| + | B|-joukko; soveltamalla tulosta
toistamiseen, niemme ettd joukko (AU B) U C, eli joukko AU BUC on |A]| + |B| + |C]-
joukko. Kayttaméilld hyvaksi tata kolmea joukkoa koskevaa tulosta ndemme vastaavalla
tavalla, ettd jos jos joukot A, B,C ja D ovat keskendan erillisid aérellisid joukkoja, niin
AUBUCUD on |A| + |B| + |C| + | D|-joukko.

Koska voimme jatkaa edellistd paéttelyd loputtomiin, tuntuu itsestaén selvalta, etta
seuraava tulos on voimassa: jos n € N ja jos joukot Aj, Ag, ..., Ay, ovat keskendin erillisia
aarellisis, joukkoja, niin joukko Ay U Ay U---U A, on dérellinen ja |[4; UAa U---UA,| =
|A1] +|Az2| +---+]A,|. Jos kuitenkin haluamme todistaa tuon tuloksen tasmallisesti, niin
emme voi vedota siihen, ettd “voimme jatkaa edellistd padttelyd loputtomiin”. Tésmalli-
seen todistukseen tarvitsemme jo aikaisemmin pari kertaa kohtaamaamme “induktioperi-
aatetta”.

Ilmaisemme erillisten joukkojen yhdisteeseen liittyvén tuloksen yleisessd muodossa
kayttamalla yleistettyja yhdistys- ja summamerkintGja. Teemme seuraavat sopimukset

koskien “tyhjad summaa” ja “tyhjaéd yhdistettd”: >,y = 0 ja {J;cp 4i = 0.
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