Mitta ja Integraali
kevét 2015
muistilista

1. A € R™ R™n Lebesgue:n ulkomitta A:sta on m(A) := inf{S(F) : F on Amn Lebesgue:n
peite}.

2. F on A:n Lebesgue:n peite jos se on numeroituva perhe avoimia n-vilejé, siten etta

Ac I

IeF
3. S(F) = Zlefl(l), missé [((a1,b1) X -+ X (ap,by) = Z’:l(bk —ag).
4. Ulkomitalla on seuraavat ominaisuudet
(a) m*(@)=0

(b) Jos A C B niin m*(A) < m*(B).

(c) § N
m* (U An> <> mr(Ay).
i=1 i=1
5. Caratheodoryn ehto: E C R™ on mitallinen jos VA C R”
m*(A) =m* (AN E)+m*(AN E°),
mikéd on yhtépitdva sen kanssa, etté
m*(A) > m* (AN E)+m* (AN E°).

6. Vektoriarvoinen funktio f : A — R™ on mitallinen jos jokaisen avoimen joukon G C R™

alkukuva
fHG) :={x: f(z) € G} on mitallinen.

7. Funktio f : A — ]R(:: R U {00, —00}) on mitallinen jos jokaisen avoimen joukon G C R
alkukuva f~1(G) on mitallinen, ja f~({—o0o}) ja f~!({oc}) ovat mitallisia.

8. Funktion mitallisuus on yhtépitéva seuraavien ehtojen kanssa

(a) Va € R f~1([~00,a]) on mitallinen;
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11.
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13.

14.
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(b) Va € R f~1([—o0,a[) on mitallinen
(c) Va € R f~Y([a,cc]) on mitallinen
(d) Va € R f~1(Ja, 00]) on mitallinen

. Sanotaan ettd ominaisuus P(z) patee melkein kaikille (m.k.) = € F jos on olemassa E' C F

siten, ettd m(E \ E') = 0 ja kaikille x € E’ pitee ominaisuus P(z).

Funktio f : R®™ — f on yksinkertainen jos silld on esitys f = Zle a;Xa,;, missa 0 < a; < oo
ja joukot A; mitallisia.

Yksinkertaisen funktion f = Zle a;X 4, integraali on
k
I(f) =) aim(Ai) I(f,E):=1(fx).
i=1

Olkoon f > 0 mitallinen funktio. T&ll6in on olemassa kasvava jono yksinkertaisia funktioita
¢i S f.

Jos f > 0 on mitallinen, niin sen Lebesgue integraali méaritellidn seuraavasti:

/f :=sup{I(¢) : ¢ < f, ¢ yksinkertainen} /Ef = /fXE-

Olkoon f : A — R. f*(x) := max{f(z),0} ja f~(z) := —min{0, f(z)}. f = ft — f~
|fl = f*+f~. f on integroituva yli E C A jos se on mitallinen ja [, fT < ooja [, f~ < occ.

Tallsin
o=

[ on integroituva yli E jos ja vain jos se on mitallinen ja [} |f] < oc.
Konvergenssilauseet:

a) MKL: olkoot f; : A » R, 0 < f; < f;+1 mitallisia. Tallsin
( ) ) +
E 71— 00 1— 00 E
(b) Fatou: olkoot f; : A — R, 0 < f; mitallisia. Talldin
/ liminf f; < lim inf/ fi
E 1— 00 71— 00 E

(c) DKL: olkoot f; : A — R integroituvia ja 3lim; o f;(z) m.k. x. Jos 1oytyy integroituva
g : A — Rsiten, ettd |f;| < g kaikilla ¢, niin pétee

g 00 i—oo | g



