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It would be so nice if something made sense for a change.

-Lewis Carroll, Alice in Wonderland



4 Mitta ja integraali

Esipuhe: Instrumentti nimelta Integraali

Vuoteen 1904 asti integraali — tuo analyysin tehokkain tyokalu taisteluparinsa derivaatan rinnalla
— tarkoitti Riemann-integraalia. Sen idean voi tiivistda seuraavaan kuvaan:

Funktion f graafin
arviointi pystypylvdilldi

g 2 3¢ 4g S 6&

Jokaisella pystypylvéélla on luonnollinen pinta-ala (kanta kertaa korkeus). Riemann-integraalin
tavoite on arvioida graafin ja x-akselin véliin jadvén alueen alaa (mikéli sellainen on) ndiden
pystypylvaiden alojen summalla. Kaytannon tasmallisessa tarkastelussa joutuu huolehtimaan matemaat-
tisista yksityiskohdista, mutta idea on lopuksi darimmaisen yksinkertainen.

Uusi innovaatio: Miksei vaakapalkkeja? Mitd jos yritammekin seuraavaa: Sen sijaan, etta
"teemme jaon x-akselilla”, kokeilemme jakaa pystyakselin e-pituisiin valeihin, jotka integroitavan
funktion graafin avulla maardavat vaaka” pylvaikon” seuraavasti:

Funktion f graafin
arviointi "vaakapalkeilla"

O+
Sed
4cd

3e4
2e 4

Huomaamme, ettd vaakapalkit eivat valttdmaéattd ole yhtenaisia vaan koostuvat useammasta
”osapalkista”. Kuvan funktio on muuten harhaanjohtavan kesy; kaytdnnossa vaakapalkki saattaa
osittua dédrettémén moneen osaan. Térméamme siis ensimmaéiseen (ja lopulta ainoaan) haasteeseen:
Miten maardamme alan mielivaltaisella ”palkille””? Luonnollisesti haluaisimme edelleen soveltaa
periaatetta "kanta kertaa korkeus”, ja koska korkeus on e, kysymys palautuu "kannan pituuden”
maaraamiseen.

Oletetaan, huvin vuoksi, ettd osaamme antaa pituuden m(FE) mille tahansa osajoukolle E' C R.
Silloin osaamme antaa pinta-alan kaikille vaakapalkeille. Esimerkiksi kuvan tummemman ”palkin”
kanta voidaan ilmaista alkukuvana f~![4e, 00) (pisteet, joissa funktion ” f arvo ylittéi riman 4¢”).
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Niin ollen tumman vaakapalkin alan pitiisi olla m(f~![4e, 00))e.
Nain ollen osaamme maarata jokaiselle vaakapalkille alan, joten voimme arvioida graafin ja
x-akselin valiin jadvan alueen pinta-alaa palkkien alojen summalla:

(-1.1) > m(fne, 00))e.
n=1

Lopuksi, kuten Riemann-integraalissa, haluamme péaastéa jakoparametrin € nollaan. Itse asiassa
summa (-1.1) onkin funktion y — m(f~![y, o)) eriis Riemann-alasumma! Lisiiksi huomaamme,
ettd kyseessé on laskeva funktio, koska [z, 00) D [y, 00) kun z < y. Muistamme, ehké, aikaisemmilta
kursseilta, ettd monotoniset funktiot ovat automaattisesti Riemann-integroituvia. Voimme siis
todellakin paitella!

(-1.2) Z m(fne, o0))e 3 (R) / m(f y,o0)) dy, (R tarkoittaa Riemann-integraalia.)
n=1 0

Mita oikeastaan olemme saaneet aikaiseksi? Vastaus: Uuden tavan integroida funktioita. Po-
hjimmainen periaate perustuu vaakapalkkeihin pystypalkkien sijasta, ja nain saatu uusi integraali
voidaan laskea vanhan Riemann-integraalin avulla kiyttden kaavaa (-1.2).

Mita sitten? Kuka haluaisi kdyttda moista kaavaa? Motivaatio: Potentiaali ei ole kaavassa, tai
ainakaan sen kéaytossé kaytdnnon laskuissa, vaan yksinkertaisesti sen olemassaolossa. Se osoittaa,
ettd ” Vaakapalkki-prosessimme toimii ja tuottaa jotakin jarkevaa”.

Olemme kuitenkin unohtaneet eriiin tirken seikan. Nimittiin joukkojen f~![y,co) pituuksien
madrddmisen. Ilman niitd koko metodi ja my0s integraalikaava (-1.2) on jarjeton. Toisaalta tAmé&
puute luo toivoa: mitd suuremmalle kokoelmalle joukkoja osaamme maardta pituuden, sitd su-
urempaa luokkaa funktioita voimme uudella ideallamme integroida. Huomiomme keskittyy tédten
mittaamisen ongelmaan: jotta voisimme kayttaa uutta metodiamme, meidan on opittava mittaa-
maan mahdollisimman monimutkaisia joukkoja. Meidan on luotava yleinen "mittateoria”. Ja mita
tehokkaampi mittateoria, sitd yleisempi integrointiteoria.

On luultavasti litkaa toivottu (ja tAmé& aavistus osoittautuu oikeaksi), ettd voisimme antaa
mielekkéan mitan kaikille joukoille. ” Mitallisten joukkojen perhe” on siis jokin aito osakokoelma
R:n osajoukkoja. Mutta heti kun olemme 16ytéaneet (toivottavasti kattavan) kokoelman mitallisia
joukkoja, voimmekin maéaaritelld ”integroitavan funktion” késitteen: Integroitava funktio on sel-
lainen, jonka alkukuville f~![y,00) osaamme antaa mitan. Siispi kyseessi ovat tdsmdlleen ne
funktiot, joilla integroimisprosessi vaakapalkeilla menee lapi.

Talla esipuheella on kolme sanomaa. Ensimmainen on idea integroinnista vaakapalkeilla. Toinen
on mittateorian rooli integroinnissa; jotta uusi integrointi-ideamme voisi toimia, meidan on pakko
tutkia mittauksen ongelmaa. Kolmas on vaistamaton maaritelma funktiolle jota voi integroida;
voimme soveltaa uutta metodiamme vain funktioihin, joilla alkukuvat f~![y, co) ovat mitallisia.

Téssé vaiheessa on sopivaa paljastaa, ettd ” vaakapalkki-integrointi” on nimen omaan Lebesgue-
integrointia, ja integroitava funktio kulkee virallisesti nimell& mitallinen funktio. Kurssin tarkoitus
on saattaa ylldoleva késienheiluttelu tdsmaélliseen muotoon. Aivan ensimmaéiseksi, kuten nyt lie-
nee selvad, rakennamme (Lebesguen) mittateorian. Sen jalkeen konstruoimme Lebesgue-integraalin
oleellisesti ylldesitetylla menetelmalld (joskin matemaattinen maéritelma esiintyy hieman hdméaévana).
Lopuksi demonstroimme teoriamme voimaa todistamalla tuloksia, joihin vanhanaikainen Riemann-
integraali on auttamattoman riitta&maton.

'N#mé matemaattiset yksityiskohdat ja argumentit eivit ole térkeitd. Voit huoletta seurata tarinaa ideoiden
tasolla.
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0 Taustatietojen kertausta ja taydennysta

0.1 Kaytannon joukko-oppia

Aivan aluksi on parasta hieman koota ja kerrata esitietoja. Hyvéa perusrutiini helpottaa tyoté
myohemmin ja auttaa keskittymaan oleelliseen teorian rakennuksessa.
Olkoon X miké tahansa joukko. Télloin X :n potenssijoukko on

P(X)={A: AC X}
ja X :n joukkoperhe (tai perhe/kokoelma X :n osajoukkoja) on miké tahansa P(X):n osajoukko
F C P(X).

Perheen F yhdiste on
|J A={r e X:x e Ajollakin A € F}
AeF

ja leikkaus on

[ A={z€X: e Akaikilla A € F}.
AeF

Olkoon A jokin (indeksi)joukko ja oletetaan, ettd jokaista a € A vastaa yksikésitteinen X:n
osajoukko V,, C X. (Toisin sanoen, o — V, on kuvaus A — P(X).) Télloin kokoelma

F={Va:ae A}

on X :n indeksdity joukkoperhe.
Indeksoidyn perheen yhdiste on

U Vo ={x € X: x €V, jollakin a € A}
acA

ja vastaavasti leikkaus on

(] Vo ={z € X: 2 €V, kaikilla o € A}.
acA

Merkitsemme my0s

U Vo ja ﬂ Vo, jos A kay selville asiayhteydesta.
o [0

Esimerkki 0.2. 1. Olkoon F C P(X). Voimme tulkita F:n indeksoidyksi perheeksi kayttamalla
F:44 itsedédn indeksijoukkona. Toisin sanoen, jos o € F (jolloin v on X:n osajoukko), niin
merkitaan V, = a. Talléin F = {V,: a € F}.

X=J{z}, {2} = yksiv.

rzeX
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Usein indeksijoukkona on N = {1,2,3,...}, jolloin merkitdén

UVn tai Gvn tai Uvn,

neN

ja vastaavasti

ﬂvn tai ﬁvn tai ﬂvn.

neN

Merkinnét (V;,), (Vn)o21, (Vi)nen, ja Vi, Va, ... tarkoittavat (joukkojen) jonoja.
Joukkojen A, B C X erotus on

A\B={rze X:xz € Ajax ¢ B}.
Joukon B C X komplementti (X :m suhteen) on
B°=X\B.

Huomautus 0.3.
A\ B=AnB"

Lause 0.4. Olkoon {V,: a € A} jokin X :n joukkoperhe. Tdlléin patee ns. de Morganin lait:
(0.5) Uva) =

ja

(0.6) (Vva) =Jve

Olkoon B C X. Talldin pdtee ns. distributiiviset lait yhdisteelle ja leikkaukselle:

(0.7) Bn(Jva) =BV

ja

(0.8) BU([Va) =[)(BUVa).
Tod. (0.5):

re (V) = 2¢ (Vo <= Va2 ¢V, <= Varz eV < ze( |V

(0.6): Samoin.
(0.7):

reBN(JVa) <= z€Bjaze|JVa < € BjazeV,jollakinac A

« «

= z€BNV, jollakina € A < ze| J(BNV,).

«
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(0.8): Samoin. O
Joukkoperheen yhdisteen/leikkauksen kuvat ja alkukuvat.

Olkoot X ja Y epétyhjia joukkoja ja f: X — Y kuvaus.

Joukon A C X kuva (kuvauksessa f) on

f(A) ={f(z): z€ A}. (CY)

Merkitdan myos lyhyemmin fA.
Joukon B C 'Y alkukuva (kuvauksessa f) on

fY(B)={zeX: f(z) € B}.
Merkitéadn myos f~'B. Kiytdimme myos merkintii
) = 1)

kun y € Y. [Huom.: f:114 ei tarvitse olla kddnteiskuvausta.|

Lause 0.9. Olkoon f: X =Y, {V4: o € A} X:n joukkoperhe ja {Wpg: 5 € B} Y :n joukkoperhe.
Silloin

(0.10) FUva) = rva
(0.11) A Uwe) ='Wy
8 8
(0.12) FHOYWe) =)' Ws
8 8
Tod. (0.10):

yef(UVa) = y=f@jare|JVa = y=f(2)jaz eV, jollakin a € A

«

= y € [V, jollakin e € A <= y | fVa.

o
(0.11) ja (0.12): Samoin. O
Huomautus 0.13. Aina pétee

F((Va) €[ fVas

mutta inkluusio voi olla aito. Yhtasuuruus f(NaVa) = Na f Ve pitee esimerkiksi, jos f on injektio.

0.14 Numeroituvat ja ylinumeroituvat joukot.

Numeroituvuus on erittiin tarkeid mittateoriassa!

Maaritelma 0.15. Joukko A on numeroituva, jos A = () tai 3 injektio f: A - N ( <— 3
surjektio g: N — A).
A on ylinumeroituva, jos A ei ole numeroituva.
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Huomautus 0.16. 1. Anumeroituva <= A direllinen (mukaanluettuna @) tai numeroituvasti
aareton (jolloin 3 bijektio f: A — N).

2. A # () numeroituva <= A = {x,,: n € N} (toisto sallittu, joten A voi olla dérellinen).
3. A numeroituva, B C A = B numeroituva.

Lause 0.17. Jos joukot A, ovat numeroituvia ¥Vn € N, niin

U A,, on numeroituva.
neN

(Eli “numeroituva yhdiste numeroituvista joukoista on numeroituva”.)

Tod. Voi olettaa A, # 0 V n € N. A, numeroituva = A, = {z,,(n): m € N}. Méaritellddn
kuvaus
9: Nx N = U,A,, g(n,m)=zp,(n).

Silloin g on surjektio N x N — U, 4,,. Riittda 16ytad surjektio h: N — N x N, koska silloin
go h: N — U An
neN

on surjektio ja siten U, A, numeroituva. Esimerkki surjektiosta h: N - N x N

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5)
=h(1) =h(3) =h(6) =h(10) =h(15)
a a s a

(2,1) (2,2) (2,3) (2,4)
=h(2) =h(5) =h(9) =h(14)
a a ﬂ

(3,1) (3,2) (3,3)

=h(4) =h(8) =h(13)
a a

(4,1) (4,2)

=h(7) =h(12)
a

(5,1

=h(11)

Seuraus 0.18. Rationaalilukujen joukko
Q:{%Mc,meZ, n#0}
on numeroituva. Syy: Joukko
m
Ap={—InmeZ n#0, |m| <k, |n| <k}
n

on &drellinen (ja siten numeroituva) Vk € N. Lause 0.17 = Q = UgenAj numeroituva. O
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Esimerkki 0.19. (Ylinumeroituva joukko). Véli [0, 1] (ja siten my6s R) on ylinumeroituva.
Idea: z € [0,1] = z:1l4 on desimaalikehitelmé

r=0,a1a0a3...,

missd a; € {0,1,2,...,9}. Voimme siis tavallaan ajatella reaalilukuja lukujonoina! Tamé huomio
tarjoaa nakokulman muutoksen, joka on soveltuu erinomaisesti numeroituvuustarkasteluihin.
Todistus: Térked vaihe: Vastaoletus: [0, 1] numeroituva, jolloin [0,1] = {x,: n € N}. Pisteilld
z, on desimaalikehitelméat
1 =0, agl)agl)ag) ..

z9 =0, a§2)a§2)a§2) ..

(3,8,

r3=0,ay"ay a3

g")agn)aén) am

zn=0,a . Qy,

Nyt idea — idea, joka on yksi matematiikan historian kuuluisimpia — on rakentaa wusi desimaalike-
hitelmd joka ei esiinny ylldolevassa listassa. Temppu tottelee nimed Cantorin diagonaaliargumentti:

”Lavistajalla” on lukujono agl),agz),aég), .. ,aﬁ{”, ..., missa aﬁf‘) on x,:n n:s desimaali. Jos
valitsemme luvut b,, siten, etta b,, # a,(ln) kaikilla n = 1,2, ..., niin silloin 0, b1b2b3 ..., on desimaa-
likehitelma, joka ei esiinny edellissé listassa! Tadaa! Uskomatonta. Todistimme juuri, ettd kokon-
aislukujonoja — ja téaten desimaalikehitelmid — on ylinumeroituvan monta. Alkuperaista vaitetta
varten meidan pitaa viela tarkistaa yksi pieni asia, jolla ei ole mitaan syvallista annettavaa tulok-
selle. Korostamme, ettéd ylivoimaisesti tarkein ydinargumentti on jo esiintynyt.

Véhemmaén térked vaihe: Desimaalikehitelmé ei ole yksikésitteinen! [Esim. 0,5999... =
0,6000... (ndhdéén esim. geometrisen sarjan avulla).] Meidén on siis varmistettava, ettd tdmén
uuden desimaalikehitelmédn maaraamaéa reaaliluku, x := 0,b1bgbs ..., ei vastaa mitdén reaalilukua
yllaolevassa listassa [0, 1] = {z,: n € N}.

Tama onnistuu helposti, kunhan huomaa, etta kaksi desimaalikehitelméaa, 0, cica ... ja0,dids . ..

mééarittelevét eri reaaliluvut jos 2 < |¢, — dp| < 9 kaikilla n = 1,2,.... (Vakuuta itsesi tutkimalla
esimerkkijonoa.) Saadaksemme konkreettisen esimerkin, voimme valita vaikka seuraavasti:
Maéaéritellaan luku z € [0, 1] asettamalla x = 0,b1babs . . ., missi

o™ 4 2, jos ™ e {0,1,2,...,7},

an’ —2, josan €{8,9}.
Luvun z n:s desimaali toteuttaa |b, — af| = 2 ¥n € N, joten z # x, ¥Yn € N. Tamé on ristiriita,
sillé [0,1] = {zp: n € N}. Siis [0, 1] on ylinumeroituva.

[Huomio 1: Toistamme, etta todistuksen ylivoimaisesti térkein vaihe on alkuosan diagonaaliar-
gumentti. Loppuosan yksikasitteisyystarkastelut ovat sen rinnalla melkein hairitsevid. Ald valita,
jos ne eivat kiinnosta; tosin on hyva tietdd mista on kysymys.

Huomio 2: Sama diagonaaliargumentti pétee mille tahansa numeroituvalle listalle lukujonoja.
Mainitsemme erikseen tdmén térkeén sivuosuman: kokonaislukujonojen joukko on ylinumeroituva.|
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Sopimus. Jatkon kannalta on kidtevida ottaa ”oo” mukaan laskutoimituksiin seuraavilla kon-
ventioilla:

a+ 00 =00+ a= 09, a # —0o0
a—00=—00+a=—00, a # oo
00— 00, —00+4 00 el maar.
—(00) = —0o0, —(—0) = 0
00, a>0
0-a=a-00=4¢—-00, a<0
0, a=20 Huom! 0-00 =0
—oo0, a>0
(—o0)a =a(—o0) =% 400, a<0
0, a=20

(—00)oo = 0o(—00) = —o0
0, a>0
a
6 = —0Q, a<0
ei maar. , a=0
a a
—=—=0, a€R
oo —0
too L.
—— el maar.
+oo

Motivaatio: Kaytannossa +oo ”tarkoittaa” aina jotakin raja-arvo prosessia: +o0o = limy_ o0 Yk -
Kyseisia raja-arvoja tulee vastaan esimerkiksi "mitattaessa” aarettomén suuria joukkoja. Kun
taman pitda mielessd, on helppo péatella oikeat sopimukset: esim. "a + 0o = a £ limg oo Y =
limg_yoo @ £ yp = F00”.

Varoitus: Sopimusta 0- oo = 0 ei voi kdyttda raja-arvojen limy_.o Ty, laskemisessa tapauk-
sissa joissa myos "nolla korvataan raja-arvolla”: 0 = limy_,o Xk, 00 = limg_ oo yg. Toisin sanoen,
ei saa "paitelld”, ettd limp_ oo Tryr = (liMp_yoo 1) (limg 00 yx) = 0 - 00 = 0. 2

0.21 Summeerausteoriaa

Muistutus: Jos (a;)jen on jono s.e. a; > 0V 7, niin joko

00 k 00

a; = lim a; € R tai a; = 4o00.
Z J k—)ooz J Z J
7=1 7j=1 7j=1

2Miksei? Kokeile valita zx := 1/k ja y, := k.
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Eli ”positiivisten termien dareton summa on aina olemassa”, joko reaalilukuna tai darettomana.
. k :
Syy: osasummat »_;_; a; muodostavat kasvavan jonon.

On hyodyllista esitella uusi lahestymistapa positiivistermisten ”sarjojen” summaukseen: Olkoon
I # () mielivaltainen (mahdollisesti ylinumeroituva) indeksijoukko ja a; > 0V i € I. Kysymys: Mita

tarkoittaa
S
acl

Vastaamme omaan kysymykseemme: Ensin, jos J C I on &arellinen, niin merkitaan
Sy=> ai, Sy=0.
ieJ

Maaritelma 0.22.

Zai :=sup{Sy: J C I &érellinen}.

el

On hyvé tarkistaa, ettd uusi méaritelma on yhteensopiva vanhan kanssa, kun indeksijoukko on

N:

Lemma 0.23.

eli "wusi” madritelmd yhtapitiva aiemman (Diff.I) kanssa.
Tod. Merkitddn J, = {1,...,n}, =3 ..ya (=sup{S;:J C N dérellinen}).
(Ss,) nousevajono = 3 lim Sy, =9
n—oo

S; <8 = S<8.

n

Toisaalta

J C N aérellinen = dneN se. JCJ,
= S§;<8;,, <8
= S<95 (ottamalla sup yliV J).

O
Seuraavassa sekd I ettd J ovat mielivaltaisia indeksijoukkoja. (Liséksi merkitdén lyhyemmin

ai; = agj)-)
Lemma 0.24.

D=2 2 =)

(4,5)eIxJ i€l jeJ jeJ iel

Tod. Merkitdan Syas = vasemman puoleisin summa, Sies = keskimmainen summa, ja Sy =
oikean puoleisin summa.
(a): Jos A C I x J on aéarellinen, niin 3 aarelliset I' C I, J' C Jsee. ACT x.J'

(%)
= Sa<Spy =YY i <Y i < Skes
iel’ jeJ’ iel’ jeJ
= Svas < Skes (ottamalla sup yli V A).
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[(%): summassa S/, - dérellisen monta termié, joten voidaan summata missé jarjestyksessa tahansa.|
(b): Olkoon I C I &érellinen ja J! C J darellinen V i € I'. Merkitéén

A={(i,j):iel'je J}

Svas > S.A = Z Z Qg -

i€l jeJ!

Silloin

Otetaan (V i € I') sup yli dérellisten J; C J

Svas > Z Z Qg

iel’ jed
sup yli ddrellisten I' C I = Syas > Skes-

Samoin Syas = Soik. O

D= Y ag=y ) aj-

(i,j)ENXN iEN jEN jeN ieN

Korollari 0.25.

0.26 Euklidinen avaruus R"
n kpl
,—/ﬁ .
R"=R x ..-- xR karteesinen tulo
Alkoita kutsutaan pisteiksi tai vektoreiksi.

reR" <= z=(v1,...,2n), z; €ER, j=1,...,n.

Algebrallinen rakenne.
Pisteiden z,y € R" summa on

r+y=(x1+Y,..., T +ys) €R"
Reaaliluvun A € R ja pisteen x € R"™ tulo on
Ar = (Axq, ..., \zy,) € R™

Nollavektori

0=0=(0,...,0).
Pisteen = € R™ vastavektori (vastinpiste)

—z=(-1)z=(-21,...,—Tp).

Pisteiden z,y € R" erotus on

z—y=z+(-y).
R™:ssé summa ja reaaliluvulla kertominen toteuttavat vektoriavaruuden ehdot (Lin.alg.I), esim.

z+y=y+x, z+0=04+2z=r,

Mz+y) =X+ Ay, A+pz=Ax+pux jne
Ve, y € R", A\, u € R.
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Pisteiden =,y € R" sisatulo on

n
x-y:inyZ-ER.
1=1

Merkitaan
N 1/2
x| =Vz -z = E Tix; xm normi.
i=1

Euklidinen etaisyys R":ssa.
Pisteiden z,y € R" etdisyys on

oy = (Z(x —yi)2> "

i=1

Usein merktaan d(z,y) = |z — y|. Talldin d on metridkka R™:ssé, ts. kuvaus d: R™ x R — R
toteuttaa (metriikan) ehdot:

d(xz,y) >0 Vz,yecR"

dlz,y) =0 <= z=y

d(z,y) =d(y,x) Vx,yeR"

d(z,y) <d(x,z)+d(z,y) Vz,y,z€R" (kolmioepéyht., A-ey).

Avoimet ja suljetut joukot R™:ssd. (Vektorianalyysi, Topo I)

Euklidinen metriikka d maardd R™:&4n avoimet ja suljetut joukot (ja siten R™:n topologian)
seuraavasti:

Olkoon z € R™ ja r > 0. Joukko

B(z,r)={yeR": |y —z| <r}
on avoin (z-keskinen, r-siteinen) kuula (engl. ”ball”) ja
S(x,r)={yeR": ly—z| =1}
on (z-keskinen, r-séteinen) pallo (tai pallokuori) (engl. ”sphere”). Vastaavasti

B(z,r) ={yeR": |y —xz| <r}

on suljettu (x-keskinen, r-séteinen) kuula.
Joukko V' C R™ on avoin, jos Ve € V I r =r(z) > 0s.e. B(z,r) C V.
Joukko V' C R™ on suljettu, jos R™ \ V on avoin.

Esimerkki 0.27. 1. B(xz,r) on avoin Vz € R™,r > 0 (A-ey, ks. yo. kuva).
2. Suljettu kuula B(z,r) on suljettu joukko.
3. R™ ja () ovat seki avoimia ettéd suljettuja.

4. Puoliavoin véli, esim. [0, 1), ei ole avoin eika suljettu.
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Huomautus 0.28. Joukon A C R" sulkeuma on
A={xr eR": x € Atai z on An kasautumispiste}.
Piste € R™ on joukon A C R"™ kasautumispiste, jos Vr > 0 B(z,r) N (A\ {z}) # (). R™:ssd pitee

B(z,r) = B(z,r).

Varoitus. Joskus kuulaa B(z,r) kutsutaan myos palloksi, jolloin S(x,r):44 on kutsuttava pal-
lokuoreksi.

Huomautus 0.29. Jos (X,d) on metrinen avaruus, ts. d: X x X — R toteuttaa metriikan
ehdot, niin voidaan maéritellda X:n avoimet ja suljetut joukot (metriikan d suhteen) kuten edelld
korvaamalla |y — z| metriikalla d(z,y).

Seuraava tulos patee yleisesti:

Lause 0.30. Olkoon A mikd tahansa indeksijoukko. Silloin

(0.31) Vo CR" avoin Va € A= U Vo avoin;
acA
(0.32) Vo CR" suljettu Vo € A = ﬂ Vo suljettu;
acA
k
(0.33) Vi,...,Vk CR" avoin = ﬂ Vj avoin,
j=1
k
0.34 Vi,..., Vi, C R" suljettu = Vi suljettu.
( j i sulj
j=1

Tod. (Topo I) (0.31):
T € U Vo= dapge A se. xzeV,,,

acA
Va, avoin = 3 avoin kuula B(x,r) C V,, C U Va.
acA
(0.32):
Vo suljettuV o = Vi avoinV «
(g) U Ve de Morg. (ﬂ Va)c avoin
= ﬂVa suljettu.

(0.33) ja (0.34): (HT). 0

Huomautus 0.35.

o0
V; avoin Vj € N % (] V; avoin,
j=1

V; suljettu Vj € N % | J V; suljettu.  (HT)
j=1
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1 Lebesguen mitta R":ssa

1.1 Mittauksen filosofiaa

Miksi ympyrélla on pinta-ala? Siksikd, ettd voimme laskea integraalin

1
2/ V1—22dx=n?
-1

Ei. Integraalikaava vain kertoo, mika kyseinen ala luultavasti on mikéli se on olemassa. Mutta onko
se olemassa? Tai paremminkin, miksi on mielekésta kutsua jotakin reaalilukua ympyran ”alaksi”?
Senkd vuoksi, ettd jokin integraali sattuu tuottamaan sen tulokseksi? Ei tyydyta.

Lahempéana hyvaksyttavaa vastausta on toinen, alkeellisempi, metodi maarittaa ympyran pinta-
ala: piirtAmalla sen sisddn monikulmioita.

Kun sisémonikulmioon ”lisdd kulmia” se nayttédisi "lahestyvdn ympyrad”. Samalla sen ala
lihestyy piitd 3. Téten tekisi mieli sanoa, ettd ympyralld on pinta-ala, pii. Mutta nojaammeko me
litkkaa visioomme siité, ettd ”monikulmio lahestyy ympyrda”? Lahestyyko se oikeasti?

Tarkkaan ottaen sisamonikulmio perustelu osoitti, ettd jos ympyrélla on ala, se on vahintdan
pii. Tamé argumentti perustuu vaatimukseemme pinta-alan ”monotonisuudesta”’: emme pidé
mielekkaana kasitetta, jossa suuremmalla joukolla voi olla pienempi ala.

Joten eiké meidan kannatakin arvioida ympyrdaa myos ulkoa péin:

Identtinen paattely ulkomonikulmioilla kertoo meille, ettd jos ympyralla on pinta-ala, niin se
on korkeintaan ulkoarvioiden alaraja, pii. Mutta tdmé on sama kuin sisdarvioiden raja-arvo!

Eli mitd voimme sanoa? Ainakin, ettd ainoa luku joka mahdollisesti kily ympyran mielekkéaksi
pinta-alaksi on tuo yhteinen raja, pii. Mutta &ala keskity itse lukuun vaan pikemminkin sen ole-
massaoloon; sithen, etta raja-arvot ovat yhtenevat. Eiko tuo arvioiden tdsmadminen nimenomaan

3Miksi monikulmiolla on pinta-ala? Se koostuu #irellisen monesta erillisestd kolmioista, joten jos kolmioilla on
mielekés “ala”, niin silloin luontevaa sanoa, ettd alojen summa on monikulmion ala. Kolmioiden ala puolestaan on
olemassa, silla on helppo perustella, ettd se on puolet erdén nelikulmion alasta. Ja nelikulmioilla yksinkertaisesti on
ala, eiko olekin?
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tarjoa hyvan perustelun koko pinta-alan olemassaololle? Eiko juuri se oikeuta meidéat kutsumaan
piitd ympyréan pinta-alaksi?

Valinta on sinun

Pinta-ala/tilavuus/pituus ei ole ennalta annettu totuus. Matematiikka ei tarjoa tyhjésté vas-
tauksia kysymyksiin ”"onko ympyralla pinta-ala” tai ”onko Q:lla pituus?” Ei edes peruskysymyk-
seen "miké on nelion pinta-ala”? Meidin on itse tehtéva aloite. Jos olemme sité mielté, ettéa edes
nelidlle ei 16ydy sopivaa reaalilukua jota sopisi kutsua sen ”alaksi”, niin matematiikalla ei ole valin-
taamme vastaansanomista. Mutta, jos ensin katsomme sopivaksi méaaraté nelididen [a1, ag] X [b1, b2
aloiksi (ag — a1)(b2 — b1), ja sen jilkeen vield hyviksymme jonkin yleisen pelisdénnén kuten: ”jos
kahdella erilliselld joukolla on alat A ja B niin silloin niiden yhdisteelld on my6s ala, A + B 7,
niin taman jalkeen matematiikka ja logiikka vaistamétta sanoo, ettd monilla muillakin joukoilla
on pinta-ala. Jos intuitiomme vield lisdksi kannustaa meita lisadméaan pelisddntoihin esimerkiksi
ympyran tapauksessa ehdotetun ”kuristusperiaatteen”, niin silloin meiddn on loogista hyvaksya
my0s ympyran pinta-alan olemassaolo.

Téamén kappaleen ei ole tarkoitus ohjata valitsemaan tiettyja pelisadntojé, vaan auttaa ymmértamaan,
ettd me itse saamme maardtéd ne; juuri niinkuin oma intuitiomme (tai seikkailunhalumme) sanelee.
Matematiikka vain ohjaa meité laskuissa, kuten ympyrén sisé- ja ulkoarvioiden selvittdmisessa.

Jos olet tottunut kayttdméidn Riemann-integraalia, olet jo hyvaksynyt erddn muodon kuris-
tusperiaatteesta: funktio on madadritelmdn mukaan integroituva, jos sen yldintegraali (infimum
yldsummista) ja alaintegraali (supremum alasummista) ovat samat. Visuaalisesti tdmé tarkoittaa
graafin ja x-akselin valiin jadvan alueen ulko- ja sisdapproksimaatioita hyvin erityisilld monikul-
mioilla: aarellisilla pylvasyhdistelmilla. Eli, kyseessd on tasmalleen sama kuristusperiaate kuin
ympyran tapauksessa.

Viimeiseksi kysymys toiseen suuntaan: Mita jos olisi kaynyt ilmi, ettd ympyran tapauksessa
arviot eriavat: ulkoarvio > sisdarvio? Uskaltaisitko sanoa, ettd ympyralld on ala? Tai mita jos
Riemann-integraalin tapauksessa ylaintegraali > alaintegraali? Virallisen méaéaritelman mukaan
funktio ei talldin ole integroituva. Mutta mité jos arvioinneissamme onkin parannettavaa? Mita
jos olemme rohkeampia ja hyviksymme uusia pelisdantoja?

Asrellisen tuolle puolen

Usko tai ala, mutta ympyraesimerkki sisaltad jo koko mittateorian perusidean. Periaatteessa
talla kurssilla ei kdytetd mitdan monimutkaisempaa strategiaa. Ainoa pieni muutos on kuristuspe-
riaatteen laajennus. Vaikka kaytannon seuraukset ovat valtavat, vanha periaate pysyy samana.

Kuten olemme ndhneet (ympyrissd ja Riemann-integraalissa), kuristusperiaate on kriittinen
askel uusien ”mitallisten” joukkojen l0ytdmiseen. Esitetyt kuristukset ovat toistaiseksi olleet varovaisen
yksinkertaista muotoa. Ympyran tapauksessa esiintyi aarellisia yhdisteita kolmioista, ja Riemann-
integraalissa ddrellisid pylviskokoelmia. Aérellistd ja adrellisti... Miksemme kiiyttiisi kuristukseen
monimutkaisempia apujoukkoja, kunhan piddmme huolen, etta arviot varmasti ”pysyvat intuition
oikealla puolella”?

Erityisesti, miksemme kayttdisi numeroituvia kokoelmia yksinkertaisia joukkoa, kuten valeja,
nelivitd ja kuutioita? Jos esimerkiksi (a1,b1), (az,b2),... on jono erillisid vileja, niin eikd ole
luonnollista antaa niiden yhdisteelle ”mitaksi”

o

Z(bz — CLZ‘) S [0, 00]7

i=1

Oletan, ettd sanot kylla. Tamén jalkeen n&itd uusia "mitallisia” joukkoja voi puolestaan kéayttaa
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muiden joukkojen arvioimiseen. Nain konstruoitu ”laajennettu kuristusperiaate” on merkittavasti
tehokkaampi, kuten kurssi tulee tekeméin selviaksi.

Entéds jos Riemann-integraalissa antaa luvan kayttaa numeroituvia pylvas-yhdistelmia? Sopi-
vasti tulkittuna, vaikkei sitd kurssilla osoitetakaan, niin pédtyy itse asiassa suoraan Lebesgue-
integraaliin. Ei kuitenkaan menné asioiden edelle; sita paitsi talla kurssilla lahestymme Lebesgue-
integraalia eri suunnasta (muista esipuhe). Tarkoitus on vain korostaa, ettd Lebesgue-integraali ei
tietyssa mielessa eroa paljoa esi-isastaan.

Joten siind se suuri moderni mullistus: Laajennetaan kuristusperiaatetta sallimalla ”numeroitu-
vat monikulmiot”. Loppu on matemaattista pyoritysta. Yksityiskohdat tarjoavat haastetta, mutta
pohjimmainen idea on idioottimaisen yksinkertainen.

1.2 Lebesguen ulkomitta R":ssa

Lahtokohta: N-vilit ja Geometrinen mitta

Lahtokohtamme on hyvin minimaalinen. Ainoat asiat jotka otamme intuition pohjalta ”mi-
tallisiksi” ovat ”n-ulotteiset kuutiot”. Ensin yhdessd ulottuvuudessa: jos I = [a,b] C R on ra-
joitettu vali, niin sen pituus on

(I)=0b—a.

Samoin jos I avoin tai puoliavoin. Vastaavasti korkeammissa ulottuvuuksissa kutsumme joukkoa
I C R™ n-vdliksi, jos se on muotoa
I=11 x X1,

missé kukin I; C R on vili (joko avoin, suljettu tai puoliavoin).

I on avoin (vastaavasti suljettu) n-véli, jos jokainen I; on avoin (vastaavasti suljettu).
Olkoot I;:n paétepisteet aj,b;; a; < bj. Silloin I'n geometrinen mitta on

=

(I)= (b1 —a1)(bg —az) - (bn —an) = (bj — aj)

1

.
Il

(n =1 pituus, n = 2 pinta-ala, n = 3 tilavuus). Merkitaan ¢(()) = 0.

Arviointi ulkoa: Lebesguen peite ja Ulkomitta

Olemme luoneet perustan: rakennuspalikoina toimivat n-vilit, ja mittana geometrinen mitta.
Naiden avulla voimme muotoilla tavan approksimoida mité tahansa joukkoa ulkoa.

Olkoon A C R™. Arviointia varten haluamme peittdd A:n joukolla, jonka ”tieddmme olevan
mitallinen” (tai vahintdén sellaisella, jonka mitalle osaamme sanoa ylérajan). Tarkastellaan A:n
numeroituvia avoimia peitteitd. Olkoon perhe

F=A{L,1,...},

numeroituva (mahdollisesti siis dérellinen) kokoelma avoimia n-vilejé siten, ettd perheen joukkojen
yhdiste peittdd joukon A:

AC [j 1.
k=1

T&lloin sanomme, ettd F on A:mn Lebesguen peite. (Oikeastaan vélien avoimuus ei ole oleellista.
My6hemmin osoitetaan, ettd myos suljetut n-vélit kelpaavat.)
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Koska peitteen F alkiot peittdvat joukon A, voimme arvioida A:n mahdollista mittaa peitteen
n-valien geometristen mittojen avulla. Voisimme maéaaritella jarkevan mitan myos itse yhdisteelle
Ure I ja kéyttaa sitd yldrajana, mutta valitsemme pienen oikotien: koska peitteen alkioilla on
mahdollisesti jopa paéillekaisyyksia, on turvallista ”olettaa”, ettd n-vilien geometristen mittojen
summa

S(F) = iwk), 0 < S(F) < +oo,
k=1

tarjoaa yldarvion joukon A ”mitalle”.
Samoin jokainen joukon A Lebesguen peite tarjoaa jonkin yldarvion. Siten myo6s ylaarvioiden
infimum on yldarvio. Nain ollen padsemme muotoilemaan ulkomitan kéasitteen:

Maaritelma 1.3 (Ulkomitta). Joukon A C R™ n-ulotteinen (Lebesguen) ulkomitta on

’ my(A) =inf {S(F): F on A:n Lebesguen peite} . ‘

Matemaattisesti ulkomitan voi muotoilla ilman suurempia selityksia, mutta taustalla on idea:
jos osoittautuu, ettéd joukolla A on mielekds "mitta”, on tuo mitta korkeintaan m. (A).

Huomautus 1.4. 1. Merkitdén J; = {z € R": |z;| < k Vj} (avoin n-vili). Selvésti

o0
R" = | J Ji,
k=1

joten aina on olemassa avoimia peitteitd U2 ;I O A (ja inf on siten olemassa).

2. Ulkomitta m,(A) riippuu (tietenkin) dimensiosta n. Jos n on selvé asiayhteydesté, niin mer-
kitsemme lyhyemmin m*(A) = m} (A).

n

3. Suoraan madritelméstd seuraa: Jokaisella € > 0 16ytyy jokin A:n Lebesguen peite F, siten,
etta
S(F) <m*(A) +e.

(Sallitaan m*(A) = +o0.) Infimumin mééritelmé ei tarkoita, ettd (aina) olisi mahdollista
l16ytad A Lebesguen peite F, jolla m}(A) = S(F).

4. Siis: A — m*(A) on kuvaus P(R") — [0, 0o, erityisesti m* on mééritelty koko P(R"):ssé. Eli
riippumatta joukon A ”"mitallisuudesta”, sen mahdolliselle mitalle voidaan aina antaa yléraja
m*(A). Vertaa tilannetta Riemann-integraaliin: mille tahansa funktiolle, integroituva tai ei,
voi maaritella yld-integraalin.

Keskeytetdan teorian rakennus hetkeksi, jotta saamme paremman tuntuman ulkomitasta. Es-
imerkki 1.6 tekee selviksi, ettd ulkomitta saattaa kiyttaytya varsin epaintuitiivisesti.

Esimerkki 1.5. Olkoon n = 2 ja olkoon A = {(z,0): a < x < b} C R? (jana tasossa).
Viite: m5(A) = 0.
Tod. Olkoon € > 0 ja I. =]a — 1,b+ 1[x] — &, e[C R? avoin 2-vili.

e—0

ACIl.=0<m3(A) </l(I.)=2e(b—a+2) —0,

joten m5(A) = 0.
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Esimerkki 1.6 (Harnack (1885)). Seuraavaksi darimmaéisen mielenkiintoinen ja yllattava esimerkki.

Kiinnitéa erityistd huomiota tekniikkaan, jolla epsilon jaetaan darettomén moneen vield pienempéaéan

osaan: € = Z?‘;l £/2/. Tami temppu on keskeinen useimmissa mittateorian todistuksissa.
Tarkastellaan rationaalilukuja Q C R.

Viite: m;(Q) = 0.

Tod. Q numeroituva, joten Q = {g;: j € N}. Olkoon £ > 0 mielivaltainen. Jokaisella j € N, olkoon

(3 13
L=l — g o+ 5[ CR

avoin vili. Sen pituus on £(I;) = 2¢/2971 = £/2J. Jokainen rationaaliluku ¢; kuuluu nyt véliin I,
joten pétee Q C Uj I;. Tama tarkoittaa, ettd {I; : j € N} on Qmn Lebesguen peite. Néin ollen
ulkomitan méaritelmasta seuraa, etta

o

mi(Q) <Y 4(1;) = Z% - 52% —c.
j=1 j=1 j=1

Mutta e oli mielivaltainen, joten mj(Q) = 0.

Esimerkki 1.7. A C R” numeroituva = m}(A) =0 (Kuten 2.)

Huomio: Siispa, tietyssa mielesséd, numeroituvat joukot ovat ”pienid”. Huomaa, ettd tarvit-
semme ddarettomid Lebesguen peitteitd. Jos meilld olisi lupa kayttda vain darellisia kokoelmia
vélejd, niin silloin joukon @Q ”ulkomitta” olisikin aareton!

Historiaa: Tama ilmié huomattiin ennen kuin mittateoria oli 10ytényt oikean muotonsa. Kesti
aikansa ennen kuin matemaatikot olivat valmiita hyvaksyméaan esimerkiksi rationaalilukujoukon
mitallisuuden: vaikka QQ nahtiin edellisessd mielessd melko ”olemattomana” joukkona, sille ei ha-
luttu ”myontad” varsinaista ”mittaa” nolla. (Meditoi hetki ja mieti missd mielessd Q on sinusta
mitallinen.)

Kysymyksia: Tarkastele edellistd todistusta. Koska jokaisen reaaliluvun vieresta 16oytyy ra-
tionaalilukuja adrettoman ldhelté, ja jokainen rationaaliluku on ”piiritetty” avoimella valillla, niin
eiko jokainen reaaliluku silloin kuulu johonkin peitteen valeistd? Eli eiko kyseessa ole samalla koko
R:n peite?? Pateekd mi(R) = 0777

Esimerkki 1.8. Olkoon A C R" rajoitettu joukko, ts. IR > 0 s.e. A C B(0,R). Silloin A C I,

missa
n kpl

I=]-RR[x---x]—R,R[ avoin n-véli.

Saadaan arvio
m*(A) < (I)=(2R)".

Eli rajoitetun joukon ulkomitta on darellinen. Kuulostaa jarkevalta.

(Lebesguen) ulkomitan ominaisuuksia.

Koska ulkomitan on tarkoitus toimittaa ”ulkoapproksimaation” virkaa, toivoisimme siltéd tiet-
tyja intuitiivisia ominaisuuksia. Kaantden: jos ulkomitta ei toteuttaisi tiettyja perusvaatimuksia,
se tuskin soveltuisi mittateoriamme rakennuskappaleeksi. Téssd muutama hyvin luonnollinen om-
inaisuus:
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Lause 1.9. (1) m’ () = 0;

(2) "monotonisuus”: A C B = m}(A) <m}(B);

Tulkinta: Jos A C B ja B:n (mahdollinen) mitta on korkeintaa m}(B), niin myds Amn
(mahdollinen) mitta on korkeintaan m} (B).

(8) 7subadditiivisuus”: Ay, Ag,... C R"™ jono joukkoja =
my (U 45) < ma(4)).
j=1 j=1

Tulkinta: Jos Aj:m mitta on korkeintaan mj,(A;), niin yhdisteen \J;2, A; mitta on korkeintaan
"osien ylirajojen summa” eli 3272, my(A;).

Huomautus 1.10. (3) patee myos aarelliselle yhdisteelle U§:1(Aj) (valitaan Agyq =--- =0).
Lauseen 1.9 todistus
(1): Selva.

(2): Ydinidea: ” Jokainen joukon B Lebesguen peite on samalla joukon A Lebesguen peite”.

Todistus: Olkoon F joukon B Lebesguen peite. Silloin voimme péatella:

ACB = F onmybds Am Lebesguen peite 228 (A) < S(F).

n =
Otetaan inf yli kaikkien B:n Lebesguen peitteiden = m}(A) < m}(B).

(3): Nyt, ihan vain méédritelmén mukaan, jokaisella j voidaan mité tahansa e; > 0 kohti valita
Ajm Lebesguen peite F; = {I;1, ;2. ..} siten, ettd

S(Fj) < my(Aj) + &5

Meidan on nyt taman tiedon avulla osoitettava, ettd mielivaltaisella € > 0 16yddmme unionin
U;A; Lebesguen peitteen J siten, ettd S(F) < 3 72, my(4;) +e.

Ensiksi huomataan, ettd F = (J; Fj = {Ljx: j € N,k € N} on U;A;m Lebesguen peite. Sen
jalkeen suoraviivainen arviointi,

maar.

m(UsA;) < S(F) <Y S(F) <) mi(A)+) e,
=1 Jj=1 J

J j=1

osoittaa, ettd meidan pitaa vain valita ¢; siten, etta Zjoil €; < e. Esimerkiksi ¢; := €277 kily
hyvin.

[

N-vélien geometrisella mitalla on seuraavat intuitiiviset ominaisuudet ¢(I + z) = ¢(I), missé

x € R" ja l(rI) = r™0(I) , missd r > 0. On ymmaérrettadvad toivoa, ettd myos ulkomitan pitéisi
kédyttaytya samoin yleisempien joukkojen tapauksessa.
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Lause 1.11. Olkoon A C R". Silloin

(1.12) my (A4 x) =m;(A)
kaikilla x € R", missd A+z={y+x:yec A}

(1.13) my, (tA) = t"m, (A),
kun t >0, missd tA = {ty: y € A}.

Tod. Siirtoinvarianttius (1.12) jatetaan harjoitustehtavaksi.

Todistetaan skaalausominaisuus (1.13). Oletetaan heti, ettd ¢ > 0, koska muuten viite on
triviaali.

Ydinajatus: Todistuksen ideassa on vain kaksi elementtid. Ensimméinen on huomio ¢(tI) =
t"¢(I), joka seuraa geometrisen mitan méaéritelméstd. Toinen elementti on seuraava yksi yhteen
vastaavuus: Perhe tF := {tI : I € F} on tA:n Lebesguen peite jos ja vain jos F = {I : I € F} on
A:n Lebesguen peite.

Yksityiskohtainen todistus: Olkoon F joukon A Lebesguen peite, joten A C (J;cr1. Tastd
nahdéén, ettd tA C tU;crd = Ureptd. Téten tF on tA:n Lebesguen peite. Siispd ulkomitan
madritelmén mukaan pétee

my(tA) < S(tF) =Y U(tI) =t"S(F).
IeF :?2(-;)

Tamé pétee kaikilla A:n Lebesguen peitteilld, joten ottamalla infimum yli peitteiden F saamme
mk(tA) <t"m?(A).
Toinen suunta voidaan todistaa identtisesti. On kuitenkin hauskempaa pééatelld se alkuosasta:

mk(A) = mk(t7H(tA)) < t7Tmk(tA).

n

(Sovelsimme jo todistettua suuntaa joukkoon tA skalaarilla ¢=1.) O
Mita ”"mittoja” monimutkaisemmat joukot tulevatkaan ikind saamaan vaadimme, ettd n-valin

mitta sama kuin sen geometrinen mitta ¢([). Siksi myos n-vélin ulkomitan pitéisi olla vahintdan

geometrinen mitta. On aika tarkistaa, ettd ulkomitta on yhteensopiva tamén periaatteen kanssa.

Lause 1.14. (n-vdlin ulkomitta) Olkoon I n-vdli. Tallgin €(I) < m}(I). Lisdksi triviaalisti pdtee
toinen suunta m) (I) < ¢(I). Tdten meilld on perustavanlaatuinen yhtdsuuruus

Huomautus 1.15. Korostamme, ettd epétriviaali osuus on nimenomaan suunta ¢(1) < m}(I).
Pysdhdy nyt hetkeksi miettimadn sitd. Eiko sekin tunnu oikeastaan itsestdan selvaltd? Mutta,
mutta. Muista nyt miten kavi Q:n ulkomitan kanssa. Se oli nolla! Jos sisaistit Esimerkin 1.6
todistuksen kunnolla, uskosi parhaillaan todistettavaan tulokseen pitéisi hieman horjua. Kyseessa
on siis adrimmaisen keskeinen tulos, joka ei olekaan niin triviaali miltad ensisilmaykselld nayttaa.

Tod. Hoidetaan triviaali suunta m} (I) < ¢(I) pois alta: Kaikilla ¢ > 0 on olemassa avoin
n-véli J D [ siten, ettd £(J) < £(I) +e. Nyt {J} on I'n Lebesguen peite, joten m} (I) < S({J}) =
0(J) < £(I)+e. Koska € > 0 oli mielivaltainen, niin taytyy pated m; (I) < ¢(I).

Nyt on péétuloksen ¢(I) < m} (I) vuoro: Olkoon F = {Ji : k = 1,2,...} n-vélin I Lebesguen
peite. Teemme vastaoletuksen: >, ¢(Jr) < €(I). Koska I C ;> Jk, niin vaite kieltdmétta
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vaikuttaa uskottavalta, mutta yhdisteen darettomyys monimutkaistaa asioita. Miten padsemme
eroon siitd? Miké topologinen apuneuvo on ”réataloity” redusoimaan adrettomat kokoelmat avoimia
joukkoja aarellisiksi. Vastaus: kompaktius.

Jos n-vali I olisi kompakti, niin silloin numeroituvalla avoimella peitteelld F olisi aarellinen
osapeite ja olisimme melkein maalissa. Muista, ettd R™:n osajoukko on kompakti jos ja vain jos se
on suljettu ja rajoitettu. N-valimme I on kylla automaattisesti rajoitettu, mutta ei valttaméatta
suljettu. Pystymme kuitenkin oleellisesti palauttamaan tilanteen tdhéan erikoitapaukseen:

Jokaisella ¢ > 0 16ytyy suljettu n-vali I C I, jolla pétee £(I) > £(I) — e. Valitaan nyt vastao-
letusta silmilld pitden e := (1) — 3,5, £(Jx) > 0. Sitd vastaavalle suljetulle n-vilille I pitee nyt
epayhtilo a

> U Jk) < ().

k>1

Liséiksi on voimassa siséltyvyys I ¢ I C Ug>1 J&- Tilanne on siis sama kuin ldhtékohtamme
ei-suljetulla n-valilla I. -

Nyt on aika padstd eroon &drettomyyksistd. Koska {J; : £ = 1,2,...} on kompaktin joukon I
avoin peite, on olemassa ddrellinen osapeite {Jy, : k = 1,2,... N'}, eli pétee sisaltyvyys I C ngl Jge.
Samalla péatee, tottakai, myos epayhtalo

N

> U Jy) < ().

k=1

On suhteellisen selvdi, etta tAmé ei ole mahdollista (piirrd vaikka kuva), joten kyseessi on ristiri-
ita. Allaoleva Lemma 1.17 tekee sen tésmaélliseksi lainaten (laiskuuden vuoksi) hieman Riemann-
integrointia. Kyseiset yksityiskohdat voi huoletta sivuuttaa; niissa ei tapahdu mitaan syvallista.
Mita teetkin, pida huolta, ettei mikdan varasta huomiota tarkeiltd paaideoilta. O

Huomautus 1.16. Mika oli todistuksen tarkein askel? Vastaus: kompaktius. Oikeastaan kriitti-
nen tekija on mahdollista jaljittaa reaalilukujen tdydellisyyteen. Vertaa tilannetta rationaalilukui-
hin. Niiden joukko ei ole taydellinen eika rajoitettu rationaali-intervalli ole kompakti.

Kenties 16ydat seuraavasta vertauksesta jonkin opetuksen: maaritelladan rationaalilukuvalien
”geometrinen mitta” analogisesti fg((¢,p) N Q) := p — ¢, missd ¢,p € Q. Vastaavasti voimme
maaritella osajoukon A C Q ”ulkomitan” m@((q, p) N Q) niiden rationaalivéilien geometrisen mitan
avulla. N&illd médritelmilld Lauseen 1.14 vastine ei pade: mg((0,1) NQ) =0 < 1= {g((0,1) N Q).

Lemma 1.17. Olkoot I ja I1,...,1I; n-vileji s.e. 1 C U?Zl I;. Silloin ¢(I) < Z?Zl U(1;). Jos
lisdksi letkkauksilla I; N 1;, i # j, ei ole sisdpisteitd (ts. mikddn I; N1, i # j, ei sisdlld avointa
kuulaa) ja I = U§:1 I;, niin £(I) = Z?Zl I;).

Tod. Aloitetaan méaaritelmalld ja huomiolla. Olkoon I = I x---x I, C R" n-vali, missd I; C R

on vali péétepisteind a; < b;, j = 1,...,n. Mééritelldadn x7: R" — {0,1}  (I:n karakteristinen
funktio)
)L, zel
=0 wgr

Seuraavaksi huomataan, ettd geometrinen mitta voidaan katevasti esittaéd karakteristisen funktion
Riemann-integraalina:

b1 bn
n al an
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Nyt voimme varmistaa, etta vaitteemme todellakin péatee: Oletuksesta I C U§:1 I; seuraa, etta

x(z) < Z;’C:l x;j(z) V x € R™., joten arvioimme

Zé(lj):Z/Rnxsz/Rn(ZXIj) Z/RnXIZE(I)-

~——

2XTI
Jos vileilld I; ei ole yhteisid sisdpisteitd, niin x(z) = Z§:1 X;j(x) paitsi mahdollisesti vélien reu-
noilla, jotka eivat vaikuta integrointiin. O

Huomautus 1.18 (Lebesguen peite ei-avoimilla n-vileilld). Olkoot A C R™, € > 0ja Ji, Ja,... C
R™ mielivaltaisia (suljettuja/avoimia/puoliavoimia) n-véleja s.e. A C J;oy J;. (Eli {J1,J2...} on
A:n "Lebesguen peite”) Jokaisella i on olemassa avoin n-vili I; D J; s.e. £(I;) < £(J;) +¢/2%. Nyt
{I1,I5...} on Am (avoin) Lebesguen peite, joten m*(A) < Y22, 0(L;) < 322, 4(J;) + . (Muista
geometrinen sarja.) Téstd seuraa, ettd

m*(A) = inf{z 0J;): AC U Ji, J; mielivaltainen n-véli}.
i=1 i=1

Huomautus 1.19. Subadditiivisuus ei (yleensd) pade muodossa

(1.20) my ([ 4i) <> mi (A,

el el

missa A; C R™, i € I, ja I on ylinumeroituva indeksijoukko. Syy: "Miké tahansa joukko voidaan
esittaa alkioidensa yksioind”. Esimerkiksi:

R" = U {z}, m;({z}) =0Vx eR"
T€R"

Jos (1.20) pétisi, niin

0<my@®) =mi(| ) 2 mi({e)) =0

z€R™ rEeR™

Toisaalta my6hemmin todetaan (tai totea itse heti), ettd m)(R™) = +o0o. RR (= "ristiriita”) eli
(1.20) ei pade!

1.21 (Lebesgue-)mitalliset joukot

Vihdoin on aika esitelld tapa saada uusia mitallisia joukkoja. Meilta kuitenkin puuttuu toistaiseksi
yksi oleellinen elementti: tapa approksimoida joukkoa ja sen mahdollista "mittaa” sisdltd/alhaalta.
Kun tdméa on mahdollista, mitallisuus maéaritellaén luontevasti ”arvioiden yhtymisena” .

Sisamitta. Esittelemme lyhyesti sisimitan késitteen keskittymalla ideaan yksityiskohtien kus-
tannuksella. Konstruktio ei ole valttamaton, ja usein hypéatdankin sen yli suoraan Carathéodoryn
ehtoon (Mééritelmé 1.57), korvaten aito motivaatio lupauksilla ”rikkaasta teoriasta”. Ilman sisémittaa
on kuitenkin mahdoton noudattaa mittauksen luonnollisinta filosofiaa. Se on my0s erittain hyédyllinen
ajatusapuvaline monissa myOhemmissa tuloksissa, vaikkei sita todistuksissa kayttaisikadn. Sisamitta
on niille, jotka haluavat ymmartaa mitéa tekeviét.
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Miten arvioisimme joukon mittaa alhaalta? Tésté aiheesta ja sen eri ndkokulmista voisi selittaa
monta sivua, mutta tyydymme téalla kertaa ottamaan oikopolun. Meilla nimittadin on jo tapa ap-
proksimoida joukkoja ulkoa: ulkomitta. Hyvin yleisella periaatteella ulkoarviointi on aina hel-
posti kadnnettavissa sisdarvioksi. Selitys liikkuu ideoiden tasolla, eiké sen ole tarkoituskaan olla
matemaattisen tdsmallinen (joskin sen voi sellaiseksi tehdé).

Yksinkertainen huomio on, etté, yleisesti ottaen, joukon ja sen komplementin approksimointi
ovat jokseenkin sama asia. Mitd paremmin arvioimme yhté, sen paremmin arvioimme myos toista.
Mieti asiaa. Periaatetta on helpompi havainnollistaa jos oletamme, ettd R3:n osajoukko, kutsutaan
sitd A:ksi, siséltyy johonkin kuutioon: I O A. Nyt jos tieddmme, ettd joukon A tilavuus on
korkeintaan a € R, niin silloin sen komplementin I \ A tilavuus on vdhintddn ¢(I) — a. Kuulostaa
jarkevalta? Kéaantden, jos tieddmme, ettd komplementin [ \ A tilavuus on korkeintaan b € R, niin
silloin joukon A tilavuus on vahintddn ¢(I1)—b. Eli jokainen komplementin I'\ A yldraja antaa joukon
A alarajan! Koska ulkomitta m*(1 \ A) tarjoaa yldrajan komplementin tilavuudelle, padttelemme,
ettd ¢(I) —m*(I '\ A) on alaraja joukon A tilavuudelle.

Edellisten argumenttien inspiroimana paadymmekin mddarittelemddan n-valin I mielivaltaisen
osajoukon A sisémitan m,(A) kaavalla

(1.22) ma(A) = 0(I) — m*(I\ A).

Jos joukko ei sisdlly mihinkdan yksittaiseen n-valiin, voimme esimerkiksi osittaa avaruuden nu-
meroituvan moneen n-valiin, soveltaa kaavaa niissd, ja lopuksi summata yhteen. Mutta ne eivét
ole tarkeita yksityiskohtia.

Seuraava seikka ansaitsee huomion: ulkomitan subadditiivisuudesta seuraa, ettd £(I) = m*(I) <
m*(A) + m*(I \ A), joten pétee uskottava perusarvio: m,(A) < m*(A) — niin kuin pitaékin.

Ymmaérra jalleen, ettéd ei ole oikeaa ja vaarada tapaa madaritelld ulko- ja sisdapproksimaatiota;
kaikki on loppujen lopuksi oman intuitiomme sanelemaa pelid. Jos esimerkiksi kiellamme nu-
meroituvat yhdisteet ja monikulmiot, pd&ddymme klassiseen mitta/integrointiteoriaan (Jordan-mitta,
Riemann-integraali). Tadma kurssi osoittaa, etta kyseisen kiellot vapauttaminen on idea, joka kan-
taa matemaattista hedelmaa.

Mitallisuus: Motiivi ja Muotoilu

Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd joukko A siséltyy johonkin n-véliin /. Intuitiivinen
lihtokohtamme mitallisuudelle * on vaatimus m.(A) = m*(A4). Koska sisimitta voidaan esittii
ulkomitan avulla (katso edellinen kappale), tamé ehto voidaan lausua seuraavasti: £(1)—m*(IUA) =
m*(A). Viemaélla ulkomittatermit samalle puolelle pd&dsemme muotoiluun, jossa ei esiinny endd
sisamittaa :

(1.23) 0I) = m*(A) + m*(I\ A).

Kirjallisuudessa taméa ehto, muodossa tai toisessa, otetaan usein suoraan mitallisuuden maaritelmaksi.
Sen etuna on, ettd sdastytddn sisdmitan konstruoimisen vaivalta. Lisdksi se on suoraviivaisempi
yleistad abstrakteihin mitta-avaruuksiin. Helposti kuitenkin unohdetaan mitallisuuden alkuperédinen
motivaatio. Ehto (1.23) sanoo epésuorin joskin elegantein termein: Joukon A sisé- ja ulkoapproksi-
maatiot ovat samat, eli m,(A) = m*(A). Kyseessd on kuin onkin niin luonnollinen mitallisuuden
madaritelma kuin mahdollista.

4Tamé on toistaiseksi yhi motivaatiota; virallinen méaritelmé tulee kohta.
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Carathéodoryn ehto

On aika siirtyd kohti kovaa matematiikkaa. Ensinnidkin meidén pitda korjata rajoitus, ettd A
on jonkin n-valin I osajoukko. Yksi luonnollinen tapa oikaista ongelma on yksinkertaisesti vaatia,
ettd ulkomitta ja sisamitta tdsmad ”kaikissa n-valeissd”, eli

(1.24) my«(INA)=m"(INA),

missd [ on mielivaltainen n-vili. Jos taas esitimme sisamitan komplementin ulkomitan avulla,
m(INA)=4(I)—m*(I\ A), identiteetti (1.24) muuttuu ehdoksi:

(1.25) I)=m"(INA)+m*(I\A) (VI on n-vali).

Hyva, voimme siis halutessamme muotoille mitallisuuden méaritelmén ilman sisdmittaa. Mutta
tamakédan ei vield ole virallinen maéritelmé. Historian vakiintuneiden kaytdntojen mukana men-
emme vieldkin pidemmélle ja vaadimme, ettd (1.25) pétee, ei ainoastaa kaikilla n-véleilld, vaan
kaikilla R™:n osajoukoilla (M&aritelmé 1.57). TAmé& intuitiivisesta nidkokulmasta yllattava vaa-
timus on parempi vain toistaiseksi hyvaksyd. Onneksi pian osoitamme (Lemma 1.28), ettd se on
yhtépitavé lievemmén vaatimuksen ((1.25)) kanssa.

Maaritelma 1.26. (Carathéodoryn ehto, v. 1914.) Joukko E C R™ on (Lebesgue-)mitallinen, jos

m*(A) = m* (AN E) +m*(A\ E) kaikilla A cCR"
——
=ANE°¢

Huomautus 1.27. Itseasiassa riittaé tarkistaa epayhtédlo: E C R™ mitallinen <=
m*(A) >m* (ANE)+m"(A\ E) kaikilla A C R", joilla m*(A) < cc.

Syy: seuraa subadditiivisuudesta, ja pétee aina, jos m*(A) = 4o0.

Toinen tulkinta Carathéodoryn ehdolle on: ”joukko F toteuttaa Carathéodoryn ehdon, jos F
leikkaa minkd tahansa testijoukon siististi kahtia (ulkomitan mielessd).” Tama sopii ensimmaéiseen
tulkintaamme, jonka mukaan ”joukon F sisa- ja ulkoapproksimaatiot tasmaavat”. Molemmat ehdot
sanovat omalla tavallaan, ettd ”joukon E reuna ei ole liian monimutkainen”.

Than ensimmaéiseksi meidén kannattaa tarkistaa, ettd luonnollisempi ehto (1.25) todellakin on
yhtapitava Carathéodoryn ehdon kanssa.

Lemma 1.28 (Vaihtoehtoinen Karakterisaatio). Olkoon joukko E avaruuden R™ osajoukko. Jos
kaikilla n-vdleilla I pdtee

m*(I)=m*(INE)+m*(I\E),
niin silloin E toteuttaa myos Carathéodoryn ehdon, eli on Lebesgue mitallinen.

Lause sanoo, ettd voimme rajoittua paljon pienempaan kokoelmaan ”testijoukkoja”, nimittain
n-valeihin. Loogisesti tama ei ole elintarkeda, mutta sédastavaisyys on hyva periaate joka pelastaa
meidét ylimaaraiseltd vaivalta jatkossa.

Tod. Osoitetaan, ettd F ”leikkaa mielivaltaisen joukon A C R" siististi kahtia”: Valitaan & > 0
ja sitd vastaava joukon A Lebesguen peite F siten, ettd m*(A) +¢& > S(F). Nyt ei tarvitse muuta
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kuin arvioida seuraavasti:

m*(A)+e > S(F)

= ) ()

IeF
= e
IeF
= > m*(INE)+m*(I\E)
IeF
sub.add
> m*(|JInE)+m*(|JI\E)
leF IeF
—— ——
DANE DA\E
monot.
(1.29) > m*(ANE)+m*(A\ E).

Koska € > 0 oli mielivaltainen, joukko E leikkaa mielivaltaisen testijoukon A siististi. (Muista, etté
epayhtélon todistaminen riittdd.) Eli E toteuttaa Carathéodoryn ehdon. ]

Moraali: Tulos on itseasiassa varsin intuitiivinen: Oletus sanoo, ettéd joukko E leikkaa kaikki
n-valit "siististi” kahtia. Siten tuntuu jarkevalté, etta se leikkaa kaikki adrelliset kokoelmat n-véleja
siististi. Ja oikeastaa saman tien myos kaikki numeroituvat kokoelmat (muista ”e2~"-kikka” kun
siirrytddn aarellisistd ddrettomiin). Erityisesti se siis leikkaa kaikki Lebesguen peitteet siististi.
Mutta ulkomitta maaritellaan Lebesguen peitteiden avulla joten...

Maaritelma 1.30 (Mitan mééritelma). Jos £ C R™ on mitallinen, niin merkit&én
m(E) =m*(F) tarvittaessa m,(E).

m(E) on E:mn (n-ulotteinen Lebesque-) mitta.
Merkitaan
LebR"™ = {E C R": E Lebesgue-mitallinen} C P(R").

Siis
m =m"|LebR": LebR" — [0,00] ulkomitan rajoittuma.

Myochemmin naytetaan, etta
LebR"™ C P(R").

Carathéodoryn ehdolla muutamat perustulokset — tulokset joiden toivoisi intuitiivisesti olevan totta
— seuraavat jouhevasti. Esimerkiksi, kuvittele ettd joukon ulkomitta on nolla. Selvésti kyseinen
joukko on ”hyvin mitdton”, joten tuntuisi luonnolliselta ettd se on mitallinen (koska sen mi-
tan 7pitdisi olla nolla”). Jos néin ei olisi, mittateoriassamme saattaisi olla jotakin korjattavaa.
Lebesguen mitta kuitenkin ldpéisee testin:

Lause 1.31.
m*(E) =0 = E on mitallinen.

Tod. Olkoon A C R" testijoukko. Kuten huomautettu, meidan riittda osoittaa epéatriviaali
suunta

m*(A) > m*(ANE)4+m*(A\ E).
=0
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Ensimmaéinen termi havid, silli AN E C E, ja E:n ulkomitta on nolla. Toisaalta A\ E C A ja
ulkomitta on monotoninen, joten epayhtald todellakin on totta. O

Liséé mittauksen filosofiaa: Pohdi mitallisen joukon E komplementtia E°. Jos kerran E:n mi-
tallisuus tarkoittaa, etta sitd voi ”approksimoida mielivaltaisen hyvin seké ulkoa ettd sisaltd”, niin
eiko silloin komplementtia E¢ voi vastaavasti approksimoida mielivaltaisen hyvin sisalta ja ulkoa?
Kuten kappaleessa Sisamitta selitettiin, jokainen E:n "ulkoapproksimaatio” vastaa sen komple-
mentin ”sisdapproksimaatiota”, ja toisin pain. Tai jos kdytdmme tulkintaa ”reunan siisteydesta”
niin eikéhén F leikkaa siististi jos ja vain jos E° leikkaa? Mitallisuuden tulkintojen ndkokulmasta
kuvittelisimme, ettd joukon F mitallisuus olisi taysin yhtapitavia sen komplementin mitallisuuden
kanssa. Nain on:

Lause 1.32.
E  mitallinen <<= E° mitallinen.

Tod. Tamé seuraa suoraan Carathéodoryn méaaritelmésta: Joukko E on mitallinen jos ja vain
jos patee

m*(4) =m"(AN _E_)+m"(ANE"), VACR"
()¢

Kuten huomio E = (E€)¢ tekee selviksi, tamé on tasmélleen Carathéodoryn ehto komplementin
E¢ mitallisuudelle. O

Esimerkki 1.33. Erikoistapauksia:

0 € LebR, R € LebR,
rationaaliluvut Q € LebR, irrationaaliluvut R\ Q € LebR.

On aika varmistaa, ettd mitallisuus toteuttaa tarkeimmén intuitiivisen kriteerin: Vaadimme
ehdottomasti, ettd n-valit ovat mitallisia.

Lause 1.34 (N-vélin mitallisuus). Jos I on n-vdli, niin I on mitallinen ja
m(I) = ¢(I).

Tod. Kaava m([) = £(I) seuraa jo tarkistetusta tiedosta m*(I) = £(I) (Lause 1.14) heti kun
mitallisuus on varmistettu.

Meidéan pitad siis tarkistaa, ettd I toteuttaa Carathéodoryn ehdon. Koska I on itse n-vali,
meidédn on huomattavasti mukavampi rajoittua testijoukkoihin jotka myos ovat n-véleja (Karakter-
isaation 1.28 suoma ylellisyys).

Olkoon testijoukko J mielivaltainen n-vali. Meidan pitda tarkistaa epayhtalo

(1.35) m*(J O 1) +m*(J\ I) < m*(J).

Todistuksen idea on siirtyé ulkomitasta geometriseen mittaan, joka on paljon yksinkertaisempi, ja
jolle vaite on suhteellisen triviaali. Testijoukko J ja leikkaus J N I ovat valmiiksi n-véaleja, joten
voimme ”vaihtaa mitat”: m*(J) = ¢(J) ja m*(J N1I) = £(J NI). Sitd vastoin erotus J \ I ei
valttamatta ole n-vali, mutta sen voi selvasti esittda aarellisend yhdisteena erillisistd n-véaleista
(lukija miettii yksityiskohtia mielenkiintonsa mukaan):

N
NI =]

=1
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Koska ulkomitan monotonisuuden perusteella patee

N N
i=1 i=1 7@_7

voimme arvioida epdyhtélon (1.35) vasenta puolta ylhaélta

N
m (NI +m*(J\I) < TN+ UTy),

=1

jolloin paddsemme eroon ulkomitoista. Nyt, J on selvésti erillinen yhdiste n-véleista: J = (JN1I)U
J1U...Jy. Taten on selvid, geometrisen mitan tulkinnan perusteella, etté patee

N
TN+ L) = £(T) = m*(J).

Kaksi viimeisté lauseketta yhdessé todistavat epéyhtélon (1.35). O

Asrellisen yhdisteen ja leikkauksen mitallisuus

Mittauksen filosofiaa: Olkoon meilld kaksi mitallista joukkoa E ja F. Tulkintamme mukaan
se tarkoittaa, ettd molempia voi ”approksimoida sekd ulkoa ettd sisdltd”. KEiko talléin tuntuisi
uskottavalta, ettd myo6s niiden yhdistettd F U F' voi approksimoida ulkoa ja sisaltd? Ainakin jos
E ja F ovat erillisid taman pitaisi olla selvdd. Olettaisimme siis — intuitiomme puolesta — etta
"mitallisuus” séilyy aérellisissé yhdisteissd. Se, ettéd nain todellakin on, valaa uskoa Carathéodoryn
ehtoon.

Lemma 1.36. FEy,...,E; mitallisia = Ule E; ja ﬂle E; mitallisia.

Todistus+Kuvitus+Moraali. | (a) yhdiste: | Ensinnékin, koska voimme kirjoittaa

k k—1

Us-(Us)us,
=1 =1

ndemme, induktiolla, etta riittda osoittaa tapaus k = 2.

Siispd olkoon joukot FE ja F' mitallisia. Carathéodoryn ehdon "toisen tulkinnan” mukaan
kumpikin ”leikkaa minka tahansa joukon siististi kahtia”. Meidan pitaisi osoittaa, ettd myos yhdiste
FE U F leikkaa siististi.

A olkoon mielivaltainen testijoukko. Tavoite: meidan pitda nayttad, ettd voimme ”leikata sen
kahteen osaan” A\ (EUF)=(A\ E)\ F ja AN (E U F) niin, ettd ulkomitta siilyy:

m* - T ol )]
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Ainoa tieto jota voimme kayttda on, ettd joukot F ja F' ”leikkaavat tarkasti”, mink& joukon
tahansa. Aloitetaan vaikka leikkaamalla joukolla E, jolloin saamme m*(A) = m*(A\ E)+m*(ANE).
Sen jalkeen on luultavasti aika kayttaa toista ”leikkuriamme” F. Leikkaamme silld joukkoa A\ E
(toisin sanoen, sovellamme Carathéodoryn ehtoa testijoukkoon A\ E): m*(A\ E) = m*((A\ E) \

((A\E)NF).

oACD) G118
AETT @] )]

Ensin kiytetdidin joukon E mitallisuutta; sen jilkeen joukon F mitallisuutta.

Nyt olemme jakaneet alkuperiisen testijoukon A kolmeen osaan sailyttien ulkomitan®! Yksi
paloista on jo haluttua muotoa, nimittdin A\ (E'U F). Jaljelle jadvat palat, AN E ja (A\ E)NF
muodostavat yhdessd toisen halutun loppujoukon AN(EUF). Voimme liittaa joukkoja yhteen? Toki!
Itse asiassa voimme vedota jopa kahteen eri argumenttiin: Pelkka ulkomitan subadditiivisuuskin
takaa, ettd m*(A\ E)NF)+m*(ANE) > m*" (AN (FUF)). Tami todistaa epétriviaalin
suunnan Carathéodoryn ehdosta. Toisaalta, voimme yksinkertaisesti soveltaa Carathéodoryn ehtoa
mitallisella E ja testijoukolla AN (E U F):

1@ ] @] -l )]
Silld joukko E on mitallinen.

Nain olemme saaneet jaettua testijoukon haluttuihin palasiin hévittdmatta ulkomittaa. Taméa
osoittaa yhdisteen E U F' mitallisuuden.

’ (b) leikkaus: | Koska voimme de Morganin avulla kirjoittaa

- (Us).

i=1

niin komplementin mitallisuus ( Lause 1.32) ja (a)-osa viimeistelevit todistuksen. O
Lause 1.37. FEy, Ey mitallisia = FEy\ E2 mitallinen.
Tod. Er \ Ey = E1 N ES. L]

Kuten toivoa sopii, mitallisille joukoille péatee &arellinen téystadditiivisuus (pian osoitamme,
ettd myos numeroituva taysadditiivisuus on totta):

5Jos haluamme, voimme jakaa myos joukon A N E kahteen osaan F joukolla. Niin saamme ”mahdollisimman
monta palaa havittamatta mittaa”.
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Lause 1.38 (Aéirellinen taysadditiivisuus). Olkoon Eu, ..., Ey mitallisia ja erillisid. Talldin pdtee
"taysadditiivisuus”
k k
() E) = Y m()
i=1 i=1

Tod. Riittaa jalleen todistaa tapaus k = 2.

Intuitio: Joukko FE; on mitallinen, joten se ”leikkaa kaikki joukot siististi kahtia”; erityisesti
yvhdisteen Fq U FEs.

Yksityiskohdat: Joukko F; toteuttaa Caratheorodyn ehdon testijoukolla Fy U FEy: m(E1UEs) =
m((E1 U EQ) N El) + m((E1 ) EQ) \ El) = m(El) -+ m(Eg) O

Lebesgue-mitallisten joukkojen peruslause.
Koko modernin mittateorian ja sitd myota integrointiteorian voima perustuu seuraavaan tulok-
seen. Jos pitaisi valita yksi kurssin lause ylitse muiden, niin se olisi tama.

Lause 1.39. Olkoon E1, Es, ... jono mitallisia joukkoja. Talldin joukot
i i
ovat mitallisia. Jos lisdksi E;:t erillisid, niin pdtee

(1.40) m (U E;) = Z m(E;). ("taysadditiivisuus”)

Ennen todistusta on painotettava, ettd tuloksen syvéllinen sanoma on sen ensimmaéinen osa:
"mitallisuus sdilyy numeroituvassa yhdisteessé (ja leikkauksessa)”. Korostaaksemme tété osoita-
mme ensin, etta tdysadditiivisuus on itseasiassa ldhes ”automaattisesti totta”:

Lemma 1.41. Olkoon Fy, Fs, ... jono erillisid mitallisia joukkoja. Tdlloin pdtee
7 %

Huomio. Vasemmalla puolella on ulkomitta, koska emme ihan vield tiedd numeroituvan yhdis-
teen on mitallisuutta. Kaavan on tarkoitus tehda selvaksi, ettd mitan tdysadditiivisuus on suhteel-
lisen triviaali asia. Todistuksen kolme alkeellista peruselementtia on alleviivattu.

Lemman 1.41 Todistus. Ulkomitan monotonisuuden mukaan kaikilla N € N péatee

o N
m*(UR) = m (U F).
i=1 i=1
Koska Lauseen 1.36 mukaan UZ]\LI F; on mitallinen voimme vaihtaa ulkomitan mittaan:

Liséksi darelliselle erilliselle yhdisteelle patee tdysadditiivisuus (L. 1.38), joten saamme

N N
i=1 i=1
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Yhdistaen palaset arvioimme

N

m*( G Fj)>> m(F), VNeN.
i=1 i=1

Téaten vastaava epayhtdlo patee myos rajalla N — oo:

i=1 i=1

Se oli oikeastaan siiné, silld toinen suunta pétee triviaalisti ulkomitan subadditiivisuudeen perus-
teella:

Zm@) > m*( L_J F).

O
Edellinen lemma luonnollisesti keskittdd huomiomme tutkimaan itse numeroituvan unionin mi-
tallisuutta. Nyt on aika todistaa paétulos .

Lauseen 1.39 Todistus. Kaytamme Karakterisaation 1.28 tietoa, ettd Carathéodoryn ehto
riittdd tarkistaa testijoukoille jotka ovat n-vileja. Olkoon siis n-véli I testijoukko.
Koska aarellinen yhdiste Uf\il E; on mitallinen (L. 1.36), voimme soveltaa Carathéodoryn ehtoa
sithen n-valilla I:
N N
m*(I) = m*(In|JE)+m I\ |JE).
i=1 i=1
Suoraviivainen idea olisi paastad N darettoméan niin, ettd epayhtélo sailyy. Silloin Carathéodoryn

ehto olisi tarkistettu. Katsotaan mita voimme tehda.
Toinen termi on helppo: Koska I\ Uf;l E; 5 I\ U;2, E;, voimme arvioida sitd alaspéin

N 00
m*(I\ | JE:) >=m*(I\ | Ey).
=1

=1

Ensimmaéinen termi: Tama on tietenkin N:n suhteen kasvava jono, ja koska epayhtélo patee kaikilla
N, se patee myos rajalla N — co. Yhdistéden taméan toisen termin arvion kanssa, saamme

N o)
m*(I) > lim m*(| JINE)+m*(I\ | E).
1=1

" N—oo )
=1

Olemme ndennaisesti melkein perilla. Parilla helpolla paattelylla olemme péatyneet epayhtaloon
joka on melkein Carathéodoryn ehto. Kaikki riippuu siitd, voimmeko sanoa etté

N oo
(1.42) lim m*(| JINE) =m*(|JINE)?
i=1 =1

N—o0

Ensin pikainen huomio: koska n-vali I on mitallinen ja mitallisuus sailyy aarellisissa yhdisteissa
ja leikkauksissa, voimme ”vaihtaa ulkomitan mittaan” seuraavasti

N N
m*(Iﬂ UEZ) = m(U IﬁEZ').
=1 =1
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Nyt yksi tapa ratkaista kysymys (1.42) on huomata, ettd jos joukot E; ovat erillisid, joten myos
joukot F; = I N E; ovat erillisid, niin silloin aérellisen taysadditiivisuuden nojalla péatee

N N
lim m (| JINE;)= Nhgloozm(f N E;).
i=1 =1

N—o0

Viimeiseen muotoon voimme puolestaan kayttaa edellistd Lemmaa 1.41:
(o) o
> m(InE)=m"(|JInE).
i=1 i=1

Tama todistaa yhtalon (1.42), ja sitd myota koko véitteen tapauksessa, jossa joukot F; ovat erillisi.
Mutta tdma riittad! Alla esitettdva Lemma 1.43 kertoo, miten miké tahansa numeroituva yhdiste
voidaan itseasiassa esittda yhdisteend erillisista joukoista. Nain ollen tdma todistus on valmis.

Leikkauksen mitallisuus: Alkuosan ja Lauseen 1.32 perusteella (), E; = (UJ; E¢)© on mitallinen.
O

Heuristinen perustelu miksi mitallisuus siilyy numeroituvassa yhdisteessa. Muista,
ettd Carathrodoryn ehdon takana on ajatus, ettd sen toteuttavaa joukkoa voi ”approximoida” seka
ulkoa, etta sisdltd mielivaltaisen hyvin. Jos meilld nyt on numeroituva kokoelma joukkoja, joita
jokaista voi approksimoida mielivaltaisen hyvin, niin silloin on uskottavaa, etta niiden yhdistettakin
voi: approximoi ensimmaéisti tarkkuudella €271, toista tarkkuudella €272 jne. T&lloin yhdistetti
voi luultavasti approksimoida tarkkuudella 27! +¢272 4 ... = ¢. Idean voi tehdi tismailliseksi ja
siitd saa toisen todistuksen Lauseelle 1.39.

Vaikka Lauseen 1.39 merkitysta ei voi yliarvioida, sitd ei pida pitda ylldttdvand tuloksena.
Painvastoin, jos olemme onnistuneet konstruoimaan mitallisuuden késitteen, joka noudattaa intu-
itiotamme, niin todellakin odotamme taméan tuloksen pitdvan paikkansa. Lukijan ei kuitenkaan
tarvitse huolestua; ndmé ndkokulmat ja odotukset kirkastuvat kunhan harjaantuu mittateorian
késitteisiin.

Seuraava yleispatevé tekniikka on hyodyllinen monissa yhteyksissé.

Lemma 1.43. Olkoon E = Ufil E;, missd F;:t mitallisia. Talloin on olemassa erilliset ja mitalliset
F; C E; s.e.
(o]
E=|JF.
i=1

Tod. Valitaan

F, = Fy, [mitallinen]
Fy=FEs\ Ey, [mitallinen (L. 1.37)]

k—1
Fp=Ey\ | JEi, [mitallinen (L. 1.37 ja 1.36)]
=1
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Té&ll6in (selvésti)

oo
FicE Vi, E=|JF ja ENF=0Yi#j
=1

O]

Lisdhuomio: Sama tulos samalla todistuksella patee jos unohdetaan kaikki mitallisuudet: mikd
tahansa numeroituva yhdiste voidaan aina esittaa numeroituvana erillisend yhdisteend.

1.44 Lisaa mitallisia joukkoja

Ainoat konkreettiset esimerkit mitallisista joukoista tdhin mennessd ovat n-vilit ja joukot joiden
ulkomitta tai komplementin ulkomitta on nolla. Numeroituvan additiivisuuden avulla (Lause 1.39)
saamme nopeasti paljon lisda. Téssa luvussa osoitamme, ettd mm. avoimet ja siten suljetut joukot
(avoimien joukkojen komplementteina) ovat mitallisia.

Perusidea on hyvin yksinkertainen: Meilla on perusrakennuspalikoina avoimet n-valit. Mita
avoimia joukkoja voimme rakentaa niistd numeroituvina yhdisteina? Kéay ilmi, etta kaikki.

Lemma 1.45 (Avoin joukko numeroituvana yhdisteend). Olkoon G C R™ awvoin. Tdlloin on
voimme esittda sen numeroituvana yhdisteend G = U;ﬁl I; avoimista n-vdleistd I;.

Tod. Suoraviivainen tapa ldhestyd ongelmaa on muistella avoimen joukon méaritelmia (Topo
I'n mielessd). Sen mukaan tieddmme, ettd jos valitsemme pisteen x € G, niin on olemassa kuu-
laympéristé B(x,r) joka myos siséltyy joukkoon G. On myos selvéi, ettéd edellisessi virkkeessé voi
vaihtaa kuulan n-véliin, koska jokaisen kuulan sisélle mahtuu n-vali (ja toisinpéin).

Eli jokainen piste x € G voidaan ympardidd avoimella n-véalilld, merkitdan sitd I(z):114, niin
ettd I(z) C G. Voimme siis esittdd joukon G ainakin ylinumeroituvana yhdisteené

G=|JI@)

zeG

Ovelaa, mutta miten padsemme eroon ylinumeroituvuudesta? (Lopullinen motiivimme on G:n mi-
tallisuus ja ylinumeroituva yhdiste ei valttaméatta sailytd mitallisuutta.) Perhe G := {I(x): z € G}
on G:n avoin peite. Koska joka ikinen piste 2 € G on piiritetty avoimella joukolla I(z), peitteen
G jasenilld taytyy olla paljon ”paallekkaisyyksia”. Voimme siis luultavasti heittdd osan joukoista
I(x) menemédn. Mutta kuinka paljon? Riittddko jattda numeroituvan monta? Riittad. Kyseessi
on erés syvillinen topologinen ominaisuus (L. 1.46), jonka esimerkiksi avaruus R™ sattuu omaa-
maan. Jatdmme todistuksen erinomaiseksi harjoitustehtavaksi, ja esitdmme tassd vaihtehtoisen
perustelun:

Miké topologinen ominaisuus ”eliminoi yliméaraisid avoimia joukkoja”? Vastaus: kompaktius.
Jos joukko G olisi kompakti, niin saisimme heti jopa ddrellisen G:n osapeitteen. Mutta joukko G
on avoin (eikd valttamatta rajoitettu) eli se ei ole kompakti (oletamme, ettd G # (). Se voidaan
kuitenkin esittdd numeroituvana yhdisteend kompakteista osajoukoista! Maaritelldan joukko Gy :=
{z € [k, k]" : dist(x,G°) > 1/k} C G, joka koostuu G:n pisteisté jotka eivit ole liian lahelld
reunaa eivatka liian kaukana origosta. Nyt G voidaan esittdé numeroituvana yhdisteena

G =G

k>1
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Jokainen G, on selvésti suljettu ja rajoitettu, ja siten kompakti. Tietenkin G on my6s Gy C G:n
avoin peite, joten on olemassa Gj:n adrellinen osapeite Gi. Siten darellisten peitteiden Gy, yhdiste,

F o= ngn

k>1

on G:n peite. Se on aarellisten perheiden numeroituvana yhdisteend numeroituva.
Koska jokainen peite Gy koostui n-véleistd, myos peite F koostuu n-véleista I; := I(x;),i =
1,2,..., ja jokainen niista tietenkin siséltyy edelleen joukkoon G. Téten pétee

=1

Kuten edelld viitattiin, R™:n topologialla on seuraava mielenkiintoinen ominaisuus. Se kertoo,
ettd mielivaltaiset avoimet peitteet voi monissa tilanteissa ”korvata” numeroituvilla peitteilla.

Lause 1.46. (Lindeldfin lause) Olkoon A C R™ mikd tahansa osajoukko ja

U VDA
acA

peite avoimilla joukoilla V,, C R™, a € A. Silloin on olemassa numeroituva alipeite

U Ve, 24
JEN

Tod. HT O
Lause 1.47. R":n avoimet ja suljetut joukot ovat mitallisia.

Tod. (a) Avoin joukko voidaan esittdd numeroituvana yhdisteend n-véleja (Lemma 1.45). N-
valit ovat mitallisia ja mitallisuus siilyy numeroituvassa yhdisteessé (Lause 1.39).

(b) Jos F suljettu, niin F¢ avoin ja siten mitallinen. Mitallisuus séilyy komplementissa, joten
F = (F°)¢ on mitallinen. O

Mitallisiin joukkojen kokoelma on siis varsin vaikuttava. Ja se kasvaa vield huomattavasti. It-
seasiassa sithen kuuluu niin monimutkaisia ja kummallisia joukkoja, ettd helposti herdd epailys
kaikkien joukkojen mitallisuudesta. Mychemmin ndemme, ettd se on liikaa toivottu. Siitd huoli-
matta sopii arvostaa miten tehokkaaasti numeroituva yhdiste ja leikkaus antavat meille lisdd mi-
tallisia joukkoja.

Yleisempia mitallisia joukkoja, o-algebrat.

Fo-joukot UFi’ F; suljettu  (esim. Q, [a,b), (a,b])
€N

Gs-joukot [ Gi, Gjavoin (esim. R\Q, [a,b), (a,b])
1€N

Fos-joukot ﬂ Aj, Aj e Fy
€N

Gso-joukot U Bj, B; € Gs
€N

jne.
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Maaritelma 1.48. Olkoon X miké tahansa joukko. Perhe I' C P(X) on X:n o-algebra (”sigma-
algebra”), jos

(a) 0 €Ty
(b) AeT = X\AeTl;
(C) A;el,ieN = UioilAiEF.
Huomautus 1.49. (1) Jos I' on o-algebra ja A; € I', i € N, niin my6s (), 4; € T, silla
(A =49 = (|J45)  eT.
i i i=1
(2) Olemme todistaneet: Lebesgue-mitallisten joukkojen perhe Leb R™ on R™:n o-algebra (Lauseet

1.31, 1.32, 1.39).

(3) P(X) on suurin X:n o-algebra; {0, X} on pienin X:n o-algebra; A C X (kiinnitetty) =
{0, X, A, A°} on X:n o-algebra.

Maaritelma 1.50. Borel-joukkojen perhe Bor R™ on pienin R™:n og-algebra, joka sisaltaa suljetut
joukot.

Olemassaolo: Merkitaan

B = ﬂ{F: I’ on R™:mn o-algebra, T sisdltda suljetut joukot}.

(Esim. I' = P(R™) on erds R™:n o-algebra, joka siséltaa suljetut joukot.)
B on o-algebra, silld

(a) 0 e B;
(b) Ae B = A°el'VI = A°eB;
(C) A, eB = UieNAiGFVF = UieNAieB'

Konstruktio = B on pienin R™:n g-algebra, joka siséltdé suljetut joukot, joten

’ BorR"” = B.

Avoimet, suljetut, F,, Gs, jne. joukot ovat Borel-joukkoja.
Lause 1.51. Jokainen Borel-joukko on mitallinen.
Tod. Mitallisten joukkojen perhe LebR™ on o-algebra ja sisaltaéd suljetut joukot, joten

BorR"™ C LebR"™.
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1.52 Yleista mittateoriaa.
Maaritelma 1.53. Olkoon I' X:n o-algebra. Funktio pu: I' — [0, +00] on mitta X:ssi, jos

(i) u(0) =0;

(i) A; €T, i eN, erillisii = p(Uj2; Ai) = > ;enm(4;).  téysadditiivisuus”
Kolmikko (X, T, i) on mitta-avaruus.
Huomautus 1.54. 1. Mitta p on myo6s monotoninen:

ABET, ACB = 0< pu(A) <u(B).
Syy: A, B\ A €T erillisia, B= AU (B\ A)
= w(B) =p(A) + u(B\ A) = p(A).
>0

2. A,BeT, ACB, pu(Ad) <oco = u(B\ A)=pu(B)—puA).

3. Mitta u on todenndkdisyysmitta (lyhyemmin tn-mitta), jos pu(X) = 1.
Esimerkki 1.55. (1) n-ulotteinen Lebesgue-mitta

my,: LebR"™ — [0, +00]

on mitta (ei tn-mitta).
Syy: LebR"™ on R™:n g-algebra ja m on taysadditiivinen.

(2) Olkoon X # () mielivaltainen joukko. Kiinnitetdan x € X ja asetetaan kaikilla A C X

1, josxz € A;
n(A) = :
0, josx ¢ A.

Silloin p: P(X) — [0, +00] on tn-mitta (ns. Dirac mitta alkiossa x € X).
Syy: (a) P(X) on o-algebra.
(b) Olkoot A; C X, j € N, erillisié (ts. A;NA; =0, Vi # j). Silloin

silla

z ¢ J;21 Aj = molemmat puolet =0

T € U;’il A; 2l 5 tiism. yksi jo € Ns.e. x € Aj; = molemmat puolet = 1.

(3) p: P(X)—[0,+00], u(A) =0 VA C X, on mitta.
(4) Olkoot a; >0, j € N,s.e. >°72, a; = 1. Asetetaan kaikilla A C N
wA) =Y aj.
JjeA

Télloin p: P(N) — [0,1] on tn-mitta (HT).
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Maaritelma 1.56. Olkoon X miké tahansa joukko. Kuvaus p*: P(X) — [0, +o0] on ulkomitta
X:ssa, jos

(1) w*(0) = 0;

(2) AC B = u*(A) < u*(B);

() 4 CX,jeN = p (U5, 4)) <52, 1 (4)).
Liséksi joukko E C X on (u*-)mitallinen, jos (Carathéodoryn ehto)
(1.57) pr(A) = (ANE)+p"(A\ E)

patee VA C X.
Merkitaan
M,+(X) ={F C X: E p*-mitallinen}

tai lyhyemmin M(X), jos p* on selvi asiayhteydesta.
Huomautus 1.58. M(X) C P(X) on o-algebra X:ssé ja rajoittuma
pM(X): M(X) — [0, +o<]

on mitta. Tod. kuten Lebesguen ulkomitan tapauksessa.

1.59 Hausdorffin mitta ja dimensio.

(Vapaachtoista kurssimateriaalia.)
Joukon A C R™ halkaisija on

d(A) =sup{|z —y|: z,y € A}, d(0) =0.
Olkoon 0 < s < o0 ja § > 0. Jos A C R", niin asetetaan
H3(A) =inf{> d(E;)*: Ac | E), d(E;) <},
j=1 j=1

misséi tehdiéin sopimukset d({z})° = 1 Vo € R" ja d(0)* = 0 Vs > 0. (Ylld E; C R" on miki
tahansa osajoukko.)

Havaitaan: 0 < 01 <d2 = Hg (A) > H;, (A) (inf yli pienemmin joukon).

Maaritelma 1.60. Joukon A C R™ s-ulotteinen Hausdorffin (ulko-)mitta on

(Voi olla H*(A) = 00.)

Lause 1.61. Olkoon 0 < s < o0o. Silloin H® on ulkomitta R™:ssa.
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Tod. HT ]
H*-mitalliset joukot, Mys(R™), mééritellddn Carathéodoryn ehdon (1.57) avulla.
Liséatieto:

Bor R C My (R).

Lause 1.62. Jokaista A C R™ kohti on olemassa 1-késitteinen luku s = s(A) > 0, ns. Am
Hausdorffin dimensio, s.e.

HHE(A) =0 Ve >0, ja
Hi5(A) = +00 Ve € (0, 3],

Tod. Viite 1:
5>0 ja H(A) <oco = H(A)=0Vt>s.
Olkoon ¢ > 0. = 3 peite J;2, Ej D As.e. d(E;) <4 Vj ja

> olet.

ST d(E)® < HYA) +1 < H(A)+1°< oo

j=1

o0 o0 . t>8 . o0 .

= HE(A) <> d(E))' =) d(E;)*d(E)'™ < 67 d(E;)
R =

< 675 (HA(A) + 1)

<oo

Annetaan § -0 = 675 =0 = H'(A) = lims_o H5(A) = 0 eli Viite 1 todistettu. Asetetaan
s(A) = inf{t > 0: H'(A) = 0}.

Viite 1 = H*AW+e(A) = 0 Ve > 0. Toisaalta Viite 1 = jos 0 < s <t < oo ja H'(A) > 0, niin
H5(A) = +oo. O

Huomautus 1.63. (1) Hausdorff-mitta voidaan méaritelld samalla tavalla missa tahansa metrisessa
avaruudessa (X, d) (joukon A C X halkaisija on d(A) = sup{d(z,y): z,y € X}).

(2) HY on lukuméirimitta, ts. H°(A) = card A = A:n alkioiden lukuméiré.

(3) R™:ssé patee: H™ = c¢m}, missé ¢ = ¢(n) on vakio. Siksi usein H® normeerataan kertomalla

se tietylla s:sta riippuvalla vakiolla.

(4) A C R™ annettu = Hausdorff-dimensio s(A) € [0, n] (ei tarvitse olla kokonaisluku). Vastaava
mitan arvo H*4)(A) voi olla miki tahansa luku € [0, +00].

(5) R™:ssd H®, 0 < s < n, sopii hyvin mittaamaan ”pienid” joukkoja. Esim. 0-mittaisella joukolla
A, myp(A) = 0, voi olla H*(A) >0, 0 < s <n. H(A) "nékee” A "hienorakennetta”
ehtojen d(E;) < 6, 6§ — 0 takia.
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1.64 Mitan konvergenssi

Mitan konvergenssitulokset ovat aarimmaéisen tarkeité ja hyodyllisid. Itse asiassa, seuraavan lauseen

ominaisuus on yhtapitavi numeroituvan tiysadditiivisuuden kanssa®.

Olkoon X # 0, ' C P(X) o-algebra, ja u: T' — [0, +00] mitta.

Lause 1.65 (Mitan jatkuvuus). Olkoon A; € T', j =1,..., kasvava jono (ts. Ay C Ay C---C X
(u-)mitallisia). Talloin

U = lim p(A4;).
~ j—o0
Huom.: A; eT'VjeN = |2, 4; €T
Tod.

U4i=Uw, \A] 1), Ao=10 (sopimus)
j=1

J=1 erlll mitall.

Mitan taysadditiivisuus =
n(lUJA5) =D nl4\ 451)
j=1 j=1

k
= kli_{IC}OZM(Aj \Aj-1)
7=1
k
1 (A;\ A
=l (U A-0)

| —
=Ay

= lim p(Ag).
k—o0
O

Komplementtien avulla on helppo johtaa vastaava konvergenssitulos laskeville jonoille. Huomaa
kuitenkin kriittinen oletus p(Ax) < oo jollakin k € N..

Lause 1.66. Olkoon A; € I', j =1,..., vdhenevd jono (ts. X D A1 D Ay D --- (u-)mitallisia).
Jos lisiksi j1(Ay) < oo jollakin k € N, niin silloin

Jj—00

S

w(

J

Huom.: I o-alg. = (72, 4; €T
Tod. Voidaan olettaa, ettd pu(A1) < co. Merkitddn (2, 4; = A ja B; = Ay \ 4;. Tilléin
B; C By C --- ovat mitallisia.

S34rellinen téysadditiivisuus ja mitan jatkuvuus takaa numeroituvan taysadditiivisuuden.



Kevatlk. 2015 41

N@R:

Lause 1.65 = p(| | Bj) = lim u(B;).
| j—o00

J

U (A\Aj) =A\ ()4 =4:1\ 4

j=1 j=1 j=1

Ay \ 4j) erillinen yhdiste = (A1) = p(4;) + p(B))
=B;

A =AU(A1\ A) erillinen yhdiste = p(A1) = u(A) + p(Ar\ A)

C8

AlejU

—

{

= u(A) = u(Ay) — (A \ A)  (tissd tarvitaan p(Ap) < 00)
- M(Gl B;)
= (A1) — jlgzlou(Bj)
= (A = lim (u(Ar) = p(4)))
= lim pu(4;).

Huomautus 1.67. Ehto p(Ag) < oo jollakin k& € N on valttdméaton. Esim.

Aj:{(x,y)€R2:aj>j}
A13A23A33'”

ma(A;) = 00 Vj
m =0 = ms ﬂA =0# lim mo(4;).
jeN JEN Jmree

Huomautus 1.68. (Tn-teoriassa tirkeéd sovellus) Borel-Cantelli lemma: Olkoon (X, I', i) mitta-
avaruus, A; € I', j € N, ja

A={x e X: 2 e A; dédrettoman monella indeksilld j € N}.
Talloin:

Zu ) <oo = u(A)=0.
j=1

(HT)
1.69 Lebesguen mitan yhteys Jordan-mittaan

(Vapaaehtoista kurssimateriaalia.)

Lause 1.70. E C R" (Leb.-)mitallinen <= Ve >0 3 (Leb.-)mitallinen A ja B s.e. ACECDB
jam(B\ A) <e.

Tod. HT 3/5 0
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Maaritelma 1.71. (Diff II) £ C R" Jordan-mitallinen <= F rajoitettu ja xr Riemann-
integroituva. Talloin E:n Jordan-mitta on

my(E) = /XE.

Lause 1.72. Jos E C R"™ on Jordan-mitallinen, niin E on Lebesgue-mitallinen ja mj(E) = m(E).

Tod. Oletetaan n = 2, yleinen n samoin. Valitaan suljettu suorakulmio R O F. Olkoon
D = {R;} R jako &érellisen moneen suljettuun suorakulmioon R;, joilla ei ole yhteisié sisépisteité.
Karakteristiseen funktioon yg liittyy ylasumma

Mp = %:Gjé(Rj), Gj = {(1]: f;j 25 i 37
Merkitaan
Bp = U{Rj: R;NE # (0}, jolloin Bp mitallinen ja
Mp= > Ry =" m(Bp).
R;NE#)

Vastaava alasumma on

1, R; CFE;
mp =Y gil(R;), g;= {0 N ‘E
j A

Merkitaan
Ap = U{Rj: R; C E}, jolloin Ap on mitallinen ja
mp = m(Ap).
Olkoon € > 0. E Jordan-mitallinen = xg Riemann-integroituva =

djako D s.e. Mp —mp <¢
Bp = (Bp \ Ap) U Ap erillinen yhdiste
= m(BD\AD) = m(BD) — m(AD) =Mp—mp<e

Ap C EC Bp LI B mitallinen.

Lisaksi

O
Seuraus. Tunnetut (Riemann-integroimalla saadut) pinta-ala-/tilavuuskaavat ovat voimassa.

Esim. Merkitaan B"(z,r) = {y € R": |y — z| < r} C R" (avoin kuula).
4
mQ(B2(x,r)) = 7r?; mg(B?’(x,r)) = §7rr3.

Lisétieto: (ei todisteta) E C R™ Jordan-mitallinen <= FE rajoitettu ja my(0F) = 0.
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1.73 Ei-(Lebesgue-)mitallinen joukko R:ssi

Lause 1.74. (Vitali, 1905)
LebR C P(R)

eli 3 E C R, joka ei ole Lebesque-mitallinen.

Ideana on 16ytéé joukko B C R, 0 < m*(B) < oo, ja B:n ositus

s_Ja
=1

erillisiin joukkoihin A; s.e.
m*(A;) = m*(A4y) Vi.

Talloin jonkin joukoista A; on oltava ei-mitallinen. Yksi tapa varmistaa, etté joukoilla A; on sama

ulkomitta, on pyrkia valitsemaan
A=A+

jollakin (kiinte&lld) joukolla A C R ja z; € R ja kéyttdd ulkomitan siirtoinvarianssia.
Tod. Tarkastellaan tekijaryhméa R/Q, jonka alkiot ovat ekvivalenssiluokkia E(z), = € R.

Ez)=E(y) <— z~y <= z—yecQ.

Voidaan kirjoittaa F(x) = x4+ Q. Valitaan jokaisesta ekvivalenssiluokasta F(z), = € R, tdsmélleen
yksi edustaja, joka kuuluu véliin [0, 1]. Olkoon A néiden joukko.

Viite: A ¢ LebR.

Vastaoletus: A € LebR.

(i) Joukot A+, r € Q, ovat erillisia:

re€(A+r)N(A+s), rns€eQ = z=a1+r ja x=as+s, aj,az€A
= a1—ay=s—recQ
= a1 ~ay = FE(a1)= E(a2)
= a1 =ay (koska valittiin tdsm. yksi alkio)
= s=r.

(ii)) m(A) = 0 (kdytetddn "siirtoinvarianssia”: A € LebR = A+ a € LebR jam(A) =

1
AcClo,1] = A—i—;C[O,Q] Vn eN

= 2> m([j(A—i— %)) el im(A—i— %) = im(A)
n=1 n=1 n=1

(iil) R = U, cq(A +7):

r€eER = Jac€E@NA =>zr—a=rcQ,acA
= c=a+r, a€A
= xze€A+r.
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(i), (i) ja (i) =

+oo=m(R)=» m(A+r)=>» m(A)=0. RR

Huomautus 1.75. 1. Myos R™:ss8, Vn > 1, d samantyyppinen esimerkki, joten
LebR"™ C P(R"™).

2. Jos A C R on miké tahansa joukko s.e. m*(A) > 0, niin 3 B C As.e. B ¢ LebR. (HT)

Lisitieto: (Banach-Tarski paradoksi, 1924): Miki tahansa R3:n suljettu kuula B voidaan osittaa
ddrellisen moneen (erilliseen) palaan A;

(sopivalla m > 2) ja sitten jarjestelld palat uudelleen kuvauksilla
9;: R = R®, g;(2) = y; + Ty (),

missa y; € R3 ja T;: R3 — R? on lineaarinen kierto (j = 1,...,m) niin, etti syntyy kaksi B:n kanssa
samankokoista (s.0. sama side) suljettua kuulaa. Lebesguen mitta siirto- ja kiertoinvariantti =
joukot Aq,..., A, eivit mitallisia.
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2 Mitalliset kuvaukset

2.1 Johdanto: Funktio jota voi integroida

Mittateoriamme on valmis; voimme rakentaa integrointiteorian. Kuten esipuheessa kavi ilmi, uusi
integrointimetodimme toimii vain funktioilla, joiden alkukuvat f~![y,00) (tai f~![y, o0]), kaikilla
y € R, ovat sellaisia joukkoja, joille osaamme maarata mitan, eli Lebesgue mitallisia. Tama tarjoaa
luonnollisimman méaaritelman ”funktiolle jota voi integroida”. Vaikka virallisella maaritelmalla on
puolensa, niin sen juuria ei kannata unohtaa.

Oletetaan, etts alkukuvat f~'[y, oc], y € R ovat mitallisia joukkoja. Ensimméiinen askel kohti
mitallisen funktion ”modernia” maaritelmad on yksinkertainen huomio, ettd alkukuva ”kunnioit-
taa” komplementtia, yhdistetta ja leikkausta:

FUEY = (') T (UE) =B, 1 ([()Ea) =) " (Ea)

Niiden identiteettien avulla joukkojen f~'[y,oc], y € R mitallisuudesta seuraa, etti myos mon-
imutkaisempien joukkojen alkukuvat ovat mitallisia. Esimerkiksi, véali (y, oo| voidaan esittdd nu-
meroituvana yhdisteend | JO2 [y + 1/n, 00], joten f~1(y,00] = 22, f~y + 1/n,00] on mitallinen.
Samoin, koska véli [—oo,y) voidaan esittdd komplementtina [y, o], péaéttelemme, ettd alkukuva
f~00,9) = (f !y, oc])¢ on mitallinen, kaikilla y € R. Sen jilkeen huomaamme, etti avoimien
vilien alkukuvat f~!(z,y) = f~[—o0,y) N f~!(x, 0] ovat mitallisia.

Seuraava térked karakterisaatiotulos osoittaa, ettd voimme menné vielakin pidemmaélle:

Lause 2.2 (Mitallisen Kuvauksen Karakterisaatio). Merkitddn R = R U {—00} U {400}. Olkoon
A C R™ mitallinen ja f: A — R. Seuraavat ominaisuudet ovat yhtdpitdvid.

(1) f~YG) on mitallinen kaikilla avoimilla G C R;
ja lisiksi alkukuvat f~'(c0) ja f~'(—o0) ovat mitallisia.

(2) fl-o00,a) = {z € A: f(z) < a} on mitallinen Ya € R;
(3) fNa,00] = {z € A: f(z) > a} on mitallinen Ya € R;
(4) fl—o0,al = {x € A: f(x) < a} on mitallinen Va € R;
(5) fVa,00] = {x € A: f(z) > a} on mitallinen Va € R.

Todistus. Huomiot yll& riittédviat perusteluksi, miksi kohdat (2)-(5) ovat yhtépitévid. [Luki-
jan on kuitenkin suositeltavaa selvittaé itselleen ainakin muutama yksityiskohta.] Jéljelld on siis
osoittaa, ettd kohta (1) on yhtépitavé esimerkiksi kohdan (2) kanssa.

(1)=>(2): Témi seuraa huomiosta f~[—o0,a) = f~1(—o0) U f~1(—00,a).

(2)=(1): Olemme jo todenneet kohdat(2)-(5) yhtapitdviksi, joten voimme kéyttaa kaikkia.
Niiden avulla tiedamme, ettd avoimen véalin alkukuva on mitallinen. Nyt meidan tarvitsee vain
muistaa, ettd avoin joukko G C R voidaan aina esittdd numeroituvana yhdisteend avoimia véleja
G =, In (L. 1.45). Néin ollen mielivaltaisen avoimen joukon alkukuva

U@ = (),

on mitallinen. O
Kysymys: Huomasitko missa tarvitsimme tietoa, ettd joukko A on mitallinen? Vastaus:
komplementeissa. Silloin kun lihtdavaruus A ei ole koko R, pitee esimerkiksi f~1([a,00]) =
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A\ f71a,oc]. Tami ”alkukuvan komplementti joukon A suhteen” ei vilttiméittd ole mitallinen,
ellei A ole. Siksi meidén on oletettava se.

Edellisen karakterisaation seuraus on, ettd voimme (loogisessa mielessd) yhta hyvin ottaa mi-
tallisen funktion viralliseksi kriteeriksi avoimien joukkojen alkukuvien mitallisuuden. Idea ei ole
huono silla, kuten Carathéodoryn ehto, tamd madritelma on katevampi yleistdéd abstrakteihin
asetelmiin. Méaaritelméan motivaatio on kuitenkin integraaliprosessissa: Mitallinen funktio on sell-
ainen, jota voi integroida esipuheessa kuvatulla menetelmalla.

2.3 Mitallinen kuvaus

Seuraa virallinen méaritelma. Jaamme sen kahteen osaan: skalaariarvoisiin funktioihin (maali-
joukkona R); seké vektoriarvoisiin funktioihin (maalijoukkona R™). Emme talla kurssilla varsi-
naisesti tarvitse vektoriarvoista mitallisuutta, mutta sitd kannattaa tutkia vahintaan harjoituksen
vuoksi.

Maaritelma 2.4. Olkoon A C R™.
Skalaariarvoinen funktio: Sanomme, ettd kuvaus f: A — R on mitallinen, jos

(i) f~'G on mitallinen kaikilla avoimilla G C R,
(i) f~!(4+o0) on mitallinen ja
(iii) f~'(—oc0) on mitallinen.

Vektoriarvoinen funktio: kuvaus f: A — R™ on mitallinen (o-algebran LebR"™ suhteen), jos
f7'G on (Lebesgue-)mitallinen kaikilla avoimilla G C R™.

Huomautus 2.5. Vektoriarvoisessa tapauksessa kuvaus ei voi saada ”aarettomyyksid”. Siksi
meidén ei tarvitse muotoilla skalaaritapausta vastaavia kohtia (ii) ja (iii). Lisdksi, voimme kayttad
tietoa ettd avoin joukko voidaan esittdd numeroituvana yhdisteend n-véleistd (L. 1.45), joten
4G = U, f~'(I,). Nain ollen vektoritapauksessa riittid tarkistaa n-vdlien alkukuvien mi-
tallisuus.

Lisétieto: Vaihtoehtoinen tapa maéritella vektoriarvoisen kuvauksen f = (f1,... fi,) mitallisuus
on vaatia sen komponenttien f;,i = 1,...m mitallisuus (Lause 2.10). Téten yleisen kuvauksen
mitallisuus palautuu loppujen lopuksi skalaaritapaukseen.

Muistutus. Al unohda Karakterisaatiota 2.2. Se on erittdin hyodyllinen kiiytinnon toimen-
piteissi, koska monesti on paljon helpompi tarkistaa yksinkertaisempien alkukuvien f~1[—o0,a)
mitallisuus kuin kohta (i).

Maaritelmaiasta seuraavia valittomia huomioita:

1. Maéritelmassé esiintyva lahtojoukko A on automaattisesti mitallinen: Vektoritapauksessa
tieto seuraa huomiosta, etti A on avoimen joukon R™ alkukuva A = f~'R™.

Samoin skalaaritapauksessa A on avoimen joukon R ja ”a#rettomyyksien” alkukuvien yhdis-
teend mitallinen (jos f on mitallinen):

A= fTHR)UfHo0) U fH (—00).
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2. Jos rajoitamme kuvauksemme mitalliseen osajoukkoon B C A, rajoitettu kuvaus f|B on
mitallinen joukossa B: tdmé seuraa perusidentiteetistd joka pétee rajoittuman alkukuvalle

F1B(@) = B nflG

mitallinen
Joten jos joukko G on avoin ja f mitallinen, niin my6s alkukuva (f|B)~!(G) on mitallinen.

On aika etsia mitallisia kuvauksia. Toivottavasti ainakin jatkuvat funktiot ovat mitallisia, koska
niita nyt vahintaan haluamme integroida.

Jatkuvuuden ominaisuuksien muistutus: (Vektorianalyysi/Topo I) Kuvaus f: A — R™, A C
R™, on jatkuva pisteessd x € A, jos Ve > 0 kohti on olemassa § = d(¢) > 0 s.e.

f(B(z,6) N A) C B(f(x),e).

f: A— R™ on jatkuva, jos f on jatkuva kaikissa pisteissad x € A.

Jatkuvuudelle 16ytyy yhtépitava karakterisaatio avoimien joukkojen avulla (Topo I): Kuvaus
f: A — R™ on jatkuva jos ja vain jos kaikkien avoimien joukkojen G C R™ alkukuva f~'G on
avoin A:ssa.

Lisiiksi muistamme tuloksen (Topo I), etté joukko f~'G on avoin A:ssa jos ja vain jos 16ytyy
avoin V C R” siten, ettd f~1G =V N A.

Jatkuvan funktion mitallisuus on nyt suora seuraus mitallisuuden méaaritelméastéa yhdistettyna
tahan jatkuvuuden karakterisaation.

Lause 2.6. Jatkuva funktio f: A — R™ mitalliselta joukolta A on mitallinen kuvaus.

Tod. Olkoon G C R™ avoin. Tehtivimme on tarkistaa, ettd alkukuva f~!'G on mitallinen
joukko. No, funktion f jatkuvuudesta seuraa, etti f~'G on avoin joukko A:ssa. Niin ollen 16ytyy
avoin V C R" siten, ettd f~'G = V N A. Lopuksi muistamme, etti avoimet joukot ovat mitallisia,
joten siksi leikkaus V' N A on mitallinen. (Huomaa, ettd lopussa tarvitsemme ldahtéjoukon A mi-
tallisuutta.) O

Keskeytetdan hetkeksi mitallisten funktoiden metséstys ja vieddan loppuun erds paattely, jonka
panimme alulle luvun johdannossa.

Muista kuinka helposti alkukuvien f~![a, oo] mitallisuudesta seurasi avoimien joukkojen alkuku-
vien mitallisuus. Syy oli siiné, ettd alkukuva kunnioittaa komplementteja, yhdisteita ja leikkauksia.
Miksi pysahtyé avoimiin joukkoihin? Esimerkiksi, suljettu joukko F' on avoimen joukon F*¢ kom-
plementti, joten suljetun joukon alkukuva f~'F = f=}(F) = (f~}(F))¢ on mitallinen. Samoin
voimme paitelld, ettd G,-joukon (),.yG; alkukuva on mitallinen. Identtisesti myds F, joukon
Uien Fi alkukuva on mitallinen, ja niin edelleen. Kysymys kuuluu: kuinka pitkélle pddsemme?

Seuraavan tulos on aika ajoin hyodyllinen mychemmilla kursseilla, mutta nyt kannattaa ennen
kaikkea keskittya sen todistusmetodiin. Idea on elegantti, mutta darimmaisen abstrakti, mika on
seurausta Borel-joukkojen maéaritelman abstraktiudesta.

Lause 2.7. Olkoon f: A — R™ mitallinen. Silloin alkukuva f~'B on mitallinen kaikilla Borel-
joukoilla B C R™.

Todistus. Miten lahestyisimme ongelmaa? Meidan kannattaa aloittaa kokoamalla kaikki
joukot, joiden alkukuva on mitallinen: miéritelliin perhe I' = {V C R™: f~!'V mitallinen}.
Voimme nyt muotoilla vaitteen yhtapitavasti ndin: Perhe I sisdltdad Borel-joukot.
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Borel-joukkojen perhe maériteltiin pienimpéané o-algebrana joka sisaltéaa suljetut joukot. Olemme
edelld todenneet, ettd suljettujen joukkojen alkukuva on mitallinen, joten ainakin suljetut joukot
sisdltyvat kokoelmaan I'. Jos I' ”sattuisi” nyt olemaan o-algebra, niin Borel-joukkojen mddritelma
takaisi I' D Bor R™ ja todistus olisi valmis!

Osoitamme siis, ettd I" toteuttaa o-algebran aksioomat:

(1) f7'0 = 0 mitallinen = (@ €T,
—1y/c — -1 ; ; c
2 Vel = f7'Ve= A \ f 'V mitallinen = V°¢eT,

mitallinen  itallinen

B) VieTl,ieN = fH Uiy Vi) =Uiey f'Vi mitallinen = J;o Vi €T
—
mitallinen
Taten I' on sigma-algebra joka sisdltda suljetut joukot, joten pienin sigma-algebra joka sisaltaa
suljetut joukot on I':n osaperhe. O
Huomio: Kokoelman {V C R™: f~'V mitallinen} o-algebrallisuus, riippuu jélleen siiti, etti
alkukuva kunnioittaa komplementteja ja yhdisteité.

Korollari 2.8. f mitallinen = pisteen alkukuva on mitallinen.
Seuraava tulos on hyodyllinen ja sen todistus on hyva pieni késite-harjoitus.

Lause 2.9. Olkoon f: A — R™ mitallinen, A C R™, ja g : R™ — R* jatkuva. Silloin go f on
mitallinen.

Todistus on suoraviivainen sovellus mééritelmis: olkoon G' C R* avoin. Yhdistetyn funktion
alkukuva (g o f)~'G voidaan kirjoittaa muodossa f~1(g7!G). Koska g on jatkuva, alkukuva ¢~ 'G
on avoin. Koska f on mitallinen, avoimen joukon ¢~!G alkukuva f~'(¢~'G) on mitallinen. Niin
ollen yhdistetty funktio g o f on mitallinen. O

Lisétieto: yleistys. Jos jatkuva funktio g on méaéaritelty vain osajoukossa B C R™, niin silloin
alkukuva ¢~ 'G on avoin B:ssi, eli 16ytyy avoin V' C R™ siten, ettd ¢g~'G = BNV. Jotta voisimme
nyt paitelld alkukuvan f~1(¢g7'G) = f~1(B NV) mitallisuuden, meidin pitié tehdi lisdoletuksia.
Esimerkiksi, riittda olettaa, ettd B on Borel joukko, tai ettd fA C B.

Varoitus: Vaikka mitalliset funktioita koskevat tulokset muistuttavat osittain eraita jatkuvien
funktioiden tuloksia niin analogia ei ole taydellinen: f ja g mitallisia % ¢ o f mitallinen. Tieda
myo0s, ettd mielivaltaisen Lebesgue-mitallisen joukon alkukuva ei valttamatta ole mitallinen.

Edellista tulosta apuna kayttiaen on mukava osoittaa vektoriarvoisen mitallisen kuvauksen karak-
terisaatio sen komponenttien mitallisuuden avulla.
Notaatio: Jos f: A — R™, niin merkitsemme

f = (flv"',fm)v f(CC) = (fl(x),vfm(x));

missa
[it A—=R, fij(x) = (Pjo f)(z)ja Pj(y1,...,ym) =y, (Pj projektio jmnelle koord.).
Lause 2.10. f = (fi,...,fm): A—=R"™ on mitallinen <= f; on mitallinen Vj € {1,...,m}.
Tod. Jos f on mitallinen, niin f; = P; o f on mitallinen (L. 2.9), silla P; jatkuva.
Oletetaan, etta f; on mitallinen kaikilla j. Tehtdvamme helpottuu huomattavasti kun
muistamme Huomion 2.5, jonka ansiosta riittid tarkistaa n-vilin alkukuvan f~1(I,) mitallisuus.

Huomaamme, etta n-vili voidaan esittda projektioiden alkukuvien leikkauksena: I = I1 XX I, =
177
ﬂ}ll P J 1"

"Miksi? Koskaz € [ &z, € I; = P,(I),Yi=1,....m&z € P (I),Vi=1,...,m.
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Téaman esityksen avulla voimme péételld, kayttaen oletusta koordinaattifunktion f; = Pjo f
mitallisuudesta, ettd alkukuva

m m
=P =) (Po )7,
J J mitallinen
on mitallinen. O

Lause 2.11. Mitallisten funktioiden f,g: A — R summa ja tulo ovat mitallisia (mikdli madriteltyja).
Samoin A\f, X € R, ja |f|* a >0, ovat mitallisia.

Todistus. Ensin tapaus, jossa funktiot saavat aérellisid arvoja: olkoot f,g: A — R
mitallisia. Ovela, joskaan ei suoraviivainen, idea on kirjoittaa kuvaus = — f(x) + g(x) yhdisteend
mitallisesta ja jatkuvasta kuvauksesta: f + g = u o v, missa

ASR* SR, v=_(f9) ja ulz,y) =z+y.

Nyt, Lauseen 2.10 mukaan, vektoriarvoinen kuvaus v on mitallinen, ja lisdksi u on selvasti jatkuva.
Nain ollen Lauseen 2.9 nojalla yhdistetty kuvaus f + g = u o v on mitallinen.

Liséitieto: Vektoriarvoisen summan mitallisuus, jossa f,g: A — R™, todistuu identtisella paattelylla.
Eli patee tulos: Jos kuvaukset f,g: A — R ovat mitallisia niin summa f + g on mitallinen.

Nyt tapaus, jossa sallitaan dérettémyydet: olkoot f,g: A — R mitallisia ja summa f + ¢ hyvin
mééaritelty. [Summa f + g on méaaritelty, jos missddn z € A ei ole f(z) = +o00, g(x) = —o0, tai
pédinvastoin.] Merkitddn f + g = h. Tiedetdén, ettd A on mitallinen. Haluamme soveltaa alkuosaa,
joten pyrimme poistamaan joukot, joissa joko f tai g saa darettomyyksid. Siksi muodostamme
joukon Ag := A\ [f 1 (+o0)Uf 1 (—o0)Ug L (+00)Ug™t(—00)], josta "#irettdmyydet on poistettu”.
A on selvéasti mitallinen.

Nyt voimme soveltaa alkuosaa ddrellisiin rajoittumiin f|Ag ja g|Ao, josta voimme pééttelella,
ettd rajoittuma h|Ag on mitallinen. Titen kaikilla avoimilla G C R alkukuva (h|Ag)~Y(G) =
h=YG) N Ag = h~1(G) on mitallinen. Lisiksi #iirettomyyksien alkukuvat

Rl (+00) = fH(+o0) U g (4+00) ja
h™!(—o0) = fH(—o0) Ug~!(—o0) ,

ovat mitallisia®. Siispd summa h = f + g on mitallinen.

Samoin (HT)
Erikoistapaus tulosta.

|f|* = wo f, missd u(x) = |x|* jatkuva, jos @ > 0. L. 2.9 = |f|* on mitallinen. O
Tésté lahtien tarkastellaan vain funktioita f: A — R, A C R".

Lisatieto: Mitallinen kuvaus abstraktissa mittateoriassa

Olkoon X mielivaltainen joukko ja I' C P(X) o-algebra.
Miéiritelmi: Kuvaus f: X — R on mitallinen (0-alg. T suhteen), jos f~'G € T kaikilla avoimilla
G CR.

8Ensimmiisen identiteettin perustelu: h(z) = f(z) 4+ g(x) = oo jos ja vain jos f(x) = oco tai g(z) = co.
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3 Lebesguen integraali

Meilla on mitallisia joukkoja. Meilld on integroitavia funktioita. Meilld on kaikki tarvittava inte-
graalin luomiseen esipuheen inspiraatiota noudattaen.

Lisétieto: Erés nopea reitti rakentaa positiivisen funktion Lebesgue-integraali on maaritella se
suoraan Riemann-integraali-kaavan (-1.2) avulla:

oo
@) [ =@ [ m(sy.oxl) dy,
0
Joskus néin nakee tehtdvan, mutta talla kurssilla noudatamme vakiintuneempaa kéytantod, joka
el "mainitse Riemann-integraalia &aneen”. On joka tapauksessa mielenkiintoista tiedostaa, etta

emme varsinaisesti tarvitse uutta integraalin konstruktiota, vaan voimme halutessamme muotoilla
kaiken klassisen teorian avulla... siis kunhan meilla on mitta.

3.1 Yksinkertaiset funktiot

Muistathan esipuheen tavoitteen antaa pinta-ala ” vaakapalkeille” intuition sanelemalla periaatteella
kanta-kertaa-korkeus. Luodaan késite joka auttaa meitd ilmaisemaan ideoitamme:

Maaritelma 3.2 (Karakteristinen funktio). Olkoon E C R" ja xg: R™ — {0,1} joukon E karak-

teristinen funktio
(2) 1, josx € FE,
x fry
XE 0, josz¢FE.

Karakteristinen funktio ”edustaa vaakapalkkia jolla on kanta E ja korkeus 1”7. Mitallisilla
"kantajoukoilla” ja niiden karakteristisilla funktioilla on tarked yhteys:

Lemma 3.3. Joukon E karakteristinen funktio xg on mitallinen funktio jos ja vain jos E on
mitallinen joukko.

TO(E.1 Tédmi seuraa huomiosta E = y;'(0,00]. (Seuraa myds Korollaarista 2.8, silld
E=xg (1))
Olkoon E mitallinen ja G C R avoin. Helposti voi todeta, ettd patee

R™, jos {0,1} C G,
jos {0,1} NG = 0,

0
—1 9
G) =
=g s {0,1}nG = {1},
E¢, jos {0,1}nG = {0}.
Nama joukot ovat mitallisia, joten x g mitallinen funktio. O

Matemaattinen huomio: Todistus ei itse asiassa kayttanyt joukon G avoimuutta. Mitalliselle
karakteristiselle (toisin kuin yleiselle mitalliselle) funktiolle piteekin, ettd alkukuva xz'(A) on
mitallinen ihan kaikilla joukoilla A. Talla tiedolla ei kdytannossa ole mitdan merkitysté.

Filosofinen huomio: Jos 16ytyisi mitallinen joukko F jonka karakteristinen funktio ei olisi
mitallinen (lue:”integroitava”), olisimme pulassa. Miksi? Koska karakteristisen funktion xg on
tarkoitus edustaa ”vaakapalkkia”. Jos emme voi integroida funktiota y g, silloin my6s vaakapalkin
pinta-alan mielekkyys muuttuu epavarmaksi. Mieti asiaa.

On hyd6dyllista maégritella myos aarellinen lineaarikombinaatio karakteristisista funktioista:
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Maaritelma 3.4. (Yksinkertainen funktio) Funktio f: R™ — [0, 00) on yksinkertainen, jos silléd on
esitys

k

(3.5) F= ai-xa, |

i=1

missé a; > 0 ja A;,i =1,2,...k, ovat mitallisia joukkoja.
Merkitdan Y = {f | f: R”™ — R yksinkertainen} (tai Y,).

Huomautus 3.6. 1. f €Y = f(z) # oo Vx. Eli yksinkertainen funktio saa vain ddrellisid
arvoja.

2. feY, F€lLebR” = fygpeV.

3. Jos f on yksinkertainen, se saa vain ddrellisen monta eri arvoa.

Tarina jatkuu: Vaakapalkin mitta.? Jos karakteristinen funktio edustaa ”yhti vaaka-
palkkia”, niin yksinkertainen funktio edustaa ”vaakapalkkien kokoelmaa”. Nyt keskeinen kysymys
kuuluu: miten madradmme vaakapalkin alan? Huomaa, ettd vaakapalkki on konkreettinen joukko,
nimittain karteesinen tulo E x [0, a), joten jos silld on mielekéds "ala” niin se on luultavasti mitta
Mp+1(E X [0,a)). Mutta onko tdméa karteesinen tulo mitallinen? Seuraava lemma vastaa kysymyk-
seen myonteisesti.

Lemma 3.7. Olkoon joukko A C RP my,-mitallinen ja joukko B C R? mg-mitallinen. Tdlloin
karteesinen tulo A x B C RPTY on my,-mitallinen ja péitee mytq(A x B) = my,(A)my(B).

Heuristinen perustelu. On intuitiivisesti selvd, ettd aina (ovat A ja B mitallisia tai eivét)
pitee my ., (A x B) < my(A)m;(B). Miksi? Koska jos tulon A x B "leveys” on enintddin my(A) ja
vastavasti "korkeus” enintddn my(B), niin A x Bm mitta voi olla enintdin my(A)mg(B).

Identtiselld padttelylld on selvdd, ettéd tulon A x B mitta on véhintddn mp.(A)mg.(B), joten
pétee Myt qgx(A X B) > mp(A)mg«(B).

Nyt jos joukot A ja B ovat mitallisia, niin pétee my.(A) = my(A) ja mp«(B) = my(B), joten
my6s My yq«(Ax B) = my,  (Ax B), eli tulo A x B on mitallinen ja sen mitta on tulo m,(A4)m,(B).

Todistus.!? Meidsin pitii yksinkertaisesti osoittaa, etté, A x B toteuttaa Caratheodoryn ehdon
kaikilla n-véleilld I x J C RPT missd I C R? ja J C R? [(p + ¢)-n-vili voidaan aina esittad

alempiulotteisien n-vélien tulona.]:

(3.8) o (T T) N (A x B)) + o (T x )\ (A x B)) < (I x J).

(Kysymysmerkki tarkoittaa, ettd tavoitteemme on osoittaa kyseinen epayhtéls.) Aloitamme huomi-
olla, ettéd karteesisten tulojen leikkaus on yha karteesinen tulo: (I x J)N(Ax B) = (INA)x (JNB),
jaerotus (I x J)\(Ax B) on (erillinen) yhdiste karteesisista tuloista (I\ A) x (J\B), (I\A)x(JNDB)
ja (INA)x (J\ B). Téten voimme subadditiivisuuden nojalla arvioida yhtélén (3.8) vasemman
puolen toista termié ylhaalta

(3.9)

Mg (EX )\ (AXB)) < my o (TNA) X (JAB)) 1,44 (TN A) X (JNB)) +my, (TN A) X (J\ B)).

9Lemma 3.7 ei ole rakennettavan teorian kannalta loogisesti vélttiméiton, mutta se osoittaa, ettéd vaakapalkin
pinta-ala on olemassa (Lebesgue-mittana) ja se todella madraytyy periaatteella kanta-kerta-korkeus. Tamé toimii
motivaationa yksinkertaisen funktion integraalin méaaritelmalle.

10Periaatteessa idea on tiysin sama kuin heuristisessa perustelussa, mutta Caratheodoryn ehdon tuomat yksityisko-
hdat peittdavat yksinkertaisen idean.
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Eli nyt meilld nelja karteesista tuloa joita pitéisi jotenkin arvioida ylhaalta. Puuttuva palanen on
seuraava

Aputulos: Aina pétee
(3.10) Myt (A X B) <my(A)mg(B),

ovat joukot mitallisia tai ei.

Aputuloksen todistus: Olkoon F = {1, : n € N} joukon A Lebesguen peite ja G = {Ji : k € N}
joukon B Lebesguen peite. Silloin perhe {I, x Ji : n € N, k € N} on karteesisen tulon A x B
Lebesguen peite, joten ulkomitan méaritelman mukaan patee

(3.11) mi(AX B) <N (I x i)

R wn) e

Ottamalla infimum yli peitteiden F ja G (ja kdyttadmalld jalleen ulkomitan méaaritelméd) saamme
véitteen (3.10).

Nyt kdytamme aputulosta jokaiseen neljasté termisté, jolloin padsemme eroon karteesisista
tuloistamme

m o (I J)N (A x B))+miy (Ix )\ (Ax B)) < mi(INnA)m:(JNB)

+ my(I\ A)ymy(J \ B)

+ mi(I\ Ami(J N B)

(3.12) + mi(INA)mi(J\ B).

Vihdoin voimme kéyttéa tietoa, etta joukot A ja B toteuttavat Caratheodoryn ehdon. Ryhmitellaan
oikean puolen termit ja kadytetdan ensin B:n mitallisuutta ja sitten A:n mitallisuutta:

mi (1N A) [mi(J N B) +mi(J\ B)] +mi(I\ A)[mi(J\ B) +mi(J N B)]
— mA(I N AYT) +mi(1\ A)e(J)
= (I)e(J)
(3.13) = ((IxJ).

Yhdistdmalla tdmén ja edellisen arvion olemme osoittaneet, ettéd Caratheodoryn ehto (3.8) patee.
Téten joukko A x B on myg-mitallinen.

Mutta edellinen paéttely osoittaa enemmaén: koska A x B on toteuttaa Caratheodoryn ehdon
(3.8) yhtasuuruudella ”=" (muista, ettd toinen suunta ”>" on triviaali), niin kaikki epdyhtdlot ylld
estintyvdssd padttelyssd ovat itse asiassa yhtdloitd! Erityisesti saamme yhtalon

Mpsg((I % J) N (A x B)) = my(I N A)mg(J N B),

joka patee kaikilla n-valeilla I x J. Taten (osittamalla RPT? erillisiin n-véleihin [n,n+1) X [k, k+1))
voimme paételld ettd myq(A X B) = my(A)my(B). O

Mitallinen funktio ayg edustaa ”vaakapalkkia kannalla F ja korkeudella a” meidén olisi luon-
nollista méaritella funktion ayx g integraaliksi m(E x [0,a)). Edellisen lemman mukaan tdma mitta
on kuitenkin vain am(E) (eli "kanta-kertaa-korkeus-periaate” todella pétee), joten voimme ottaa
viralliseksi méaritelméaksi jalkimmaisen ilmaisun.
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Maaritelma 3.14. Olkoon f = Zle a; - X4, yksinkertainen funktio. T&lléin fm integraali (yli
R™:n) on

k
I(f)=> am(A;).  (muista 0-oco =0)
=1

Liséksi, jos F C R™ on mitallinen, niin méarittelemme f:n integraalin yli joukon F seuraavasti:
I(f, B) = I(fx)-
FErityisesti:
I(f) = I(f,R"),
0<I(f,E)< o0,
E € LebR" = I(xg)=m(E).

Huomautus 3.15. Koska yksinkertaisella funktiolla on aina monia eri esityksié (esimerkiksi yg =
1/2xE + 1/2xE = XEnF + XEnF<), niin periaatteessa meidén pitdisi tarkistaa, ettd integraali eri
esityksille antaa saman lopputuloksen. Muuten integraali ei ole hyvinmaéaritelty. Matemaatikon
on hyvéa olla hereilld ja hoksata tamaé seikka, mutta varsinainen tarkistaminen jéitetdan jokaisen
lukijan oman mielenkiinnon varaan.

Jokaisella yksinkertaisella funktiolla on erés erityinen esitys, joka on usein hyddyllinen: Olkoon
f €Y ja fmeriarvot ay,...,a € [0,+00). Silloin joukot

k
A; = f~Ya;) ovat mitallisia ja erillisii , R" = U A;.
i=1

Naista saatavaa esitysta

k k
F= aixa =Y ai Xjia)
i=1 =1

kutsutaan normaaliesitykseksi. Eli normaaliesitys on sellainen missé joukot A;,7 = 1,2,...k, ovat
erillisia.

Normaaliesityksella on helppo osoittaa, ettd tulkinta ”integraali on pinta-ala” pétee yksinker-
taisen funktion tapauksessa:

Lemma 3.16 (Integraali pinta-alana). Olkoon f : R™ — [0,00) yksinkertainen. Mdadritellddn sen
graafin avulla joukko G(f) := {(x,y) € R® x [0,00) : 0 < y < f(z)} C R*™ L. Téllsin joukko G(f)
on mitallinen ja patee I(f) = mup+1(G(f)).

Todistus. Valitaan normaaliesitys f = Zle a;- XA, jossa joukot A; ovat erillisid (ja mitallisia).
Talloin my6s karteesiset tulot A; x [0, a;) ovat erillisid ja mitallisia (L. 3.7), joten yhdiste | J; A; x
[0,a;) = G(f) on mitallinen. Lopuksi mitan tdysadditiivisuus antaa meille

k
I(f) = a;m(A; = ; % [0,a;) ).
; i ( z) mn-i—l(LiJAz [O az))
Mp41(A; X[0,a:)) N —

g(f)

O

Yksinkertaisen funktion integraalin ominaisuuksia
Periaatteessa olemme valmiit méaritteleméaén jo yleisen funktion integraalin. Maltetaan kuitenkin

hetki ja tutkitaan yksinkertaista integraalia.
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Lause 3.17. Olkoon [ = Zle a; - XA, yksinkertainen. Talloin
k

I(f,E)=>_ am(AiNE).
i=1

Tod. Huomaa aluksi, etta yleisesti patee xaxrg = xang. Néin ollen ndemme fyg = Zle a; -
XA XE = Zle a; - XA,nE, joten suoraan mééritelmien mukaan pééttelemme I(f, E) = I(fxg) =
Sk am(A;NE). O

Seuraava tulos kertoo, ettd alkeellinen integraalimme on numeroituvan ”taysadditiivinen”. Se
seuraa suoraan edellisestd lauseesta ja itse mitan taysadditiivisuudesta (Lause 1.39).

Lause 3.18. Olkoot E;, j € N, mitallisia ja erillisia. Jos f € Y, niin
11U E) =D 1By,
JEN JEN
Tod. Olkoon funktiolla f esitys f = Zle a; XA, Lauseen 3.17 mukaan
k
I(f, U Ej) = Z:CLZTH(AZ N U Ej).
jEN i=1 jEN

Koska A; N ey £ = Ujen(4i N Ej), niin mitan taysadditiivisuus (Lause 1.39) sanoo m(A;NE) =
ZjeN m(A; N Ej), Vi=1,..., k. Téten pétee

I(f, U Ej> = zk:aizm(AiﬁEj)

jEN i=1 jeN

k
= ZZalm(AZ N E])

jEN i=1

(3.19) 2N E).

JEN

Huomautus 3.20. Selvisti I(f,0) = I(fxg) = 1(0) = 0, joten Lauseen 3.18 nojalla kuvaus
LebR" — [0, +o0], Ew~ I(f,E)
on mitta jokaisella (kiinteélld) f € Y.
Télla huomiolla on yleisen mitan konvergenssilauseen 1.65 nojalla valiton seuraus:
Korollari 3.21. Jos f € Y ja By C Es C --- ovat mitallisia, niin
)
16U B = fim 105,

Motivointia: Edellinen korollaari nayttelee tarkeaé osaa integrointiteorian tarkeimmén tulok-
sen, Monotonisen konvergenssilauseen, standarditodistuksessa.
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Lause 3.22. Olkoot f,g € Y, E mitallinen ja a > 0 vakio. Silloin
(i) f+9€Y jal(f+g,E)=1I(fE)+1(g,E);
(i) af €Y jaI(af,E)=al(f E).

Oikeastaan ndmé seuraavat suoraan integraalin méaritelmaésté, joka on muodostettu niin, ettd
integraali on lineaarinen karakterististen funktioiden suhteen. Todistus kéy silti kdsiteharjoituksesta.
Tod. Olkoon funktioilla esitykset f = Z?:l ajxa; ja g = Zle bixB,. Silloin yksinkertaisen funk-
tion integraalin maaritelmén nojalla summa f + g on selvésti yksinkertainen ja patee

K ¢
I(f+g,B) = I(D_ ajxa,+ Y bixs, E)
j=1 i=1

= I(aixa, + ... +arxa, +bixs, + ... +bixs,, E)

k V4
= Y aym(A;NE)+ > bim(B;NE)
j=1 i=1
(3.23) = I(f)+1(9).

(ii): af € Y selva.
a=0 = I(af,E)=0=dal(f, E).

Olkoon a > 0 ja funktion f esitys f = Zle a;xa,. Talloin af = Zle aa;x 4,, joten
k k
I(af,E) = Zaaim(Ai NE)= aZaim(Ai NE)=al(f E).
i=1 i=1
Monotonisuusominaisuuksia.
Lause 3.24. (1) E mitallinen ja f,g €Y, f<g (ts. f(x) <g(x)Vx) = I(f,E) <I(g,E);
(2) E C F mitallisia, f €Y = I(f,E) <I(f,F);
(3) feY, m(E)=0 = I(f,FE)=0.
Tod. (1): g=f+(9g— f), missi g— f >0jag— f €Y. Lause 3.22 =

1(g,E) 2 I(f,E)+ I(g— ,E) > I(f,E).

>0

ECcF = 0<xg<xrFr

= fxe<fxr (€Y)
fey

o I, B) = I(fxs) € I(fxe) = I(f, F).

(3): Jos f = Zle aix A, on jokin esitys, niin

N

k
I(f,B) =Y a;m(AiNE) =0, silli 4NECE jam(E)=0. O
= T
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Lisatieto. Olkoon (X,T', 1) mitta-avaruus. Funktio f: X — R on yksinkertainen, jos

k
f = Z ;X A;»
=1

missé ay,...,ar > 0,ja A; € 'i=1,...,k,. Silloin f:n integraali on

k
= Zaiu(A
=1

Luvun 3.1 ominaisuudet ovat voimassa!

3.25 Lebesguen integraali, tapaus f > 0

Lebesguen integraali méaritelladn ensin ei-negatiivisille funktioille. Koska mikéa tahansa funktio f
voidaan esittdd kahden ei-negatiivisen funktion erotuksena f(z) = f*(x) — f~ (), missa f*(z) :=
max{f(z),0} ja f~(x) := —min{f(z),0}, joten tdmaé ei lopulta ole suuri rajoitus; mutta siita lisda
myo6hemmin.

Nyt, vihdoin, teemme tasmalliseksi integrointi-prosessin idean. Matemaattisen formalismin
kannalta on tyylikkadmpéaa puhua yksinkertaisista funktioista, joten muotoilemme approksimoinnin
ja taten integraalin niiden avulla.

Seuraava tulos kertoo, ettd mika tahansa ei-negatiivinen mitallinen funktio on raja-arvo yksinker-
taisista funktioista. !

Lause 3.26. Olkoon f: R™ — R mitallinen ja f > 0. Téllgin on olemassa nouseva jono 1-kertaisia
funktioita f; €Y, f1 < fo <+, sce. f(z) =limj fj(z) Vo € R™.

Huomautuksia: Todistus on itse asiassa idioottimaisen suoraviivainen kunhan oppii nakemé&an
sen monien yksityiskohtien lapi. Opettele tekemaan niin. Lisdhuomautuksena, funktion f mitallisu-
udella ei ole muuta tarkoitusta kuin varmistaa, ettd muodostettavat yksinkertaiset funktiot f; ovat
myos mitallisia. Tama takaa, ettd voimme integroida approksimaatioita f;. Sama véite ja sama
todistus kuitenkin péatee, jos kaikki mitallisuudet unohdetaan.

Todistus. Idea tulee suoraan vaakapalkki-integroinnista: Ensimmaéinen askel on jakaa pystyak-
seli 1/27-pituisiin vileihin. Sen jilkeen muodostamme f:n ”graafin approksimaation” alkukuvien
f71j, +oo] mitallisten karakterististen funktioiden avulla. (Katso esipuheen selitykset ja kuvat.)

Yksityiskohdat: Maaritellidn approksimaatiot f;: R™ — R seuraavasti: Jaetaan [0,7) erillisiin
puoliavoimiin véleihin Iy, ..., Iy, joiden pituus on 1/27, t.s.

L=[(G—-1)27277), i=1,...,k=j2.

Maaritellaan

fi(z) =

{(i— 1279, kunz € f~1,  (eli (i —1)279 < f(x) < i279)
9y kun z € f71[j,+oo] (eli f(z) > j).

NTima on yksi kaikkein kdytannollisimmistd tavoista ajatella mitallisia funktioita. Useimmat tulokset integroin-
titeoriassa palautuvat sen avulla yksinkertaisiin ja sitd kautta karakteristisiin funktioihin. (Parhaana esimerkkina
Fubinin lause kurssin lopussa.)
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Strategia on siis valita approksimaation arvoksi fj(x) aina ”suurin jakoparametrin 1/ 27 monikerta
joka on pienempi kuin funktion arvo f(x)”. Lukuunottamatta pisteitd joissa f(z) = oo, tésta
seuraa, ettd pitee f;(z) < f(x) < fj(z) +1/27, ainakin kaikilla j > f(x). Téstd seuraa, ettd
fi(x) = f(x), kun j — oo kaikilla z. (Huomaa: jos f(z) = oo, niin f;(z) := j.)

Lisiiksi approksimaatiot ovat mitallisia, silld alkukuvat f~1(I;) ja f~![j, +oo] ovat mitallisia.
Konstruktio takaa myds, ettd f; saa adrellisen monta arvoa. Taten funktiot f; ovat yksinkertaisia.

Viimeiseksi, koska jakoparametriksi valittiin 1/27, niin jaot ovat ”tihenevid”. Talléin voi vaku-
uttua, ettd pétee voimassa monotonisuus f; < fj+1. (Pohdi ja piirrd kuva. Lisdile matemaattisia
yksityiskohtia jos mieli tekee. TArkeAmpi materiaali on konstruktion idea.) O

Tarina jatkuu. Lauseessa 3.26 rakennetut yksinkertaiset funktiot edustavat esipuheen ”vaaka-
palkkien perheitd”. Néin ollen niiden integraalit I(f;) ovat ala-approksimaatioita ”graafin alle
jaavan alueen alalle”. Approksimaatioiden nousevuudesta ja integraalin monotonisuudesta seuraa
(L. 3.24), ettd jono I(f;) on monotoninen. Siksi on olemassa raja-arvo lim;_,, I(f;), joka alarajana
funktion f mahdolliselle ”integraalille” (jota emme vield ole méaritelleet).

Mutta entd ylaraja? Riemann-integraali ja itse asiassa koko mittauksen filosofia opettaa meita
vaatimaan, ettd yla- ja ala-arviot yhtyvét. Vastaus on yksinkertaisuudessaan fantastinen: ne
yhtyvéat automaattisesti.

Yli- ja alasumman erotus
= "yhden palkin ala"

=(b-a)e
64

Sed

e

e

S

Selkeyden vuoksi rajoitumme perustelemaan véitteen tapauksessa, jossa funktio f : R — [0, 00)
on rajoitettu ja havida valin [a,b] ulkopuolella (Kuva). Kaikki tarpeellinen on jo esilld Lauseen
3.26 todistuksessa; erityisesti epiyhtélossi fj(z) < f(z) < fj(x) + 1/27, jonka voi nyt olettaa
pitevin kaikilla j (koska f on rajoitettu). Epayhtildstd seuraa, etti z — f;(z) + 1/27 X[a,p O
”dominoiva” yksinkertainen funktio joka on pisteittdin suurempi kuin funktio f(x). Siksi integraali
I(fj(x) +1/27x(a4) = 1(f;) 4+ (b—a)1/27 toimii ylirajana funktion f integraalille. Ja kun j — oo,
tdma ylaraja ldhestyy samaa raja-arvoa lim; o I(f;) kuin alarajat.

Paittelemme, ettd integraali [ f on mielekkadlld tavalla olemassa. Huomaa ettéd mitdén lisdoletuksia
ei tarvittu! Kaikki on piilotettu jo ”vaakapalkkimetodiin” ja mitallisen funktion maéritelm&an.
Teorian palaset loksahtelevat paikoilleen niin automaattisesti, ettd uskallamme toivoa voimakasta
lahestymistapaa integraaliin. Kohta ndemme, ettd kaytannon tulokset lunastavat lupaukset.

Matematiikka jatkuu.

Koska mitallisen funktion yla- ja alaintegraalit tdsméaavét automaattisesti, niin yleinen kaytanto
on maaritelld Lebesgue-integraali pelkkdind alaintegraalina:
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Miiritelméa 3.27. Olkoon f: R™ — R mitallinen ja f > 0. Silloin f:n (Lebesquen) integraali yli
R™:n on

/fzsup{f(tp): peY, p<f}

Jos E C R™ on mitallinen, niin f:n integraali yli F:n on

(3.28) /E £= [ i

Merkinnéista: Integraali on abstrakti konstruktio eiké ole kovin tarkkaa miten sitd merkitédan,
kunhan ei synny epéaselvyyksia. Kéaytosséd on seuraavia vaihtoehtoja:

/Ef—[Efdm—/Ef(w)dmm

Jos n =1 ja E = [a,b], niin merkitédén [, f = f;f = ff f(z)dx.

3.29 Integraali ”Pinta-alana”

Seuraava ndkokulma tarjoaa tehokkaita todistusmenetelmié seké luo valoa moneen integrointiteo-
rian tulokseen.

Lause 3.30. Olkoon f : R™ — [0, c0].
Madgritelliin joukko G(f) = {(z,y) € R* x [0,00) : 0 < y < f(z)} C R"L. Jos f on mitallinen
funktio, niin joukko G(f) on my.1-mitallinen joukko, ja pdtee

(3.31) [ £ =mua(@).

Todistus. Tarvitsemme vain kaksi ideaa: 1. Funktion approksimoiti nousevalla jonolla yksinker-
taisia funktioita (L. (3.26)), ja 2. Mitan konvergenssi.

Mitallisuus: Ensiksi valitsemme yksinkertaiset funktiot (o siten, ettd o * f. Téasta seuraa,
ettii graafijoukoille pitee G(f) = U, G(pr)*?. Tiéten, koska joukot G(py) ovat mitallisia, joukko
G(f) on mitallinen.

Identiteetti: Integraalin méaaritelméan ja Lemman 3.16 mukaan:

/f = sup{l(p):p €Y, p < f}

= supmut1(G(p))

e<f ~~

cG(f)
mn+1(G(f))-

Toisaalta, koska joukot G(yx) muodostavat kasvavan jonon ja G(f) = J, G(¢k), niin mitan konver-
genssin mukaan voimme jatkaa arviointia seuraavasti:

mn+1(G(f)) = lm mu1(G(er))

k—o00

(3.32)

IN

lim I(p)
k—ro0

(3.33) sup{I(g): p €Y, o < f} = / f. O

IN

Osoitamme viela tuloksen

PPperustelu: Jos y < f(x) = limp— o0 @r(z), niin on olemassa k € N jolla y < px ().
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Lemma 3.34. Joukolla G(f) :== {(z,y) € R* x [0,00) : 0 < y < f(x)} on sama mitta kuin sen
osajoukolla G(f) C G(f).

Nain ollen graafimittailuissa ei ole tarkkaa mita maaritelmas kayttas.

Tod. Tamé seuraa yksinkertaisesti siité, etté kaikilla a > 1 pétee G(f) C G(af) U ({0} x R)'3,
joten My 1(G(f)) < mpt1(aG(f)) +mur1({0} X R), ja my+1({0} x R) = 0. Joten antamalla o N\ 1
véite on perusteltu. ]

Seuraus: Koska funktion graafi {(x,y) € R" x [0,00) : y = f(z)} on tésmélleen erotus G(f) \
G(f), niin saamme helposti hyddyllisen tuloksen

(3.35) mn1({(z,y) € R" x[0,00) : y = f(2)}) = 0.

3.36 Integraalin perusominaisuudet.

Varmistamme, ettd uudella integraalilla on tietyt perusominaisuuden joita integraaleilta osaa odot-
taa.

Lause 3.37. Oletetaan, ettd esiintyvdt funktiot ovat sekd ei-negatiivisia ettd mitallisia ja esiintyvdt
joukot ovat mitallisia R™:n osajoukkoja.

(1) f<g = [pf < [p9 (Monotonisuus)
(2) ACB = [,f<[pf

(3) fl)=0Vz € E = [,f=0

(4) m(E)=0 = [pf=0

(5) 0<a<oo = [paf=afyf

Tod. (1): Jos f < g niin G(f) C G(g), joten Lause 3.30 ja mitan monotonisuus sanoo [ f =

mn41(G(f) < mni1(G(9)) = [ 9.
Vaihtoehtoinen todistus: Olkoon E=R", p €Y, p < f = ¢<g =

I(@)S/g%/fé/g-

E € LebR" = fxgp <gxp R":ssa g

[r=[res [oe=[o

(2): fxa < fxp ja (1) = viite.
(3): fxe=0 = [pf=1(0)=0.
(4): Olkoon ¢ €Y, ¢ < fxg. Koska p|R™\ E =0, niin ¢ = ¢xg, joten

3.24 (3 su
I(o) = I(o, B) “£¥ g :">/Ef=o.

13Joukko {0} x R huolehtii pisteisti, jossa f(x) = 0, jolloin ei pade af(z) > f(x).
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(5): Jos a = 0, niin molemmat puolet ovat nollia. Olkoon a >0, p €Y, ¢ < fxgp = ap <

afxe =
/af>[(ag0)3'22:iia :>/af>a/f

f= af:>/f/ afyial/af:»a/f>/af
0

Seuraava perusominaisuus on darimmaisen hyddyllinen. Liséksi sen todistus kayttda mittateo-
rialle ominaista arviointitekniikkaa (oikeastaan filosofiaa) joka tulee vastaan vield monta kertaa
muodossa tai toisessa.

Lause 3.38. Olkoon f: E — [0,00] mitallinen ja [ f < oc.
Silloin m(f (<)) = m({r € E : f(z) = oo}) = 0. (Sanotaan, etti f(x) < oo melkein kaikilla
x € E. Tasta lisad luvussa 4.12)

Todistus 1. Vastaoletus: joukko f~!(c0) ei ole nollamittainen. Nyt joukko f~!(oc0) x [0, M] C
Q(f) kaikilla M > 0, joten

(3.39) /E f = i1 (G(F)) = M (F1(00) x [0, M]) = ma(f " (c0))M (M > 0).

Koska integraali oletettiin darelliseksi taméa on ristiriita. O
Todistus 2. Merkitddn A = {z € E: f(x) = oo} (mitallinen joukko, silld f on mitallinen).

fle)>j YeeA j=1,2,... = jxa<fxe Vj
N /E f > I(xa) = jm(A) vy

J—00

1
ogm(A)gj/Ef—m = m(A) =0.

Lause 3.40. Olkoon f: E — [0, 00] mitallinen ja [, f = 0.
Silloin m(f~1(0,00]) = m({x € E: f(z) > 0}) = 0. (Eli f(z) =0 melkein kaikilla z € E.)

Todistus. Vastaoletus: joukko f~!(0,00] ei ole nollamittainen. Silloin 16ytyy k € N siten, ett#
m(f~1(1/k,o0]) > 0 (HT). Nyt f=(1/k, 00] x [0,1/k] C G(f) joten voimme arvioida

(3.41) /Ef = Mpt1(G(f)) > mns1(F1(1/k, o] x [0,1/k]) = mn(f‘l(l/k,w])% >0,

mika on ristiriita. O
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Yhteys Riemann-integraaliin. Olemmeko onnistuneet yleistaméaéan integraalin késitetta?
Jotta nain olisi, jokaisen Riemann-integroituva funktion pitéisi olla myos ” Lebesgue-integroituva”
eli mitallinen.

Lause 3.42. Olkoon E C R"™ rajoitettu (koska Riemann-integraali on mddritelty vain rajoittujen
joukkojen yli) ja f: E — R, f > 0. Jos f on Riemann-integroituva yli E:n, niin silloin f on
mitallinen (eli ”Lebesque-integroituva™) ja pdtee

(Riemann-integraali) (R)/ f:/ f (oik.puol. Lebesgue-integraali).
E E

Nain on esimerkikst aina, kun E on suljettu n-vdli ja f jatkuva.

Heuristinen perustelu: Yksi ainoa huomio riittda: Riemann-integraalia voi, méaaritelman
mukaan, approksimoida ylhaalta ja alhaalta askel-funktioiden integraaleilla. Askelfunktioilla tarkoita-
mme yksinkertaisia funktioita Zle a; - X4, joissa joukot A; ovat n-vdlejd. Esimerkiksi jokainen
Riemann-alasumma vastaa téllaisen (erittéin) yksinkertaisen funktion integraalia Méé&ritelmén 3.14
mielessd. Todistuksen "moraali” on, ettd jos kerran funktiota voi ”approksimoida askelfunk-
tioilla”, miké tarkoittaa Riemann-integroituvuutta, niin kylld sitd voi approksimoida yleisem-
millakin yksinkertaisilla funktioilla, mika tarkoittaa Lebesgue integroituvuutta.

Summa summarum: Riemann-integraali on Lebesguen erikoistapaus, koska Riemann-integraali
kédyttaa rajoitetumpaa kokoelmaa yksinkertaisia funktioita.

Vaihtoehtoinen nakokulma: Riemann-integraalissa tavoitteena on ”approksimoida graafin ja x-
akselin véliin jadvan alueen alaa/tilavuutta/mittaa ddarellisilla monikulmioilla”. Lebesgue-integraalissa
on tasmilleen sama tavoite, mutta sallitaan numeroituvat monikulmiot (tai n-vélien yhdisteet).

Lauseen 3.42 todistus Valitaan suljettu n-vili I D E. Koska méaéritelmén mukaan

(R)[Ef—(R)/IfXE ja [Ef—/fxE—/[fxE,

voidaan (korvaamalla f funktiolla fxg) olettaa, ettd E = I.

Koska f on Riemann-integroituva, niin kaikilla m € N on olemassa I'n jako D" = {Iy,..., I}
(" puoliavoimiin”) erillisiin osavéleihin siten, etté vastaavat yla- ja ala-summat ovat 1/m ”pééssé
toisistaan”:

(3.43) D Gil(l) =Y gil(L) < %

misséd G = sup,cy, f(x) ja g; = infeer, f(2).
Nyt oleellinen huomio: Yl&- ja ala-summat vastaavat yksinkertaisten funktioiden integraaleja:

gaw(m - /gc:ixh:/%

m
k k
(3.44) > gl(L) = /Zgixfi = /lbm-
i=1 =1
(4

Selviisti 1y, < f < ¢ kaikilla m. Téytyy siis piitet " [, < [ f < [ f < [ ¢m” kaikilla m, joten

arvion (3.43) mukaan [ f = [ f. Jos olisimme médéritelleen myds Lebesgue integroituvuuden yla-
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ja ala-integraaleilla, todistus olisi valmis. Virallisesti meidan pitda kuitenkin vield osoittaa, etté f
on mitallinen (eli Lebesgue-integroituva).

Sen voi tehdd vaikka nain: madritellaan funktiot g := sup,, ¥m < f ja G := inf,, ¢, > f.
My6hemmin ndhdéan, ettd funktion mitallisuus sdilyy raja-arvoissa (L. 4.13), joten g ja G ovat
mitallisia. Lisaksi on helppo nahda, etta

(3.45) [0 < fim_[(6n—bm) =0,
m—0o0
Lauseen 3.40 perusteella g = f = G melkein kaikkialla, eli m({z : f(z) # g(z)}) = 0. Téten
Lauseen 4.16 mukaan my6s f on mitallinen.
O
Olemme osoittaneet, ettda Lebesguen integraali on vdhintddn yhté yleinen kuin Riemann-integraali.
Itseasiassa, Lebesguen integraali on aidosti yleisempi kuin Riemann-integraali:

Esimerkki 3.46. Olkoon f = xqg, Q = rationaaliluvut. f yksinkertainen, silli f~1(1) = Q ja
F710) = R\ Q mitallisia.

/ f=m(ENQ) =0 V mitallisilla E C R.
E

Toisaalta f ei ole Riemann-integroituva minkaan vélin [a,b], a < b, yli: Olkoon D = {Iy,..., I}
vélin [a, b] jako osavéleihin. Jokainen I; siséltdé seké rationaali- ettd irrationaalilukuja

= mD:Zo.g([i):OjaMD:ZLE(IZ-):b—a.

Tama ei kuitenkaan tarkoita, ettd Riemann-integraali kidy hyodyttomaksi. Kaytannon laskut
hoidetaan useimmiten Analyysin Peruslauseella, joka ”virallisesti” on todistettu Riemann-integraalille.
Itseasiassa kyseisen peruslauseen luonne ja todistus ovat paremmin ”yhteensopivia” Riemann-
integraalin maaritelman kanssa. Joka tapauksessa meille on suurta hyotya kun meidan ei tarvitse
todistaa aikaisempien kurssien tuloksia uudestaan.
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4 Konvergenssilauseet

Lebesgue-integraali padsee oikeuksiinsa konvergenssilauseissa. Historiallisesti konvergenssikysymyk-
set olivat tarkeimpia motivaatioita uuden integrointiteorian muodostamiseksi. Klassisella integroin-
titeorialla nimittain oli ongelma: ”Se ei osannut todistaa jotakin mika oli totta”. Nolon ongelman
selkein ilmentymaé on laskevan funktiojonon integraalien raja-arvo.

Kuvittele, ettd meilld on jono Riemann-integroituvia positiivisia funktioita f, : [a,b] — [0, 00)
siten, ettd f1 > fo > f3 N\, 0 (pisteittdin). Silloin vastaavat Riemann integraalit (R) f; fn muo-
dostavat vahenevan jonon jolla on jokin raja-arvo. Kohtalokas kysymys kuuluu: Suppenevatko
integraalit nollaan?

(4.1) (R) lim b fo =07

n—o0 a

Katso kuvaa ja kuuntele mité intuitiosi sanoo.

Integraalit vastaavat varitettyjen alueiden aloja, jotka vahenevét ja vahenevat, lopulta selvasti
”tyhjenevét” kokonaan. Jokainen piste x-akselin ylédpuolella jaa lopulta laskevien graafien yllapuolelle.
Miten raja-arvo 4.1 voisi olla olematta nolla?

Kenties haluat yrittda vastaesimerkkia. K&y ilmi, ettd jokainen konkreettinen tapaus, jossa
osaat laskea integraalit f: fn, toteuttaa vaitteen (4.1).

Kaikki merkit siis viittaavat siihen, ettd lause on totta. Kuitenkin sen todistus on suhteettoman
monimutkainen [Todistus on kuitenkin mahdollinen, lopulta.] 4. Loogisesti timé ei tietenkiiin ole
tuomittavaa, mutta esteettisesti tilanne on katastrofi. Ja kauneusvirheet matematiikassa viittaavat
usein siihen, etta teoriassa on parannettavaa perustavalla tasolla.

Lebesgue-integraalille tulos ei tuota ongelmia. Oikeasta ndkokulmasta katsottuna se on jopa
triviaali — niinkuin intuition puolesta pitddkin! Lisdksi se pétee paljon yleisemmille (mitallisille)
funktioille, ja lopulta voimme jopa péa#stda irti monotonisuusvaatimuksesta. Silloin olemme as-
tuneet jo reippaasti intuitiomme ulkopuolelle ja moderni integrointiteoria viimeistddn perii kruu-
nunsa Riemann-integraalilta.

Ensimmaiseksi kohennamme perustietojamme luku- ja funktiojonoista.

4.2 Lukujonon limsup ja liminf

Monotoniset lukujonot ovat siitd mukavia, ettd niilli on aina raja-arvo (joka voi tulkintamme
mukaan olla +00). Yleiselld lukujonolla tdta ominaisuutta ei tietenkadén ole, mutta sen ominaisuuk-
sia voi silti tutkia erdiden siitd johdettujen monotonisten lukujonojen avulla.

“Jos oletat, etté funktiot f, ovat jatkuvia, niin voit kompaktisuusargumentein osoittaa, ettd suppeneminen on
tasaista. Talloin Riemann-integraalissakin saa vaihtaa rajank&ynnin ja integroinnin jarjestysta.
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Olkoon ay,az,... jono Rissd. Voimme muodostaa "yldarviojonon” by = sup,-j a;, ja "ala-
arviojonon” ¢, = inf;>j a;, jolloin pétee ¢, < ay < by, kaikilla k =1,2.. ..
Huomaamme, etta ndma apujonot ovat monotonisia:

by > by >+ > b > by
1 <cg < < < gt

>... ja
<

(sup / inf pienemmaésté joukosta)

Téten niilla on olemassa raja-arvot

B =limsupa; tai lima; 7yldraja-arvo” eli ”limes superior”
i—00 1—00

v =liminfa; tai lima; 7alaraja-arvo” eli "limes inferior”.
1—00 1—00

Nama rajat ovat niin hyodyllisia, ettd annamme niille nimen.

Maaritelma 4.3. Olkoon ay,as,... jono R:ssé.
limsupa; := lim (supa;) = inf (supa;) ,
i—>oop ‘ k%oo(izg Z) kEN(iEE l)
liminf a; := lim (inf a;) = sup(inf a;) .
isoo k—>oo(z'2k i) keg(zzk i)

Huomautus 4.4. (a;) jono Rissi = limsup; .. a; ja liminf; oo a; aina olemassa (€ R) ja
1-kasitteisia.

Esimerkki 4.5. (1) oo, —00,00,—00,...; by =00Vk, ¢ty =—-00Vk = =00, 7=—0
(2) 1,2,3,4,...; by=00Vk, cx=kVk = f=00=x

(3) 0,1,0,1,0,1,...; by=1Vk, cz=0¥k = f=1,7=0

(4) 0,—-1,0,-2,0,-3,...; bpy=0Vk, ¢y =—-00Vk = =0, v=—00.

Kuten olettaisi, seuraavat jarjestysrelaatiot ovat voimassa:
Lause 4.6. (i) liminf; , a; < limsup;_,, a;,
(i1) a; < M Yi>ip = limsup,;_ . a; < M,
(iii) a; > m Vi >i9 = liminf; o a; > m.
Todistus. Kaikki kohdat seuraavast siita, ettd vastaavat relaatiot patevéat ”jokaisella 7.
(i) ¢ =infi>pa; <supspa; = by = 7 = limi 00 ¢; < limy 00 b = 3,
(ii) b; = sup;>pa; < M Vi >ig = B =lim; 00 b; < M,
(iii) ¢ =infi>pa; > m Vi >idg = v =lim;,00 ¢; > m.

O
Sen lisaksi, ettd lukujonon lim sup ja liminf antavat yli- ja ala-arvioita, niiden avulla voi my0s
muotoilla erittdin kayttokelpoisen kriteerin raja-arvon olemassaololle.
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Lause 4.7 (Karakterisaatio Raja-arvon Olemassaololle). Olkoon (a;) jono R:ssi. Tdillgin
3 lim a; (€ R) <= liminfa; = limsupa; (€ R).
i—00 i—00 i—00
Tdssa tapauksessa

lim a; = liminfa; = limsupa; (Foo sallitaan).
i—00 i—00 =00

Todistuksen idea:

Oletetaan, ettd § = merk . Jokaisella k = 0,1,... patee ¢ < ap < bg. Toisaalta
jonot (cx) ja (bx) suppenevat kohti samaa arvoa v = /3. Jonolla (aj) ei ole muuta vaihtoehtoa kuin
supeta samaan arvoon o = v = 3. Yksityiskohtainen todistus jatetdan lukijalle. (Kannattaa jakaa
virallinen todistus tapauksiin o € R ja oo = +00)

Oletetaan, ettd da = lim; o a;. Jaectaan todistus ”&érelliseen ja ddrettomaan” tapauk-
seen.

(al) a € R: Raja-arvon méiritelmin mukaan kaikilla ¢ > 0 16ytyy N € N siten, ettd o — e <
ar < a+e¢e, kun kK > N. Téten edellisen Lauseen 4.6 nojalla patee a —e < v < g < a+e. Koska ¢
on mielivaltainen, niin taytyy olla v = a = j.

(a2) a = oo: Mééritelmén mukaan kaikilla M > 0 16ytyy N € N siten, ettd M < ag, kun k > N.
Siten myos M <~ < 3, ja koska M on mielivaltainen, niin co <~ < f.

(a3) Tapaus a = —oo todistetaan samoin.

Tulkinta: z < limsup; a; jos ja vain jos z < a; darettoman monella indeksilla i.

x < liminf; a; jos ja vain jos x < a; jostakin indeksistd ig ldhtien, eli kun ¢ > 4.

Perustelu: z < limsup, a; = inf;en (Suiji aj) Jos ja vain jos kaikilla ¢ € N pétee = < sup;>; a;.
Téama taas patee jos ja vain jos kaikilla ¢ € N 10ytyy j > ¢ siten etta < a;. Viimeinen ominaisuus
puolestaan pétee selvisti jos ja vain jos & < a; ddrettomén monella j (tee vaikka vastaoletus).

x < liminf; a; sup;ey (inszi aj) jos ja vain jos l0ytyy o siten ettd x < inf;>;; a;. Tamai taas
patee jos ja vain jos x < a; kaikilla j > 7o, mika oli osoitettava.

4.8 Joukkojonon limsup ja liminf

Myos joukkojonoille on hyodyllista maaritelld lim sup ja lim inf kasitteet.
Maaritelma 4.9. Olkoon Aq, As, As, ... jono joukkoja. Talloin

(4.10) limsup 4,, = ﬂ U Ap
n n>1k>n

(4.11) liminf A, = | J (1) 4
" n>1k>n

Aina pitee siséltyvyys liminf, A, C limsup, A4, (HT). Jos pétee yhtdsuuruus liminf, A, =
limsup,, A, niin silloin sanomme etta joukkojonolla on rajajoukko lim, .o, A, = liminf, A, =
lim sup,, 4,

Tulkinta: x € limsup,, A, jos ja vain jos z € A,, darettomdan monella indeksilli n.

x € liminf,, A, jos ja vain jos x € A, jostakin indeksistd ng ldhtien, eli kun n > nyg.

Perustelu: € (,,~; Up>n Ak jos ja vain jos kaikilla n € N pétee z € | J;~,, Ar. Tama taas pitee
jos ja vain jos kaikilla n € N 16ytyy k > n siten ettd x € Aj. Viimeinen ominaisuus puolestaan
pétee selvésti jos ja vain jos x € Ay ddrettomén monella k (tee vaikka vastaoletus).

z € U,>1 Ni>n Ak jos ja vain jos 16ytyy no siten ettd x € (>, Ar. Tamé taas pétee jos ja
vain jos x € Ay, kaikilla k > ng, miké oli osoitettava. -
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4.12 Rajafunktion mitallisuus

Riemann-integroituvilla funktioilla on myo6s luokkana erds hairitsevd ongelma: se ei ole ”sul-
jettu pisteittdisen suppenemisen suhteen”. Siis, jos f; on jono Riemann-integroituvia funktioita
siten, ettd Jlim;_,o fj(x) =: f(x) kaikilla z, niin raja-funktion f ei tarvitse olla endd Riemann-
integroituval®. Tam3 vihkiytyméttomille téssi vaiheessa kenties harmittomalta vaikuttava puute
estda hedelmaéllisen funktioavaruuksien teorian luomisen.

Lebesgue-integroituville, eli mitallisille, funktioilla vastaavaa ongelmaa ei esiinny, ja tdmén
todistuskin seuraa lyhyesti lahes maé&ritelmasta.

Lause 4.13. Olkoot fj: A — R, j € N, mitallisia. Silloin funktiot

sup fj, inf f;, limsup f;, liminf f;
JEN JeN j—o0 J—roo

ovat mitallisia. Jos on olemassa pisteittiainen raja-funktio f = lim;_, f;, niin f on mitallinen.

Huomautus 4.14. Yo. funktiot on siis mééritelty pisteittain. Esimerkiksi funktion sup;cy f; arvo
pisteessd x € A on sup,cy fj(7) € R.

Tod. Mielenkiintoisesti riittda todistaa vain supremumin sup;cy f; mitallisuus, silla sen jalkeen
muiden mitallisuudet seuraavat yksitellen huomioista

(4.15) inf f; = —sup(—f;) on mitallinen,
jEN ]eN
limsup f; = inf (Sup f]) on mitallinen
j—00 keN ">k

liminf f; = sup(inf f;) on mitallinen
e i keg(jzkf])

. o L. 4.7 .. -
Jos 3f = lim f;, niin lim f; "=" limsup f; on mitallinen.
Jj—+00 j—ro0 j—o0

Kéaytdmme Karakterisaatiota 2.2 ja tutkimme esimerkiksi puolivélien [—oo, a] alkukuvia

(sup ;) [ -o0,a] = {w € A+ sup f(x) < a}.
jeN jeN
Mutta, supjcy fj(7) < a, jos ja vain jos fj(z) < a kaikilla j, miké tarkoittaa, ettd z kuuluu
alkukuvaan fj_l[—oo,a] kaikilla j; eli z € [, fj_l[—oo,a]. Téten
i " |00, = 4_1[—00’@]7
(sup ;)" [~00,a] = (£
JEN .
J
on mitallinen, koska alkukuvat fj_l[—oo, a] ovat mitallisia kaikilla j. O
Analyysi on tdynnéd konstruktioita ja prosesseja jotka tuottavat funktioita/joukkoja "raja-
arvoina”. Usein kuitenkin joudumme hyvaksyméaan, ettd on olemassa muutamia ”poikkeuksel-
lisia” pisteitéd, joissa raja-arvo ei ole méaritelty tai joissa emme tunne sitd. Otamme kayttoon
uuden joustavan termin: Melkein kaikkialla (lyhyemmin m.k.) = lukuunottamatta 0-mittaista
joukkoa. (Samoin "melkein jokainen” (lyhyemmin m.j.)).
Esim.

'5Esimerkiksi, numeroi rationaaliluvut Q = {¢, : n € N}, aseta f; := X{qnin=1,...,;3- Lalléin f; — xq pisteittdin.

.....
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(a) m.j. reaaliluku on irrationaalinen, silld m(Q) = 0.

(b) eI 120 0 mk. x e R, silld m({0}) = 0.

On erityisen mukavaa, ettd funktion mitallisuus, ja sitd myo6td integroituvuus, ei riipu sen
arvoista aivan joka ikisessé pisteessd. Nain ollen voimme puhua myds sellaisten funktioiden mi-
tallisuudesta, jotka ovat maéariteltyja vain melkein kaikkialla.

Lause 4.16. (0-mittaiset joukot eivit vaikuta mitallisuuteen) Olkoot f,g: A — R. Oletetaan, etti
f on mitallinen ja g = f m.k. Silloin g on mitallinen.

Tod. Kirjoitetaan ensin g = (g — f) + f, jossa erotus g — f = 0 melkein kaikkialla. Koska
funktio f on mitallinen ja mitallisten summa on mitallinen, meidén riittaa osoittaa, ettd funktio
joka on nolla m.k. on mitallinen.

Oletetaan siis, ettd h = 0 melkein kaikkialla. Jos a > 0, niin alkukuva h™t[a,oc] = {z € A :
h(z) > a} on nollamittainen ja siten mitallinen. Jos taas a < 0, niin h~'[a, co] on mitallinen, koska
sen komplementti h~1[—00, a) on nollamittainen. O

Raja-funktionkin tarvitsee olla olemassa vain melkein kaikkialla ollakseen mitallinen [Tamé&
tulkitaan tarvittaessa niin, ettd pisteissd joissa raja-arvo ei ole olemassa, arvot f(xz) méadrataan
mielivaltaisesti, esim nollaksi; valinta ei vaikuta mitallisuuteen].

Lause 4.17. Olkoot f;: A — R, j € N, mitallisia ja fi = f m.k. = f mitallinen.

Tod. Ideana on kiyttaa tietoa, ettéd lim sup on olemassa my0s niissé pisteissd misséa raja-arvo ei
ole: Funktio limsup,_, ., f; on mitallinen (L. 4.13), ja niissé pisteissd missd raja-arvo on olemassa,
eli m.k., pétee limsup;_,, f; = f(x). Niin ollen edellisen lauseen mukaan my6s f on mitallinen. [

Esimerkki 4.18. Olet. f: R — R ja 3f'(z) Vz € R.
Vaite: f’ on mitallinen.
Tod. Merkitaan

flz+1/n) - f(z)

P . . ! _ .
gn(x) = Un ,Jolloin  fi(z) = lim_ gy ().
3 f'(z) Vx € R = f jatkuva ja siis mitallinen = ¢, mitallinen (L. 2.11) e f mitallinen.

O
Lisatieto I Littlewoodin kolme periaatetta (Kts. esim. Royden):

(I) Jokainen mitallinen joukko A C R"™, jolle m(A) < oo, on "melkein” &érellinen yhdiste F' =
UjLy Ij, missé Ih, ..., I, ovat n-vileji: Ve >0 3 F' = JJL, [; C A s.e. m(AAF) < ¢, missé
AAF = (A\ F)U(F\ A) ("symmetrinen erotus”).

(IT) Jokainen mitallinen kuvaus on "melkein jatkuva”: Lusinin lause (Reaalianalyysi I): Jos A C
R™ on rajoitettu, f: A — R on mitallinen ja ¢ > 0, niin 3 kompakti C C A s.e. m(A\C) <e
ja f|C on jatkuva.

(III) Jokainen suppeneva jono mitallisia funktioita fj: A — R on ”"melkein tasaisesti suppeneva’:
Egorovin lause (Reaalianalyysi I): Jos A C R", m(A) < oo, fj: A — R ovat mitallisia ja
fi = f+ A —= R mk. Silloin Ve > 0 3 kompakti C C A s.e. m(A\C) < ¢ ja f;|C = f|C
tasaisesti (t.s. sup,co|fij(z) — f(2)] Jjo 0).
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Lisatieto IT Olkoon (€, T, ) tn-avaruus. Kurssilla TN I (tai TN-teoria) sanotaan, etté funktio
X: Q — R on satunnaismuuttuja, jos

{we: X(w)<z}=X"1(-00,2] €T kaikillaz € R

Voidaan osoittaa: Lause 2.2 patee myo0s niille, ja

X:Q — R satunnaismuuttuja <= X D['-mitallinen funktio Q2 — R.

4.19 Monotonisen Konvergenssin Lause.

On aika esitelld lause joka toimi historiallisesti suurena motivaationa modernille integrointiteori-
alle. Monotonisen konvergenssin lause ja sen serkut Fatoun Lemma ja Dominoidun konvergenssin
lause tekevat Lebesgue-integraalista ylistetyn yhteensopivan raja-arvoprosessien kanssa. Monille
analyysin aloille se on elinehto.

Lause 4.20. (MKL) Olkoot f;j: E — R mitallisia siten, etti

0<fi<fo< - <fi<fir1<on

Talloin
lim / fj:/ lim f;  (voi olla +00).
J—00 E E J]—00
Huomaa, ettd funktiojono on monotoninen, joten raja-arvo-funktio f := lim;_, f; on ole-

massa, ja se on, Lauseen 4.13 mukaan, automaattisesti mitallinen. Téaten viitteessd esiintyvéa
integraali [, lim; o f; on ylipddtadn mésritelty.

Motivoiva esimerkki. Aina ei saa vaihtaa operaatioiden [ ja lim jarjestystd: jos esimerkiki
fi = X(j,00)> niin silloin [ f; = oo kaikilla j, mutta toisaalta lim; o f;(x) = 0 kaikilla z, joten

(4.21) hm/ﬁ:w>0:/g&ﬁ

Jj—o0
Huomaa kuitenkin, etté jono (f;) ei ole nouseva.

MKL:n Todistus graafien avulla. Idea: Lauseen 3.30 mukaan integraali on graafin alle
jaavan alueen mitta. Téastd ndkokulmasta MKL on vain Lebesguen myy1-mitan konvergenssin
ertkoistapaus.

Kéaannetain MKL:n viite ”graafien mittojen kielelle”, jolloin se sanoo

. ?
(122 T a1 (G0) £ o (G06)),
missé f := lim; f; ja esimerkiksi G(f) tarkoittaa mitallista joukkoa {(z,y) € R" x [0,00) : 0 <y <
f(z)} (katso L. 3.30).
Koska f; < fj41, niin G(f;) C G(fj4+1), joten "graafijono” G(f;) on kasvava. Téaten mitan
konvergenssin (L. 1.65) nojalla pétee

(4.23) Jlim ma1(G(f)) = masa (JG(5)).
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Mutta nyt joukko [J; G(f;) on tdsmaélleen joukko G(f )16, Tamai todistaa yhtilon (4.22) pitivyyden.
[

Kunnioittaaksemme matematiikan traditionaalisia ldhestymistapoja esitdmme kiinnostuneille
my0s todistuksen joka kayttdd integraalin méaéritelmia ja yksinkertaisia funktioita. Se on aavis-
tuksen helpompi yleistad abstraktiin integrointiteoriaan, mutta se ei tarjoa niin selkedd intuitiota
MKL:n perusteisiin.

MKL:n ”standardi” todistus.!” Triviaali suunta ”<”. Ensinnikin voimme olettaa ettd
E =R" (muutoin korvataan f;, f funktioilla fijxg, fxe (huom. fixg  fxE))-

On korostettava, etta suunta ”<” on triviaali: koska f; < f kaikilla j = 1,2,..., pétee

[r<[r =12

Téten patee myos limj_,o [ f; < [ f.

Epétriviaali suunta ”>": Ensimmaéinen askel:  ”Skaalaus”: Riittda osoittaa, ettd epayhtilo
limj oo [ fj > b [ f pétee kaikilla 0 < b < 1. (Voimme siis hieman helpottaa tehtdvidmme ja
”laskea rajafunktion f graafia”.)

Toinen askel: Integraalin mdadritelmd. Lebesgue integraalin maaritelmén mukaan riittasd osoit-

taa, etta
'lim/ijb/(p,
j—o0

kaikilla yksinkertaisilla ¢ < f.

Kolmas askel: Graafien kirjanpito. Joten olkoon ¢ mielivaltainen. Merkitaan

Er={z €R": fp(z) > bp(z)} = {z € R": (fr — by)(z) >0} (mitallinen joukko).

Koska fr < frr1,k = 1,2,... patee sisaltyvyys Ey C Figi1,,k = 1,2,.... Ja nyt seuraa tarkea
huomio: jokaisella x € R™ 16ytyy k, siten, ettd fi, (z) > bp(x). Perustelu: jos f(x) = 0, niin myos
o(x) = 0; jos taas f(x) > 0, niin véite seuraa tiedosta lim;j .o f;j(z) > bp(x). Huomio voidaan
ilmaista joukkojen kielella seuraavasti:

.
k=1

(Tam& on matemaattinen ilmaisu ajatukselle ”joka pisteessd funktioiden fj graafit kipuavat en-
nemmin tai myohemmin rajagraafin by ylédpuolelle”.)

Voimme nyt tehda sarjan alkeellisia arviointeja: Joukon Ej maaritelmasta seuraa, etta fixg, >
boxE,. Joten integroitaessa yli joukon Ej, on voimassa lupaava epayhtélo || B, k>0 B, ¥ Yhdis-
tetdén se triviaalin arvioon lim; e [gn fj = [ 5, i jolloin saamme

(4.24) lim fi> b/ o, (E=1,2,...).
Rn By

Jj—00

Vasen puoli on kiinnitetty luku (ei riipu k:sta), kun taas oikean puolen integraalit suppenevat
(monotonisuuden nojalla) raja-arvoonsa blimy_,« [ B, P kun padstamme k — oo. Nain ollen

'Kuten kerran aikaisemmin: jos y < f(z) = lim; f;(z), niin y < f;(z) jollakin j.
"T4m4 todistus on vapaaehtoista kurssimateriaalia.



70 Mitta ja integraali

epayhtalo (4.24) siilyy myos rajalla ja pétee

lim fj = b lim p.

j—oo Jrn k—o00 Ey,
Viimeinen askel: Integraali mittana. Todistus on valmis jos limg_ye [ B, Y = [ ¢. Itse asiassa
olemme jo todistaneet tdmén kriittisen viimeisen askeleen Korollaarissa 3.21)! Yhteenveto: kaikilla
0 < b < 1 ja kaikilla yksinkertaisilla ¢ < f pétee

lim f> b/gp.
k—o0 Ej
O

Huomautus 4.25. Todistuksen viimeinen askel on tarkein. Muut askeleet ovat teknisesti suh-
teellisen alkeellisia. (Ei ehké ensikertalaiselle, mutta on hyvéd harjoitusta opetella erottamaan
kriittiset elementit tusinayksityiskohdista.)

MKL saa siis voimansa Korollaarista 3.21. Korollaari puolestaan johdetaan suoraan mitta-
teorian perusteista, nimittdin mitan konvergenssi Lauseesta 1.65. Mitan konvergenssi puolestaan
seuraa suoraan abstraktin mitan aksioomista. (Itseasiassa mitan konvergenssia kannattaa ajatella
aksioomana joka on ekvivalentti numeroituvan tdysadditiivisuuden kanssa.) Tamé& pieni salapoli-
isity6 paljastaa, miten mittateorian tarkein aksiooma, numeroituva additiivisuus, on suoraan vas-
tuussa integrointiteorian tarkeimmasta lauseesta, MKL:sta. Kaikkein selkeimmin yhteys nakyy
tietenkin graafi-todistuksessa.

Esimerkki 4.26. (Loppukoe menneiltd vuosilta) Laske raja-arvo

0 e—a:t

dt.

lim —

Ratk. Analyysi I = riittda tutkia raja-arvoa

[e%] ef:vnt
lim / L
n—oo Jy 1 + 12

kaikilla jonoilla (z,,), s.e. &y, > Zp41 > 0 ja x, N\, 0. Merkitddn

e—xnt

te0,00)jan=1,2,...

Tp > xpy1 >0jat€[0,00) = e ™t < ettt

efmnt efzn_;_lt

= 0< fult) = T < e = fn+1(t)
eli (f,) kasvava jono. Lisdksi
—zpt 0
fa(t) = f+t2 e 16_H2 = 1+1t2 vV t € [0,00).
MKL =
. o < < 1 (x) .. |
T}Ln;o ; fn(t)dt:/o nl;n;ofn(t)dt:/() mdt:jlggo ; mdt

32 lim /é arctant = lim (arctan j — arctan0) = /2.
j—o0 j—o0
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(*)m perustelu: MKL sovellettuna kasvavaan jonoon (g;),

X[0,j](t)
gj(t) = 1[0—|]-]t2 .

(Huom. Lauseessa 3.42 oletettiin, ettd E on rajoitettu.)
Seuraava perusominaisuus lienee tuttu Riemann-integroinnista:

Lause 4.27. Olkoon E C R™ mitallinen ja fi1,..., fi: E — R mitallisia s.e. f; = 0. Silloin

K k
/E;fk:;/Efk.

Tod. Voi olettaa: E = R™ ja k = 2 (yleinen k induktiolla). Approksimointilause 3.26 = 3
kasvavat jonot (¢;), (j) 1-kertaisia funktioita s.e.

(pj/‘fl ja ¢jff2, kun j — oo.
3.22 = I(pj +v5) = 1(pj) + 1(¢5)
MKL =  I(pj))= [@; = [ fi ja I(¥;) = [ fo

> [+ = [+ [

samoin ; +1; ' fi + fo ja MKL =

I(pj + 1) = [(fL + f2)

O
Kuten tyypillista, Lebesgue-integroinnissa patee vastaava tulos myos numeroituvalle summalle:

Lause 4.28 (Beppo Levin lause). Olkoon E C R"™ mitallinen ja fj: E — R mitallisia s.e. fi > 0.

Talloin
J0 -3 > [

JjEN

Toisin sanoen, positiwvitermisen sarjan saa integroida termeittain.

Tod. Merkitdén uy = Z?:l f;- Silloin

0<u; <ug < ja uk%if]mgku
j=1
MKL ja L. 4.27 =
k o)
/u—/Ekli}n;Ouk = klin;o Euk4§7kh_>n;o;/Efj:;/Efj.

O
Olemme aikaisemmin osoittaneet, etta yksinkertaisen funktion integraali joukkofunktiona maéarittelee
mitan (Korollaari 3.21). Vastaava tulos pétee yleisen mitallisen funktion integraalille.
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Lause 4.29 (Integraali mittana). Olkoon f: R™ — R mitallinen, f > 0. Silloin kuvaus
LebR"™ — [0, +o0], Er—>/ f
E

on mitta. Toisin sanoen, se toteuttaa mitan aksioomat (Mdadritelmd 1.53):

(i
Af=m

(i1) ja jos Ej C R™ ovat mitallisia ja erillisid, niin

/Ljy;lEjf:i/fajf'

Tiedosta, ettd integraali mdaarittelee mitan, seuraa perustulokset

(11i) Ey C Ey C --- C R™ mitallisia =

/ f= lim f,
Uiz, Ej J=roo

=1
ja

(iv) R" D Ey D Ey D -+ mitallisia ja [ f<oo =

/ f = lim f,
n;?il j—o0

Tod. Kohta (i) seuraa integraalin perusominaisuuksista (Lause 3.37 (4)). Kohta (ii) jatetaan
harjoitustehtaviksi (Voit esimerkiksi tulkita integraalin ” graafi-mittana” jolloin véite seuraa mitan
taysadditiivisuudesta.). Kohdat (iii) ja (iv) seuraavat heti yleisen mitan konvergenssilauseista 1.65
ja 1.66. ]

Seuraavat pari peruspaatelmad osoittautuvat hyodyllisiksi moneen otteeseen. Ensimméainen ko-
hta korostaa, etté integroinnin kannalta ” funktioiden arvoilla on merkitysta vain melkein kaikkialla” .
Tama tarjoaa aivan uuden, voimakkaan, ndkokulman itse funktioihin, missé kiinnitetdan huomiota
”keskiméaaraiseen kayttaytymiseen”. Moniin kdyttotarkoituksiin funktioita ei ole pakko edes méaaritella
joka pisteessa. Téasta lisaa kurssilla Reaalianalyysi I. Toinen kohta korostaa periaatetta, ettd inte-
graaleista voi vetda integroitavia funktioita koskevia johtopaatoksia vain melkein kaikkialla.

Lause 4.30. (i) Olkoot f,g: E — R mitallisia ja f >0, g > 0. Jos f = g m.k. E:ssd, niin

o= s

Erityisesti: f > 0 mitallinen ja mdaritelty m.k. E:ssd = fE f hyvin mdaritelty.

(ii) Olkoon f: E — R mitallinen, f > 0. Jos Jz f =0, niin f =0 m.k. E:ssd.
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Tod. (i): Merkitdan A = {x € E: f(z) # g(z)}. Oletus = m(A
% “9/ ol /E\Ag*/g—/

(ii): Vastaoletus: m({z € E: f(z) > 0}) >0. HT 5/4 = 37 >0s.e.
m({z € E: f(z) >r}) >0
merk. =A
(k)
= A)>0. RR O
:>/f> f>r/AXA rm(A) > RR
(x): ACE, (%) : fxa > XA

Lisatieto: Olkoon (X,F,u) mitta-avaruus, f I-mitallinen funktio X — [0, c0]. Mé&aritelldén
f:n integraali

/ f=sup{l(¢): ¢: X = R 1-kert., o < f},
X

/Ef:/XfXE, kun E € T.

Luvun 3.25 tulokset (paitsi Lause 3.42 (Riemann-int.)) voimassa. Todistuksissa korvataan R™ X:114
ja LebR™ g-algebralla I' C P(X). Usein oletetaan, ettd X:114 on ns. g-dérellinen mitta, ts.

o0
X = U Q;, missd Q; €T, p(;) < oo.
=1
MKTL:n heikkous on ennen kaikkea sen rajoittuneisuus monotonisiin funktiojonoihin. Ensimmaéinen
askel yleisempédan suuntaan on seuraava térked epayhtalo.

Lause 4.31. (Fatoun lemma). Olkoon funktiot f;: E — R mitallisia ja fi =20V 5 €N. Silloin

j—)OO

(4.32) / liminf f; < hmmf/ [ (voi olla + o).
E

Esitdmme kaksi todistusta. ”Graafitodistus” valaisee tuloksen ydinta intuitiivisemmin. Liséksi
se korostaa, kuten MKL:n todistuksessa, mitan konvergenssin roolia. Jalkimmaéinen integraalitodis-
tus puolestaan tarjoaa tekniikkaharjoitusta MKL:n soveltamiseen.

Todistus graafien avulla. Lauseen 3.30 mukaan véitteen voi tulkita seuraavasti (vrt. MKL:n
todistus):

(4.33) s (GQimint ) < limint o1 (G(S))

On helppoa tarkistaa sisiltyvyys G(liminf;_, f;) C liminf;_,oo G(f;)'®, missé joukkojonon lim inf
madritellddn kaavalla (J;51 ;>; G(fi). Tdten voimme arvioida vasenta yhtélon puolta ylospain

(4.34) M1 (G(Uminf f5)) < mp g (liminf G(f;)).

Téamén jalkeen epayhtilo (4.33) on erikoistapaus seuraavasta (puhtaasti mittateoreettisesta)
perustuloksesta valinnoilla A,, := G(fy). O

¥Jos y < liminf; f;(z), niin y < f;(z) jostakin jo ldhtien, eli y € Nisj, 9(fi)-
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Lemma 4.35. Olkoon (A,) jono mitallisia joukkoja. Tdlloin pdtee

(4.36) m(liminf 4,) < liminf m(A,).
n—o0 n—oo

Todistus. Kéytdmme vain liminf:n mééritelméé, mitan konvergenssia (L. 1.65) ja monoton-

isuutta:
(UN4) = Jimm(() 4)
n>1k>n k>n
. < Tim

(4.37) <l inf m(Ay),
missé viimeinen arvio nojaa yksinkertaiseen huomioon m( Ni>n Ag) <m(Ay) kaikilla ¢ > n. O

Standarditodistus MKL:n avulla. Taménkin idea on suoraviivainen. Meidéan riittaa kir-
joittaa auki méaritelmia ja kdyttad MKL:&A.

Maéritelman mukaan liminf; f; := lim;_, infz>; fr. Sen jalkeen riittdd huomata, ettd jono
(infg>; fx); on nouseva, ei-negatiivinen (mitallinen) funktiojono. Téten voimme soveltaa Mono-
tonista konvergenssia

/ lim inf f; MEL lim inf fr.
E

Jj—oo k>j j—oo Jpk>j

Nyt viite (4.59) saa muodon
li f o<l f .
i, [ ot o< Jim ot | 5

Riittaa siis osoittaa fE infr>; fr < infi>; fE fi kaikilla j = 1,2,...19. Huomaamme, etts koska

infy>; fi < f; kaikilla ¢ > j, pitee myos fE infg>; fir < fE fi kaikilla ¢ > j. Ottamalla infimum yli
kaikkien ¢ > j, saamme halutun arvion

/1nffk<§1>1§/ fi-

Esimerkki 4.38 (Kaksi periaatetta aitoon ep#yhtdloon). Tietyssd mielessd on olemassa vain
kaksi perusmekanismia, jotka saavat aikaan aidon epdyhtédlon Fatoun lemmassa. Ensimméinen
on, valjasti ilmaistuna, ”massan karkaus &darettomyyteen”. Tama voi tapahtua puolestaan
oleellisesti vain kolmella eri tavalla.

O]

(1) Olkoon f; = x(; j+1)- Néin valituille funktioille pétee
lim fj(z) =0V 2 €R = liminf f; =0
j—oo

j—oo
/fj m([j,j+1])=1—1 kun j — o0
Fatou patee muodossa 0 < 1. Téssa tilanteessa ”"massa karkaa kaukaisuuteen”.
(2) Olkoon fj = jx(0,1/5)- Néin valituille funktioille péitee
lim fj(z)=0V2zeR = lijrgiorolffj:()

j—o0
/fg:lvj-
R

Fatou pétee muodossa 0 < 1. Téssa tilanteessa ”"massa karkaa korkealle”.

19T4mé on intuitiivisesti varsin selvdd kun sitd hetken meditoi.
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(3) Olkoon f; := %X(D,j]- Kuten edelld, Fatou pétee nyt muodossa 0 < 1. Téassa massa karkaa

jalleen horisontaaliin darettomyyteen mutta hieman eri tavalla kuin ensimmaéisessé esimerkissa.

Toinen perusmekanismi on ”funktiojonon loputon heilahtelu” (ndin kdy aina jos raja-
arvo lim; f; ei ole olemassa): Olkoon E mitallinen joukko siten, ettd m(E) > 0 ja m(E¢) > 0.
Madritellaan nyt funktiot f; = x g, kun j on parillinen, ja f; = xge, kun j on pariton. On helppoa
tarkistaa, ettd nailla oletuksilla Fatoussa esiintyy aito epayhtald 70 < min{m(E), m(E°)}”.

Viimeiseksi korostamme, ettd funktioiden positiivisuusoletusta ei voi jattaa kokonaan pois
(mydhemmin tosin lievennédmme sité):

(4) Olkoon f; = —jX (0,1 (eli esimerkin 1. funktiot miinusmerkeilld). Nyt Fatou ei pide koska

/Rsz—lvj-

Yleisemmin, mité tahansa ei-negatiivista funktiojonoa (f;), joka tuottaa aidon epéyhtélon Fatoun
lemmassa, voidaan kéyttaa rakentamaan ei-positiivinen funktiojono, (—f;), jolla ”Fatoun epéyhtalo
el pade”.

4.39 Lebesguen integraali: vaihtuvamerkkiset funktiot

Riemann-integraalin maaritelmé patee saman tien funktioille, jotka saavat seké positiivisia, etté
negatiivisia arvoja. Lebesgue-integraali sitd vastoin madritellddn ensin vain ei-negatiivisille funk-
tioille. On aika korjata tilanne.

Meilla ei ole paljon vaihtoehtoja miten edetd. Ensinnékin, kuvittele ettd mitallinen funktio
f on negatiivinen. Silloin on tdysin luontevaa vaatia/mééritelld, ettd sen integraali on — [ —f.
(Koska —f > 0, integraali on jo médritelty.) ”Osaamme” siis integroita seki positiivisia, ettd
negatiivisia funktioita. Mutta mika tahansa funktio f voidaan helposti esittdd summana naistd
kahdesta funktiotyypista: Olkoon f: F — R mitallinen, E C R™. Merkitién

JH(@) = max{f(2),0) (=
(@) = —min{f(),0} (= 5(Ifl - f) misallinen)

(|f]+ f) mitallinen)

DN |

Talléin

ff@) >0,  f(z)>0

f@)=f"@) = (@), |f@)=f"@)+f ()

(Huom. ylld ei synny tapausta oo — oo, silld aina joko f*(z) =0 tai f~(x) =0.)
Nyt siis positiivisten funktioiden f ja f~ integraalit

/Ef+ ja /Ef—,

ovat madariteltyjd. Néin ollen on mita luontevinta yrittda mddritelld funktion f integraali kyseisten
integraalien erotuksena. Téssd on vain yksi ongelma: Tuloksena voi olla huonosti maéariteltyja
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ddrettomyyksid: esimerkiksi, jos f = X(_c0,0) = X[0,00), Diin emme voi madritelld integraalia [r

periaatteella
/X(oo,o) - /X[O,oo) =00 — 00 =777

Tallaisten tapausten valttamiseksi paatammekin yksinkertaisesti keskittya darellisiin tapauksiin:

Miiritelmé 4.40. Funktio f: E — R on integroituva E:ssé (tai lyh. integroituva), jos f mitalli-
nen ja jos fE ft<ooja fE f~ < oo. Talloin f:n integraali yli £:n on

/Efz/Eﬁ—/Ef— (€R).

Lisétieto: Joskus integraali maéritelldén silloinkin kun vain toinen integraaleista || B It gl
on aédrellinen (jolloin edelleen viltetddn tilanne oo — co). Miksi me siis rajoitumme pienempain
kokoelmaan? Vastaus: Haluamme, ettd integroituvien funktioiden summa on integroituva (Lause
4.49 (i)), jolloin integroituvien funktioiden joukko muodostaa normiavaruuden (normina [,|f]).
Téasta padstadn funktioavaruuksien teoriaan misté lisdd muilla kursseilla.

Integroituvuudella on seuraava vaihtoehtoinen karakterisaatio. Lisédksi integraalia voi arvioida
siirtamalla itseisarvot integraalin sisélle.

Lause 4.41. Olkoon f: E — R mitallinen. Funktio f on integroituva E:ssd jos ja vain jos sen
itseisarvon | f| integraali on ddrellinen:
/\f| < 0.
E

\/Ef\sfbjf\-

Tod. Meidén tarvitsee vain muistaa esitys |f| = f* + f~, missd f* ja f~ ovat positiivisia
funktioita. Téten, positiivisen integraalin additiivisuuden mukaan (L. 4.27), itseisarvon integraali

(4.42) /E\fl =/Ef++/Ef

on #arellinen jos ja vain jos integraalit f B fTja f g [~ ovat airellisid, mikéa tarkoittaa funktion f
integroituvuutta méaritelman mukaan.

Lisaksi:
L[] !/f*M/ =
“7/(f++f /m =

Huomautus 4.43. f integroituva E:ssé R |f(z)| < comk. z € E.

Lisdksi patee arvio

=

Lause 4.44. (Majoranttiperiaate) Jos f: E — R on mitallinen, |f| < g ja g integroituva E :ssd,
niin silloin f on integroituva E:ssd.
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/Elflé/Eg<oo O

Huomautus 4.45. Riittaa, ettd |f| < g m.k. E:ssi, eli

m({z € B: |f(z)| > g(x)}) =0, jolloin / 1l = /E i+ / 1f] < .

=A

<oo *0

Lause 4.46. Jos f: E — R mitallinen ja Riemann-integroituva, niin silloin f on Lebesgue-

integroituva E:ssd ja
[r=m 1.
E E

Tod.
+_ 1 -1 o o
= i(m + f), = §(|f] — f) Riem.-integroituvia
34 fT ja fT Leb.-integroituvia ja Riem./Leb.-integraalit samat
= [r= [ r=m ) e /f ®) [ s O
E E E E E
Esimerkki 4.47. Olkoon E = [1,00), f: E = R, f(z) =2 ?sinz. f jatkuva = f mitallinen.
F@l<a” = g)
4.44

g integroituva F:ssié = f integroituva F:ssi.

, kuinl1 <2<y
Huom. g integroituva, koska MKL sovellettuna kasvavaan jonoon (g;), gj(z) = {g(x) kun - SU =7
, un x > j,

J
= / MEL i gj 2 fim z2dx = — lim /] =lim(1-1/5) =1

j—00 Jj—oo J1 j—00 j—00

Esimerkki 4.48 (Epéioleellinen Riemann vs Lebesgue). Olkoon E = [1,00), f: E = R, f(x) =

zlsinz. f jatkuva = f mitallinen.

Viite: f ei ole Leb.-integroituva F:ss.

T 2 DT |sin g T 2 1
fn=[n+3 iz [11+2Y A =
/EH 1‘| kz:lim |z| 1|| szlk+1

harm. sarja

(k+1)7 |3 1 (k+1)m ks 1 T
/ Jsinz| dx > / |sin 2| dz’ fsoll / |sin z| dx .
kr || (k+ D7 Jir (k+1)m Jo

—_———
=2

silla

Siis f ei ole integroituva FE:ssa.
Kuitenkin 3 epéoleellinen (Riemann-)integraali

¢sinx

lim dz .
c—oo [y €T

=I(c)
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Tod.
. -1 .
Tsinx < B+ gin g
I(nm) = dx + E dzx,
T T
1 k=1 km
vuorotteleva sarja
missa

k+1)m
‘/ Smxd:ﬂ‘\,@,kunk%oo.
k

- X

Leibnitzin lause (Diff I) = sarja

i /(k+1)7r sin "

T
=1 km
suppenee, ts.
. k.
3 lim I(n7) "= a.
n—oo

Jos ¢ > m, niin ¢ € [nm, (n + 1)7) jollakin n € N, jolloin

¢ sinx €1 1
/ d:r’ < / —dr < —
e T e VT n

= I(c) > a, kunc— o00.

1(c) — I(nm)| =

Siis: Funktion epdoleellinen (Riemann-)integraali voi olla olemassa (eli supeta), vaikkei funk-
tio olisi Lebesgue-integroituva. Lebesgue-integroituvuuteen vaaditaan itseinen suppeneminen. FEi
kuitenkaan pidd mieltad, ettd epéaoleellinen Riemann-integraali on tdméan ilmion vuoksi jossain
syvallisessé mielesséd yleisempi. Voisimme aivan hyvin méaritelld myos ”epéoleellisen Lebesgue-
integraalin”, joka olisi yleistys vastaavasta Riemann-versiosta. Mutta, kuten mainittu, on hyodyllisempaa
madritella integroituvuus niin etta integroituvat funktiot muodostavan normiavaruuden. Epéoleellisesti
integroituvilla funktioilla ei ole téta tarkedd ominaisuutta.

Lause 4.49. Olkoon E C R™ mitallinen, f,g: E — R integroituvia E:ssi ja A € R. Silloin
(i) f+ g integroituva E:ssd ja fE(f +g) = fEf + ng;
(i) Nf integroituva E:ssi ja [p N = X [ f;
(i) f<g = [pf< s
(iv) m(E) =0 = [5f=0;

(v) f=gmk Essi = [pf=[g9

Huomautus 4.50. f,g integroituvia E:ssd = f(z),g(x) €e Rmk. x € E = [+ g méadritelty
m.k. F:ssa.

Tod. (i): Merkitédén h = f + g. Silloin h on méaritelty m.k. ja mitallinen.

|h| < |fl +|h] = /’h! < / |f] +/]g! < o0 = h integroituva
E E E
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Yleensa h™ # f+ 4 ¢g*, mutta m.k. E:ssi pitee:

W —h~=h=f4+g=fT—f +g"—g

= ht+f +g =h +fT+g" (funktiot > 0, integr. puolittain (L

:>/h++/f—+/g—_/h_+/f++/g+ (integraalit < oo)
E E E E E E

o fo e
= [+ ]

AHT=AT ja (M) =Af"

:»/Af —A/ﬁ ja /Euf):A/Ef

= vaitos

(ii): (a) A>0

(b) A<0
AHT=(=Nf" ja (Af)” =(=N)fT, josta viitos kuten edells

(iii): (i) ja (ii) = ¢ — f integroituva ja

Joo= ot facnz ],
>0

(v): m(E)=0 = [y f*=0ja [pf =0 = [f=0
(v): f=gmk Ewssi = fT=g" f~=g¢g mk FE:ssi

:>/f+:/g+ja /f_:/g_ivéités O
E E E E

4.51 Dominoidun Konvergenssin Lause (DKL)

. 4.27))

79

Nyt on vuorossa konvergenssilauseista kayttokelpoisin. Se ei vaadi monotonisuutta kuten MKL, ja

ilmaisee yhtdsuuruuden toisin kuin Fatoun lemma.

Lause 4.52. (Dominoidun konvergenssin lause, DKL) Olkoon E C R"™ mitallinen ja f;: E —

R, j € N, mitallisia funktioita s.e.

(4.53) f(z) = lim fj(x) mk zecFE.

Jj—o0
Jos on olemassa integroituva funktio g: E — R joka “dominoi funktiojonoa”,

(4.54) |fi(z)| <g(x), VjeN, jamk zek,
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nin silloin rajafunktio f on integroituva E:ssd ja

/}Ef:jlir&/]Efj. (Huom. /EfeR)

Huomio. Ensinnékin, maarittelemalla f;, f ja g uudelleen O-mittaisessa joukossa, voidaan
todistettaessa olettaa, ettd konvergenssi (4.53) ja arviot (4.54) pétevét kaikilla + € E. Teemme
taman yksinkertaistuksen seuraavissa todistuksissa.

DKL:n Graafitodistus. MKL ja Fatoun Lemma ovat intuitiivisesti uskottavia kun niita
ajattelee graafi-tulkinnan valossa. Samaa kannattaa yrittdd DKL:n tapauksessa. Ei niin, etta
sen valttamatta tarvitsee mukautua meidan rajalliseen kasityskykyymme — merkittavit teoreemat
ovat ainakin vahan yllattavia — mutta koska DKL on yksi analyysin keskeisimmista tyckaluista, on
mukava ymmartaa sen luonne niin hyvin kuin mahdolllista.

Koska joukot G(f) on maééritelty vain positiivisille funktioille, meidén pitdd ensin palauttaa
DKL erikoispaukseen f; > 0, Vj. Tédma on helppoa, silld g > f; joten g — f; > 0 kaikilla j. Lisaksi
funktioita g — f; voi dominoida integroitavalla funktiolla 2g: |g — f;| < 2¢. Téten jos DKL pétee
positiivisille g — f;, on helppo nahda, etta se patee myos jonolle f;.

Nyt DKL on itse asiassa vain erikoistapaus erdésta mittateorian perustuloksesta. Paastaksemme
jaljille aloitetaan tulkkaamalla oletus, 3lim; fj(x) =: f(z) kaikilla x, joukkojen G(f;) kielelle. Muis-
tamme, ettd lukujonon raja-arvo on olemassa jos ja vain jos sen liminf ja limsup ovat samat.
Téten hypoteesimme voi yhtd hyvin ilmaista néin: limsup; f;(x) = liminf; f;(x) kaikilla x. Tésté
puolestaan seuraa, etté lim sup; G(f;) = liminf; G(f;) lukuunottamatta m,1-nollamittaista joukkoa,
joka sisaltyy graafiin {(x,y) : y = f(z)} (joka on todettu nollamittaiseksi). Jatdmme yksityiskohdat
lukijalle.

Nyt yleinen kysymys kuuluu: Mitd joukkojonon (Ay) ulko- ja sisd-arvioiden yhtyminen, liminf,, A, =
limsup,, A, tarkoittaa? Ja mitd siitd seuraa?

Vastaus ensimmaiseen kysymykseen: Muista, ettd lim sup,, A,, koostuu pisteisté, jotka kuuluvat
aarettoman moneen joukoista A,, kun taas liminf, A, pisteistd, jotka kuuluvat lopulta kaikkiin
joukkoihin A, jostakin N ldhtien. Niiden tulkintojen valossa yhtdlo liminf, A, = limsup, 4,
tarkoittaa, ettd jokainen piste kuuluu, jostakin N ldhtien (joka riippuu pisteestd), joko jokaiseen
joukoista Ay, tai sitten jokaiseen niiden komplementeista AS. Viljemmin ilmaistuna: “heilahtelu®”
loppuu jokaisessa pisteessd adrellisessd ajassa”. [Jos lukija haluaa todella ymmaértda DKL:n perisyité,
hénen on parempi pohtia tata tulkintaa.]

Viimeisen tulkinnan n&kokulmasta seuraavan tuloksen pitéisi tuntua jokseenkin uskottavalta.
Sill& jos heilahtelu loppuu ennen pitkééa joka pisteessé, niin silloin jokainen piste ”selkeésti kasvattaa
joko rajajoukon tai sen komplementin mittaa”.

Lemma 4.55. Olkoon (A,) jono mitallisia joukkoja jotka sisdltyvat kaikki johonkin ddrellismittaiseen
joukkoon: |,y An C X, m(X) < oco. Jos liminf,, A, = limsup, A, =: lim, A, lukuunottamatta
nollamittaista joukkoa®", niin pdtee

m(lim A,) = lim m(A4,).

n—0o0

Lemman todistus. Jono Cy, := | J;~,, A on laskeva ja dérellisyysoletuksen ansiosta m(Cp) <

20 A5retoén heilahtelu pisteessid z tarkoittaa, ettid z kuuluu sekd joukkoihin A,, etti niiden komplementteihin
adrettomén monta kertaa; "z ei osaa valita kuuluako valitako joukot vai komplementit”.
2 Tarkoittaen, ettd m(limsup,, A, \ liminf, A,) = 0.
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oo. Téten voimme arvioida mitan monotonisuuden ja konvergenssituloksen (L. 1.66) avulla

1 Apg) <1 A, C
a0 < (U 40) (]
el

Mééritelldén nouseva joukkojono By, := (s, Ak Nyt hypoteesin m(lim sup,, A, \liminf,, A,) =0
nojalla voimme jatkaa edellisté arviointia seuraavasti

m( ﬂ Cn) =m( U By) = lim m(By,) < lim inf m(Ag).

n—00 T n—oook>n
n>1 n>1 -

[Tamé viimeinen péittely on itseasiassa Lemman 5.9 todistus uudelleen.] Toisaalta koska lim inf
on aina korkeintaan lim sup, niin edellisissa arviointiketjuissa patee yhtasuuruudet. O

Nyt DKL on vain edellisen mittateoreettisen aputuloksen erikoistapaus. Kuten ylla perusteltiin,
DKL:n hypoteesit takaavat, etté lim inf; G(f;) = limsup; G(f;) lukuun ottamatta my +1-nollamittaista
joukkoa. Liséksi dominointioletus f; < g takaa, ettd joukot G(f;) siséltyvét dérellismittaiseen
joukkoon G(g). Téten Lemman oletukset tayttyviit ja sen viite sanoo

(4.56) Jim m1(G(£5)) = Mg (lim G(15).

Viimeinen tarvittava huomio on, ettéd rajajoukko lim;j_,. G(f;) on G(lim; f;) lukuunottamatta,
jalleen, nollamittaista joukkoa. Taméan avulle padttelemme, etté

(4.57) lim 71,11(G(f5)) = mn1(G(lim f5)),
j—o0 Jj—00
mika on DKL:n vaite graafien avulla ilmaistuna. O

Todistuksen ydinidea yhdelld lauseella: Koska 3lim; f;(z) =: f(x), niin "liminf; G(f;) =
limsup,; G(f;)”, joten lim; oo mpt1(G(f5)) = mut1(G(f)). Kaikki muu on yksityiskohtia, jotka
kypsa matemaatikko kykenee tarvittaessa rekonstruoimaan.

Graafijonot, niiden lim sup- ja lim inf-joukot ovat uusia, teknisesti hankalia konsepteja, ja saatta-
vat aluksi vain sekoittaa todistuksen ideaa. Loppujen lopuksi ne ovat kuitenkin selkein tapa raottaa
ymmaérryksen ovea DKL:n totuuteen. Alla on klassisempi integraali-todistus; se on ndppéara, mutta
ymmaérryksen tasolla vaikeammin seurattava.

Integraalia kayttava todistus ei ole muuta kuin Fatoun lemman kaksinkertainen sovellus. Tarvit-
semme aluksi Fatoun hyodyllisen laajennoksen vaihtuvamerkkisille funktioille:

Lemma 4.58. (Fatoun yleistys). Olkoon E C R™ mitallinen ja f;: E — R mitallisia. Oletetaan,
etta loytyy integroituva funktio h siten, etta f; > h 'V j € N. Silloin

(4.59) / liminf f; < hmlnf/ -
E Jj—oo Jj—o0
Eli Fatou patee vaikka oletuksissa ”nollafunktio korvataan integroituvalla ala-rajalla”.
Todistus. Koska f; > hV j € N, niin f; —h >0V j € N, joten tavallisen Fatoun mukaan
patee

/Ehmmf(f h) <liminf/E(fj—h).

J—00 J]—00
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Nain ollen, silla h on integroituva, saamme

/hmmffj /h<hmmf/ fi— / ,
E J—00 J—00

mika viimeistelee todistuksen. O

Samalla vaivalla voimme johtaa Fatoun sisartuloksen. Jos olet miettinyt pateeko vastaava tulos
kun lim inf korvataan lim sup:lla, olet oikeilla jaljilla. Tésté lahtien niihin kaikkiin voi viitata Fatoun
lemmana.

Korollari 4.60. Olkoon E C R"™ mitallinen ja f;j: E — R mitallisia. Oletetaan, etti loytyy
integroituva funktio h siten, ettd f; < h ¥V j € N. Silloin

(4.61) / limsup f; > limsup/ fj-
E j—oo j—o0o E

Tod. Koska f; <hV j€ N, niin —f; > —h V j € N, joten edellisen Fatoun mukaan patee

/hmmf 1 <hm1nf/ —fj-
B J—o

Nyt esimerkiksi liminf; o —f; = limj o infi>; —fi = —limjoosup;>; fi = —limsup,_, fj,
joten saamme
—/ limsup f; < —limsup/ Ji-

Niilla tyokaluilla suuri Dominoidun Konvergenssin Lause on parin rivin paattely:

DKL:n Standarditodistus. Olettamme edelleen, ettd konvergenssi (4.53) ja arviot (4.54)
patevit kaikilla x € F.

Toiseksi, rajafunktion integroituvuus seuraa arvioista |f| < sup;|f;| < g ja majoranttiperiaat-
teesta (L. 4.44).

Lopuksi, paavaite saadaan Fatoun ”tandemsovelluksella”:

Fatou
limsup/ fi < /limsupfj :/liminff] S hmlnf/ fi-
K E j E J

Jj—roo j—roo —0 J—=

O]

=f
Toisaalta lim sup on aina vahintdan liminf, joten yhtdsuuruus pétee ja vaite on todistettu. O
Esimerkki 4.62. (vanha loppukoetehtévd) Laske
1
x
lim n/ 273 sin = da .
0 n

n—oo

Olkoon f,(z) = na=*/%sin 2 = ((n/x)sin(z/n))x /2 100, p—1/2 Mtk f(z), jolloin
~—_———

—1, kun n—oo
RO
/ P / W = 2.
0 0

Isint| <tVt>0 = |(n/z)sin(z/n)|<1 VneN, Vze(01]
= |fa(z)] <27V% = g(2) (= f(x)), g integroituva yli vélin [0, 1]

DKL = /Olfn—>/01f:2.
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[(%): Tarkasti ottaen ei saada suoraan Riem.-integraalina, silld f on rajoittamaton valilla [0, 1].
Voidaan kayttaa MKL:44 kuten Esim. s. 58.]

Erikoistapaus DKL:sta:

Lause 4.63. (Tasaisesti rajoitetun konvergenssin lause, TRKL) Olkoon m(E) < oo, fj: E —
R jono integroituvia funktioita, f; — f m.k. Jos 3 M < oo s.e. |fj(x)] <M Vx € E, jeN, niin

/Efzjli{go/Efj‘

m(E) < oo = /Eg = Mm(FE) < oo = ¢ integroituiva

Tod. Valitaan g(z) = M.

DKL ..
= viite O

Korollaari (3.21) ja sen yleistys, Lause 4.29, ovat muodossa tai toisessa olleet keskeisessa roolissa
teoriamme tarkeimpid avaintuloksia. Ne kertovat meille, ettd integraalia, kiinnitetylld funktiolla,
voi ajatella mittana. Myohemmilld kursseilla vastaan tulee myos ”mittoja”, jotka antavat joukoille
negatiivisiakin arvoja. Seuraava tulos kertoo, ettd, lukuun ottamatta tietenkin positiivisuutta,
"mitta”-tulkinta voidaan antaa integroituvan funktion integraalille.

Lause 4.64 (Integroituvuus erillisen yhdisteen yli). Olkoot E;, j € N, mitallisia ja erillisii ja
E= Uj’;l E;. Mitallinen funktio f on integroituva E:ssd jos ja vain jos f on integroituva E;:ssd
kaikilla j ja pdtee

(4.65) |fl < o0.

Tdlloin on voimassa “integraalin numeroituva addititvisuus joukkofunktiona”:

(4.66) / f = / 3
REDIYE
Tod. Ensinnakin, Lauseen 4.29 mukaan patee

/Ef|=Z/Ej|f-

JEN
Téten [4|f| < oo (miké tarkoittaa fm integroituvuutta E:mn yli) jos ja vain jos ij lf| < oo
(miké tarkoittaa f:n integroituvuutta E;m yli) kaikilla j =1,2,... ja summa (4.65) on &érellinen.

Viitteen ensimmainen osa on nain todistettu.
Jalkimmainen osa on nyt helppo paéatella:
[ -]
E; jeN "’ Ej

bl hr-s
@%(/]Ejf+/]2jf—)=%/&f.

JjEN
[(%) : suppenevia sarjojal
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Yhteenveto konvergenssilauseista: On ainoastaan kaksi tilannetta, jolloin raja-arvon ja
integroinnin jarjestystd EI saa vaihtaa. Ensimmaéinen, triviaali, tilanne esiintyy kun raja-arvo
lim;_, f; ei ole olemassa (m.k.), miké tarkoittaa ”loputonta heilahtelua”. Toinen tilanne esiintyy
kun "massa karkaa dérettomyyteen” (katso esimerkit Fatoun Lemman jilkeen). Sekd MKL, ettéd
DKL sulkevat pois nama vaaratilanteet; MKL:ssa " massa kasvaa mutta ei karkaa” kun taas DKL:ssa
”massan liike rajoitetaan integroituvalla dominanttifunktiolla”. Lisédksi molemmissa funktiojonon
raja-arvo on olemassa (m.k.).

Lyhyesti integroinnin ja rajankéynnin jarjestyksen saa vaihtaa, eli

lim / fj:/ lim f;
J]—00 E E]HOO

seuraavissa tilanteissa
MKL: 0<fi<fa<---,
DKL: |f;]| <g, g integroituva.

Fatoun lemma sitd vastoin ei oleta raja-arvon olemassaoloa (”heilahtelun loppumista”) eikéd
”massan sailyvyyttd” ja tdten se ilmaisee ”vain” epéyhtalon:
Jos f; > h integroituvalla h niin patee

/ liminf f; < hmlnf/ fj-
E j—o00

Jos taas f; < h integroituvalla h, niin
/ limsup f; > lim sup/ fj-
E j—oo Jj—o00 E

Syvallisen ymmarryksen tasolla on hyva pitda mielessa, ettéd kaikki konvergenssitulokset palau-
tuvat graafitulkinnan kautta mitan konvergemssiin ja sitd kautta suoraan mitan numeroituvaan
taysaddititvisuuteen. Tama kasitelinkki yhdistad mittateorian ja integrointiteorian tarkeimmaét tu-
lokset.

Lisatieto: Olkoon (X,I', ) mitta-avaruus. Sanotaan, ettd I'-mitallinen funktio f: E — R on
integroituva joukon E € T" yli, jos

[int<s (= [ rresin [ <o),
/Efz/Eﬁ—/Ef— (€R).

Luvun 4.39 tulokset (mm. MKL, DKL, jne.) ovat edelleen voimassa (paitsi yhteydet Riemann-
integraaliin). Todistuksissa korvataan R™ joukolla X, Lebesgue-mitta m mitalla yu, jne.

Integraalin arvo on
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5 Fubinin lauseet

)

Fubinin lauseet liittyvat tarkeisiin integroinnin perusoperaatioihin: ”korkeampiulotteisen integraalin’
laskemiseen alempiulotteisten integraalien avulla ja iteroidun integraalin jérjestyksen vaihtamiseen.

Otetaan esimerkkitapaus: Olkoon A = [a, b] X [¢, d] suljettu 2-vili ja f: A — R jatkuva funktio.
Silloin on olemassa vanha kunnon Riemann-integraali

(R)/Af

Mutta mitd teemme jos haluamme oikeasti evaluoida tdmén integraalin? Muodostamme integraalin
ylé- ja alasummia? Ei, vaan kdytannossa integraalit lasketaan aina Analyysin Peruslauseen avulla.
Mutta analyysin peruslausetta voi soveltaa vain yksiulotteisiin integraaleihin.

Onneksi Vektorianalyysi -kurssin tiedot takaavat (eikd haittaa vaikket endé muista miksi, koska
kohta néet kovemman version), ettd jatkuvan funktion f integraali yli joukon A voidaan todellakin
laskea yksiulotteisina, perakkéaisiné integraaleina:

(R)/Af—/ab </Cdf(fﬂ,y)dx> dy—/cd (/abf(x,y)dy> dz .

Kéaytannossa kaikki integraalilaskut lasketaan télld tavoin, ja olisi kiva tietdd milloin voimme
menetelld ndin. Myo6s Lebesgue integraalin tapauksessa ja yleisemmilla funktioilla?
Tassa valissa voi huomauttaa, etta Fubinin voi tulkita ” jatkuvana versiona summauksen jarjestyksen

vaihdosta”:
DD k=)D nk
n k k n

Ja aivan kuten jarjestyksen vaihto ei ole yleisesti sallittu summilla, ei se myoskaan ole yleisesti
mahdollista integraaleilla:

Esimerkki 5.1 (Fubini ei pidde aina). Rakennamme funktion jonka integraalille ”jarjestyksen vai-
hto” ei pide. Olkoon f: R?2 = R, f = x4 — xB, missi A = tummempien nelididen yhdiste ja B =
vaaleampien neliéiden yhdiste (ks. kuva).

A

Nyt

/Rf(m,y)dx:OVyER = /ﬂ{(/Rf(a:,y)da:) dy =0.
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Toisaalta

/ f(z,y)dy = xjo11(z)  (f(2,y) =1 alimmassa ” A-neliossd” [0,1] x [0, 1])
R

= /R</Rf(x,y)dx> dy#é(éf(x’y)dy> d .

My6hemmin ndemme, ettd konstruoimamme funktio ei toteuta Fubinin lauseiden ehtoja, silla
se on vaihtuvamerkkinen (joten Fubinin ensimmaéisté lausetta ei voi kiyttdéd) ja myos

/R2|f|:/R2XAuB=m2(AUB):OO

eli f ei ole integroituva R%:ssa (joten Fubinin toistakaan lausetta ei sovi soveltaa).

Milloin sitten saamme ”integroida iteroiden missé jarjestyksessa huvittaa”?

Varoittavasta esimerkistd huolimatta osoittautuu, etta toimenpide on loppujen lopuksi sallittu
hyvin yleisilla ja helposti muotoiltavilla ehdoilla. Nama kaksi keskeistd tulosta kulkevat nimella
Fubinin lauseet. Vaikka niiden todistukset saattavat vaikuttaa monimutkaisilta, ideat ovat jopa
yllattavan alkeellisia. Myos esiintyvét todistustekniikat ovat opettavaisia. Viimeiseksi, Fubinin
lauseet ovat siitd mukavia, ettd niitd on hyvin helppo kayttaa vaikka todistusta ei muistaisikaan.

5.2 Fubinin ensimmadinen lause (f > 0)

Notaatio: On kitevii identifioida avaruus RPT4 tuloavaruuden RP x RY, p,q € N. kanssa:

A RP-H] = 2= (xla"wxp?yla""xq) = (ﬂf,y)
N e, e’
=z cRP =y€eRy

Fubinin ensimmaéainen lause koskee ei-negatiivisia funktioita. Kaikki funktiot voidaan esittéa
erotuksena kahdesta ei-negatiivisesta, joten tdmé ensimmaéinen lause siséltéa oleellisesti jo molem-
pien Fubinien ”syvéllisen” informaation.

Lause 5.3. (Fubinin 1. lause, f > 0) Olkoon f: RPT? — R mitallinen ja f > 0. Tdllsin
(1)

y — f(x,y) mitallinen m.k. z € RP;
[siis my, ({z € RP: y = f(z,y) ei-mitallinen}) = 0]

(1)
x +— f(x,y) mitallinen m.k. y € RY;
(2)

T f(z,y)dmg(y) mitallinen;
Ra

(2)

Y f(x,y)dmy(x) mitallinen;
RP



Kevatlk. 2015 87

(3)

g

(
[ 1
Rpr+4q
(

b

| /]RP (/Rq flz,y) qu(l/)) dmy ()
f(

) 5 </Rp 2,9) dmp(:zt)) dmg(y). (+oo sallittu)

IS

Huomautus 5.4. Lukuun ottamatta ” positiivisuus-rajoitusta” oletukset ovat minimaaliset: vaadimme
vain funktion f: RPTY — R mitallisuutta, mikd on viistdmitonti, koska tarkoituksemme on inte-
groida sité.

Kohta (3), eli integraalin lasku interoiduilla integraaleilla, on Fubinin oleellinen sanoma. Mik&
siis on kohtien (1) ja (2) sisélté? Tédmé on huolellisen matemaatikon heinid. Katso ensin sisemp&é
iteroiduista integraaleista kohdassa (3a):

[z, y) dmg(y).
Ra

Jotta Fubini ”voisi pated”, taman integraalin taytyy olla hyvin maaritelty ainakin melkein kaikilla
x € RP. Té&té varten haluamme kohdan (1). Merkittavad kuitenkin on, ettei meiddin tarvitse olettaa
sitd erikseen, vaan se seuraa automaattisesti f:n mitallisuudesta.

Samoin, jotta iteroitu integraali,

/Rp < @) qu<y>) dmy (),

olisi madritelty, ”haluamme” funktion

v | f(a,y) dmg(y)
R4

mitallisuuden, eli kohdan (3). Jalleen lause kertoo, ettei meidén tarvitse olettaa sité erikseen.
Eli téssd mielessd kohta (3) on Fubinin tarkein sisélto; sivutulokset (1)-(2) takaavat sen hyvén
muotoilun.

Todistus: Palautus karakteristisiin funktioihin. Ensimmé&inen askel on osoittaa, ettd Fu-
bini riittaé todistaa karakteristisille funktioille. Olkoon f > 0 mitallinen. Silloin se on monotoninen
pisteittdinen raja yksinkertaisia funktioita p;  f (Lause 3.26). Olkoon funktioilla ¢; esitykset
Sl aijXa,,, 4 =1,2,.... Niin ollen MKL sanoo, etté pétee

Rp+a Rp+q J—00

= lim ©;j

J—00 JRro+a
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Oleta nyt, ettd Fubini pitee karakteristisille funktiolle x 4, missid A C RP™4 on mitallinen joukko.
Silloin voimme jatkaa edellista yhtéaloketjua ja paatella

"
lim Zai< / XA = lim / ZaZ XA, dmg | dm
j—o0 — 5J Rp+a 0,7 j—o00 Rp Rq J .7 q P
= —_—

Jep (qu XA; qu> dmy,

nj
MKL .
= lim / E a; i XA, . dmg | dm
/Rp j—>oo< R ; BiX A q) P
MKL
= lim E aiixXA . dmg | dm
/RP (/Rq]—mo 1iX A q) P

(5.6) - /R </R fqu> dmy.

Yhdessé edellisen yhtéloketjun (5.5) kanssa tdmé osoittaa, ettd Fubini patee talloin myos yleiselle
mitalliselle funktiolle f.

Tamaé alkutarkastelu, joka kéytti vain tulosta ¢;  f, osoittaa, ettd Fubinin todistus palautuu
ndenndisesti paljon yksinkertaisempaan erikoistapaukseen jossa f on karakteristinen funktio.

Fubinin Todistus karakteristiselle funktiolle.
Olkoon siis A C RP™? on mitallinen joukko. Méaéaritellaéin joukon sektio A, := {y € RY: (z,y) €
A C RPt9}. Meidén pitdé osoittaa keskimmainen yhtiasuuruus seuraavassa ketjussa:

?
60 [ im0 w0 = [ dm) ).
Rp+a RP N—— Rr JRY

Jra XA () dmqg(y)

Oikeastaan, ennen kuin meilld on edes ”oikeus kirjoittaa nakyviin” edellinen muotoilu, meidén
on huolehdittava mitallisuuskysymyksistd! Onko joukko A, todella mitallinen R%:ss4? Muuten
merkinnéssé mg(A;) ei ole jarked. Entd onko funktio  +— my(A,) mitallinen? Muuten sité ei voi
integroida. Viimein, onko funktio y +— xa(z,y) mitallinen y:n suhteen edes melkein kaikilla x?
Muuten viimeinen integraali ei ole hyvin maaritelty. Paljon kysymyksia, mutta niiden vastaukset
saa kerralla ja helposti kunhan keksii oikean lahestymistavan. ” Oikea” reitti on alkeellisuudessaan
kenties hieman yllattava. Palaamme nimittdin mitallisuuden perusteisiin, ulkomitan maaritelmaan
ja Caratheodoryn ehtoon.

Koska A C RPT? on mitallinen joukko, se toteuttaa Carathrodoryn ehdon testi-n-vililld I:
(1) = my (INA)+my. (I\A). Vaihtoehtoisesti — ellei jopa ensisijaisesti — témé kannattaa tulkita
ehtona my, (1N A) = mpiq«(INA), missi myp4q+(I N A) madritellidn kaavalla £(1) —my, (1N A).
Kuten muistamme, tdmé tarkoittaa, ettd joukkoa I N A ”voi arvioida mielivaltaisen hyvin seka
ulkoa etté sisdltd” (Kuva alla tapauksessa A C I).

Strategia: Miksi sektiot (INA), = I,NA, ovat m,-mitallisia, jos joukko INA on my, -
mitallinen. Keskity nyt joukkoon I,NA,, jonka haluaisimme osoittaa mitalliseksi. Jos F = {J} on
koko joukon IN A Lebesguen peite, niin silloin siitd johdettu sektioiden perhe F, := {.J,} on sektion
I, N A, Lebesguen peite. Sama periaate patee sisdarviolle: jokainen koko joukon I N A sisdarvio
antaa sektioiden I, N A, sisdarviot. Ja, kuten kuva voimakkaasti vihjaa, mitd paremmat ulko- ja
sisdarviot valitsemme koko joukolle I N A, sitd paremmat sisé- ja ulkoarviot saamme my0s sektiolle
I, N A, jokaisessa pisteessd z. Todistuksen pohjimmainen moraali on, ettd koska joukon I N A
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arviot yhtyvat, niin silloin — suhteellisen ymmaérrettavasti — myos siivujen I, N A, arviot yhtyvét,
ainakin melkein kaikilla z. Se taas tarkoittaa, etta siivut I, N A, ovat mitallisia. Yksinkertaista!
Strategiaa ei ole vaikea tehda tasmaélliseksi. Jokaisella n = 1,2,... valitaan joukon I N A ulko- ja
sisdapproksimaatiot ”tarkkuudella 1/n”. Eli, ulkomitan maaritelmén mukaan on olemassa I N A:n
Lebesguen peite F, siten, ettd my, (I N A) > S(F,) — 1/n. Samoin on olemassa erotuksen I\ A

Lebesguen peite G, siten, ettd my,  (I'\ A) > S(G,)—1/n. Merkitdén S(Gy) := £(I)—S(Gn), jolloin

voimme arvioida (kdyttdmalla mitallisuutta) arvioiden erotusta:
= 2
(5.8) 0= mpyg(INA) = mpigu(IN0A) 2 S(Fa) = S(Ga) —

[Jos haluat verrata yht#lod kuvaan, niin S(F,) edustaa ulkomonikulmion alaa kun taas S(G,)
edustaa sisimonikulmion alaa.|

On aika pienen valiepisodin, jossa osoitamme, ettd Fubini patee triviaalisti n-véleille; tama sallii
meidén esittdd summat S(F;,) integraalina [ S(F, ;) dmg(z).

Jokainen RP*%:n n-vali J on automaattisesti RP:n n-vélin ja R%n n-vélin tulo, J, X J,, joten

Jz = Jg jos x € Jp, ja muuten tyhja joukko. Eli joka tapauksessa J, mitallinen, ja patee identiteetti
(5.9) UT) = 00y % Jy) = () 00) = [ €(T) dmy(@).

o) N

mp(Jp

(Oleellisesti kyseessd on Fubini n-vileille, eli yhtdlo 5.7.) Sovelletaan tétéd Lebesguen peitteen
summaan S(F), jolloin saamme

S(F) = > [ (J)dmy(z)
JeF/RP

- /R S 6 )dmy ()

Y Jer

(5.10) = S(Fa)dmy(z),
RP
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missé toinen yhtélo nojaa Beppo-Levin lauseeseen (eli MKL:een). Vastaavasti pétee

[ et dmy(w)— [ 5(6.) dmy (@)
L, :

(5.11) =

Nyt voimme kirjoittaa arvion (5.8) muotoon

> /R (S(Fz) —

Ottamalla infimum yli arvioiden saamme

(5.12) %

(gnm)) dmp(x).

0 > iI%f/ (S(Fnz) = S(Gna)) dmy(z)
RP
(5.13) > / inf (S(Fnz) = S(Gna)) dmy(z),
RP
missé toinen arvio on yleinen selvd periaate (sama, itse asiassa, jota kdytimme Fatoun todistuk-
sessa). )
Nyt, viimeiseksi, huomaa, etté kaikilla n pétee S(Fpnz) —S(Gna) = Moy (L NV Az) = Mppqs (LN

Az) > 0, joten viimeinen integrandimme on positiivinen kaikissa pisteissd xz. Toisaalta positi-
ivisen funktion integraali on negatiivinen jos ja vain jos funktio on nolla melkein kaikkialla. Eli
paattelemme:

(5.14) 0 = inf (S(Fna) — S(Gna)) = mi(Io N Ag) —mgu(Io MAy) >0, (m.k. z € RP).
Taméa puolestaa tarkoittaa, ettd siivu I, N A, todellakin on mitallinen melkein kaikilla x. Té&ten
sama patee sektiolle A,. [Saat Caratheodoryn ehdon g¢-vileille kirjoittamalla mg. (I N Ay) =
O(Iy) —my(I: \ Az)]

Liséiksi yhtdlostd (5.14) seuraa, ettd my(I, N A;) = inf, S(F,.) mk. joten funktio z
mqg(Iy N A;) on mitallinen, koska x +— inf,, S(F, ;) on mitallinen funktio. T&mé& ratkaisee kri-
ittiset mitallisuushaasteet ja téten todistaa yhtdlon (5.7) ja sitd my6tda Fubinin. O

Fubinin Moraali: Iteroidut integraalit yla- ja alaarvioina. Fubinin takana on kuin
onkin lopulta hyvin yksinkertainen periaate joka on pelkistyy edellisen todistuksen kuvassa: Jos
joukkoa A voi approksimoida mielivaltaisen hyvin, niin silloin myos sen siivuja A, voi. Jos on
valmis joustamaan tasmallisyydesta asiaa voi valaista my0s seuraavasti:

Ulkomitta ja sisémitta tarjoavat yhden tavan arvioida joukon A mahdollista mittaa. Iteroidut
integraalit tarjotavat uuden, entisti tarkemman arvion. Midritelliin ”ultraulkomitta” 22

(5.15) mpt o (A) = - my(Az) dmy(z),

22Jtseasiassa funktio z — my(Ae) ei valttdméattd ole mitallinen, joten meidén pitéisi tulkita kaavan integraali
Lebesgue yldintegraalina. Vastaavasti ultrasisdmitassa alaintegraalina. Nyt kuitenkin keskitymme teknisten yksi-
tyiskohtien sijasta ideaan.
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ja 7ultrasisamitta”

(5.16) Mptqex(A) = e Mg« (Az) dmy(z).
p
Nimensa mukaisesti ultraulkomitta on aina vahintddn yhta tarkka kuin tavallinen ulkomitta, eli

pitee m;% (A) < my, (A). Perustelu:

* (A) = inf
merq( ) 12 S(]:)

= inf [ S(F.) dmy(x)
.7: Rp

> /R inf S(7,) dmy(a)

(5.17) > my(Az) dmyp(z).
RP
Identtisesti mypiq «x(A) > mpiq «(A), joten ultrasisémitta on aina vahintdén yhtd tarkka kuin
sisamitta.
Ja nyt se yksinkertainen periaate johon Fubini perustuu: Jos karkeammat arviot yhtyvét,
myi (A) = mpiq «(A), niin toki silloin myds tarkempien arvioiden pitdd yhtyd, my% (A4) =
Myptq ++(A). Tamé puolestaan tarkoittaa

m(Ay) dmg(@) = [ mge(As) dmy(a)
RpP Rp
Mutta koska pétee my(Az) — mg«(Az) > 0 kaikilla z, niin tdytyy itseasiassa péted yhtdsuuruus
m;(Az) = mg«(A;) melkein kaikkialla. Eli osoitimme, jélleen, ettd A, on mitallinen melkein

q
kaikilla z. Tama ”ratkaisee” mitallisuuskysymyksen ja ”todistaa” Fubinin.

Jatkopohdintaa: nyt kun meilld on uudet, entistd tarkemmat yla ja ala-approksimaatiot, niin
emmeko soveltaisi mittauksen filosofiaa niihin? Voisimme méaéritelld, ettd joukko A on mitallinen
jos myt (A) = mpiq(A). Fubinin lause osoittaa, ettd néin saadaan ainakin yhtd paljon mi-
tallisia joukkoja kuin Lebesgue mittateorialla. Itse asiassa silla saadaan jopa enemmaén, mutta hyvéa
kysymys kuuluu, missa mielessd moisia joukkoja kannattaa kiyttda, mikali ne eivat ole Lebesgue-

mitallisia.

5.18 Fubinin toinen lause (vaihtuvamerkkiset funktiot)

Enta kun mitallinen funktio saa seké positiivisia, etté negatiivisia arvoja? Koska vaihtuvamerkkisen
funktion integraali maaritelladn ei-negatiivisten funktioiden integraalien erotuksena, on suoravi-
ivaista soveltaa Fubinin ensimmaisté lausetta vaihtuvamerkkisiin funktioihin.

Lause 5.19. (Fubinin 2. lause, vaihtuvamerkkiset funktiot) Olkoon f: RPT4 — R mitallinen ja

integroituva, el
[ <o
Rp+a

1 — f(x,y) on integroituva R?:ssa m.k. = € RP;
(1) y y g

Talloin
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(1’) x— f(z,y) on integroituva RP:ssd m.k. y € RY;

(2) x> [gq f(x,y) dmg(y) on integroituva RP :ssd, t.s.

I,

(2°) y = fgo f(z,y) dmy(x) on integroituva RY:ssa;

f(z,y) dmg(y)| dmy(z) < 0o
R4

(3) f on integroituva RPT4:ssa ja

/Rmf: /RP < y f(z,y) qu(y)) dmy(x) =/Rq< Rpf(zv,y) dmp(a:)> dmy(y). (€R)

Huomautus 5.20. Kuten ensimmaéisessid Fubinissa, oleellinen sisdlté on kohdassa (3). Kohdat
(1) ja (2) ovat ”vain” huomioita, joita tarvitaan viimeisen kohdan turvalliseen méérittelyyn. Myds
alkuhypoteesi f:n integroituvuudesta on ”véistdmaton”, koska muuten koko integraali fRPH fe
ole maaritelty.

Fubinin ensimmaéisen lauseen mukaan pétee

Loan= [ (L1l ang) ane

- /R ( @Y dmp<x>) dmq(y),

joten f:n integroituvuus voidaan tarkistaa iteroidulla integraalilla.

Todistuksen tiivistelma. Meidéan ei tarvitse muuta kuin esittdd vaihtuvamerkkisen funk-
tion integraali posiviivisen ja negatiivisen osien integraalien erotuksena, soveltaa niihin Fubinin
ensimmaista, ja lopuksi nitoa osat yhteen Lauseen 4.49 avulla.

Todistus. Todistamme kohdat (1), (2) ja kohdasta (3) ensimmaéisen yht&lén. Muut menevét
identtisesti.

Lahdetaén liikkeelle suoraviivaisesti: kirjoitetaan auki vaihtuvamerkkisen funktion integraalin
méiiritelmé ja sovelletaan Fubinin ensimmiisté lausetta ei-negatiivisiin funktioihin f* ja f~.

o= fr- f-

o SR AN
et [ ([ reaang) ami [ ([ eoan ) i,

Nain pitkélle padsimme ilman mitdan ylimairiisia paittelyja. Olemme valmiit jos pystymme
vhdistaméan ensim uloimmat integraalit

21 /]R< ! (@) qu(y)) dmy (@) —/R< @) qu(y)) dimy(z) =
/]Rp( - () qu(y)—/Rq f(@,y) qu(y))dmp(:c).
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jonka jilkeen haluaisimme yhdistdd myos sisemmét integraalit (ainakin m.k. x):

Frey) dmg(y) — [ F (e y)dmg(y) = / (FH@.y) — £ (@, y)) dmy(y)
e e =f(z,y)

(5.22) = f(z,y) dmg(y).
Ra

Ra

Siispa ainoa tehtavamme on siis oikeuttaa kyseiset operaatiot. Integraalien yhdistdmiseen kaytdmme
Lauseen 4.39 kohtaa (i). Sen mukaan meidén pitéé ensiksikin osoittaa, etté funktiot = — [o, fE(z,y) dmg(y)
ovat integroituvia. Mutta tama seuraa suoraan hypoteeseista, silla

/Rp (I qu(m,y) qu(y)) dmp(x) < /R( Rq|f($,y)|qu(y)> dm,y(z) < co.

Téten ensimmaéinen yhdistysoperaatio (5.21) on sallittu (ja samalla véitteen kohta (2) todistettu).

Toista yhdistysoperaatiota (5.22) varten meidén on Lauseen 4.49 mukaan tarkistettava, ettéd
funktiot y — f¥(x,y) ovat integroituvia R%:ssa m.k. z € RP;. Tamikin on helppoa, koska Fubinin
ensimmaisen lauseen mukaan

/Rp < @Y qu@)) dmpla) = | | f* <o,

joten Lauseen 4.49 mukaan [p, fE(z,y) dmy(y) < oo mk. z € RP. Titen myds yhdistys (5.22) on
sallittu ja todistus on valmis. O

Joitakin sovelluksia (lisdd ”Reaalianalyysi I” kurssilla).

Esimerkki 5.23. Olkoon E C R? mitallinen joukko, jolle mo(E) = 0. Viite: Melkein jokainen
vaakasuora (vast. pystysuora) leikkaa E:n joukossa, jonka 1-ulotteinen Lebesguen mitta = 0.
Ratk. Merkitaan

Ei(b) ={z € R: (z,b) € E}, b€ R; (vaakasuoran y = b ja E:n leikkaus)
Es(a) ={y € R: (a,y) € E}, a € R. (pystysuoran x = a ja E:n leikkaus)

Viite tarkoittaa:
mi(Ei(y)) =0 mk.y€eR, javast. mi(Ex(z)) =0 mk z€eR.

Fubini 1. funktiolle f = xg =
ml(E2(fE))
O:mg(E):/ Fllbl//f:z:y dy dx
RQ
X Eq () (Y)

4'2(;1) (Eg /fxydy—o mk. z € R.
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Samoin mq (E1(y)) =0 mk. y € R.

Kédntden: Jos E C R? on mitallinen osajoukko s.e. mi(Ea(z)) = 0 mk. z € R (tai
mi(E1(y)) = 0 mk. y € R), niin mp(E) = 0. Syy: Fubini 1. ja (mitallinen funktio) f = xg
(kuten edelld).

Lisétieto: Edellisessi esimerkissi oletus F C R? mitallinen on oleellinen: nimittain 3 E ¢ R2
s.e.

e F ei Lebesguen mitallinen (joten m*(A) > 0)

e jokainen vaakasuora leikkaa E:n korkeintaan yhdessa pisteessa

e jokainen pystysuora leikkaa E':n korkeintaan yhdessa pisteessa.
(Sierpinski: Fundamenta Mathematica 1 (1920), s. 114.

Esimerkki 5.24. Laske
/e‘”2. (esim. TN-laskenta)
R

Ratk. Epioleellinen Riemann-integraali tasossa

2
(R) e~ @) dpdy = lim (R) e~ @) q dy = hm e rdrdp
R2 n—00 B(0,n) n—>oo

=27 lim (R)/nre_r2—7r lim /0 e =1 hm(_” -1)=m.
0

n—o0 n—oo n—oo

Toisaalta MKL (*:*;

/ e~ (@) = (R)/ e~ ) dady .
R2 R2
Liséksi Fubini 1. =

7r:/ e (@ +y?) :/ </ e eV dy) dﬂU:/e_gc2 </ eV’ dy) dx
R2 R \JR R R
, 2
= </ e ” dx)
R
= / e dy = NS
R

(*): napakoordinaatit

T = rCos
{ . 4 ) wz—i—yzzrz, jakobiaani J(r, @) =r.
y =rsing

(x%): MKL sovell. funktioihin f,(z,y) = e’(zeryz)XB(O,n) (x,y).

Esimerkki 5.25 ("Kaavan (-1.2) todistus” Fubinilla). Olkoon f > 0 mitallinen. Esipuheessa ja
mitallisten kuvausten johdantokappaleessa mainittiin, ettd Lebesgue integraalin voi halutessaan



Kevatlk. 2015 95

maaritella Riemann-integraalin avulla. Vaika talla kurssilla olemme rakentaneet Lebesgue inte-
graalin itsenéiseksi, niin sama kaava péatee toki edelleen:

(5.26) Loa= [ mt o)

missé vasemmalla on Lebesgue integraali ja oikealla kumpi vain [koska integrandi on monotoninen,
se on Riemann-integroituva]. Kaavan voi todistaa alkeellisesti tdsmaélleen esipuheen metodilla ja
Monotonisella konvergenssilla, mutta harjoituksen vuoksi ndytdmme Fubiniin nojaavan todistuk-
sen?3.

Tod. Meidén tarvitsee vain esittdd luku f(x) yksiulotteisen vélin mittana m,[0, f(z)), jonka
puolestaan voi esittdé integraalina [p X[0,f(2)(¥) dmi(y). Kiyttamalld tétd triviaalia esitystd
saamme iteroidun integraalin

(x) dmn(z) = m [0, f(x)) dma(x)
Rn

RTL
(5.21) = [ ] Xy @ dmiw) dmaa).
(5.28)

Nyt funktio (z,y) — Xo,f(x))(¥) = Xg(y)(®,y) on mitallinen (koska joukko G(f) on my1-mitallinen).
Taten Fubinin ensimmaisen lauseen nojalla voimme vaihtaa iteraation jarjestyksen:

/ ) /R Xo.5() (Y) dma(y) dmn(z) = /R / X[0,£(2)) (¥) dma(2) dma(y)
(5.29) = /0 ma(f 7 (y, 00]) dima(y),

silld X0, £(2))(¥) = 1 jos ja vain jos 0 <y < f(z) eliy > 0 jax € 1y, o00]. O

23 Jos olet sisaistanyt Lebesgue-integroinnin vaakapalkki-idean kunnolla, ?néet” ettd kaavan tiytyy pitesd automaat-
tisesti.
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Alla luettelo (erdistd) kirjoista, joita voi kdyttéé lisimateriaalina. Parhaiten kurssin tarpeisiin
ja filosofiaan soveltuva englannin kielinen kurssikirja on Taon An introduction to measure theory.
(Se sopii myos kurssille Reaalianalyysi I). Liséksi laillisesti ladattavissa ilmaiseksi netista.

[Bears| ja [Pugh] tarjoavat vaihtoehtoisia (ja lukijaystavallisid) lahestymistapoja mitta ja inte-
grointiteoriaan. [Bears| esimerkiksi méaarittelee Lebesgue integraalin yla- ja ala-summilla ”matkien”
Riemann-integraalia. [Pugh| puolestaan mddrittelee mitallisen funktion f sellaisena jonka graafi-
joukko G(f) on mitallinen ja sen integraalin Lauseen 3.30 pinta-ala-kaavalla.

Muut kirjat ovat alan kovia klassikkoja, mutta eivat parhaimpia alkuvaiheen opiskelijalle. Niihin
kannattanee tutustua mychemmin.
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