Mitta ja integraali — kesa 2015
Harjoitustehtévat 4

Perehdy luentomonisteeseen seuraavasti:

e Kokonaisuus 1: Opiskele kappaleet 1.67 ja 1.71

e Kokonaisuus 2: Opiskele luku 2

Kokonaisuus 1
(Jordan- ja Lebesgue-mitallisuus)

Tehtéava 1. Osoita, ettd joukko (0,1] N Q ei ole Jordan-mitallinen. Huomaa, etta se on
kuitenkin Lebesgue-mitallinen.

Johtopédtos: Lauseen 1.70 nojalla jokainen Jordan-mitallinen joukko on Lebesgue-
mitallinen, mutta nyt ndemme, ettei viite pade toiseen suuntaan.

Vihje: Kéyta suoraan Jordan-mitallisuuden méaéaritelméaa. Erdéstd aiemmasta harjoi-
tustehtavasta on sen jalkeen hyotya.

Tehtava 2. * Osoita, ettid on olemassa sellaiset erilliset joukot Ay, Ay C R, etté

Paattele, ettd ainakin toinen joukoista on ei-Lebesgue-mitallinen.

Tulkinta: Ulkomitalle ei yleisesti pade edes ddrellinen taysadditiivisuus. Taméa koros-
taa tarvetta rajoittua mitallisten joukkojen tarkasteluun mielekkddn mittateorian kehit-
tamiseksi.

Vihje: On olemassa ei-Lebesgue-mitallinen joukko B C R, jolle Charathéodoryn ehto
ei siis pade.

Kokonaisuus 2
(Mitalliset kuvaukset)

Tehtava 3. Olkoot f,g : R — R mitallisia kuvauksia. Selitd, miksi yhdiste g o f ei ole
valttdmaéatta mitallinen.

Huomio: Jos g on jatkuva (erityisesti mitallinen), niin g o f on mitallinen. Toisin péin
tdma ei pade; jos f on jatkuva ja ¢ "vain” mitallinen, niin go f e: ole vdlttamdtta mitallinen.



Tehtava 4. Osoita:

a. Kahden mitallisen funktion f,g: A — R tulo on mitallinen.
(Tulos patee myos R-arvoisille funktioille, mutta tapausta ei tarvitse késitelld.)

Vihje: Lauseen 2.11 todistuksen ajatuksia noudattelemalla todistus ei ole vaikea.
b. Joukon E C R™ karakteristinen funktio yg : R* — R :

(z) 1, z€eFk
€Tr) =
XE 0, zekEr

on mitallinen jos ja vain jos £ on mitallinen.

Tehtava 5. * Olkoon f : R — R mielivaltainen funktio. Osoita, etta funktio g : R — R :

@, r€Q
9(x) {ex_sjn(x)cos(x), r€eR\Q

on mitallinen.

Opetus: Funktion "muokkaus” méarittelyjoukon nollamittaisessa osajoukossa ei pilaa
mitallisuutta.

Vihje: Keksi g:lle sellainen esitys g = g1 + g2, missa ¢; ja go ovat mitallisia funktiota.
Edellistéd tehtévaa sopii hyddyntéda, samoin Lausetta 2.2.

Tehtdva 6. Olkoon A C R" joukko ja f: A — R funktio. Oletetaan, ettd joukot

Aj={ze€eA: f(x)<q}, ¢€Q

ovat mitallisia. Osoita, ettd A on mitallinen joukko ja f on mitallinen funktio.

Vihje: Lauseesta 2.2 on hyoOytya.

Tehtava 7. * Osoita, ettd monotoninen funktio f : R — R on mitallinen.

Vihje: Lauseesta 2.2 on hyoytyd. Huomaa myos, etté riittda késitelld ei-vahenevé ta-
paus, silla luvulla —1 kertomalla...

Yliméaariinen tieto kiinnostuneille: Itse asiassa monotoninen funktio on ldhes jatkuva;
silla voi olla vain hyppyepajatkuvuuksia, korkeintaan numeroituva méaara.

Flow-viikonlopun kunniaksi tehtévat olivat talla kertaa siind. ®



