Mitta ja integraali — kesa 2015
Harjoitustehtavat 3

Perehdy luentomonisteeseen seuraavasti:

e Kokonaisuus 2: Opiskele kappaleet 1.43 ja 1.51 (s. 35-40)

e Kokonaisuus 3: Opiskele kappale 1.62

Kokonaisuus 1
(Ulkomitta, mitallisuus, mitta)

Tehtdva 1. Olkoon A C R" joukko ja f: A — R kuvaus. Mééritellaan joukot
r={r€eA: flx)>r}, rekR

Osoita: Jos m*(Ap) > 0, on olemassa sellainen r > 0, ettd m*(A4,) > 0.

Vihje: Subadditiivisuus.

Tehtdva 2. Tarkastellaan "keskimmaéisten kolmannesten” Cantor-joukkoa C', joka méé-
ritelldén seuraavasti: Olkoon Iy = [0,1] C R ja I; = [0, 3] U [3,1], eli I; on muodostettu
poistamalla keskimméinen kolmannes (2, %) valisté /. Jatketaan samaan tapaan, eli muo-
dostetaan I, = [0, 3] U [3, 3] U [S, 11U [%, 1] poistamalla molemmista [;:n osavéleisté kes-
kimméiset kolmannekset. Samaa periaatetta noudattaen saadaan muodostettua ilmeisell&

tavalla joukot Iy, 1, I5, . ... Lopuksi méaritelladn joukko
C={reR:xelkaikilla k=0,1,2,...}.

Osoita, ettd C' € LebR ja m(C) = 0.
Tehtava 3. * Olkoon D C R™ mielivaltainen joukko. Osoita:

a. Joukon reuna, 0D, ja sisus, int D, ovat mitallisia joukkoja.

b. Jos m,(0D) = 0, niin D on mitallinen joukko.

Johtopiitos: Jos D on ei-mitallinen, on sen reunan mitan oltava positiivinen' ja D:n Vei-
mitallisen osan” on siséllyttavd D:n reunaan. Tarkemmin sanoen joukon DNAD on oltava
ei-mitallinen, ja silld on siten oltava my6s positiivinen ulkomitta. (Kuitenkin mitallisen
joukon reunalla voi aivan hyvin olla positiivinen mitta.)

ITsmé kielii joukon monimutkaisuudesta; kuvia paperille piirtelemilld voi vakuuttaa itsensé siité,
ettei R? : n osajoukko voi olla kovin yksinkertainen, mikili sen reunapisteiden joukolla on positiivinen
pinta-ala. Yksinkertaisia ei-mitallisia joukkoja ei siis ole.



Tehtévi 4. Olkoot B; C [0, 1], ¢ € N, mitallisia. Oletetaan, etté jokaisella indeksilla patee
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Osoita, etté leikkaus NM;enB; on epatyhja.

Vihje: Tarkastele komplementteja ja kidyta subadditiivisuutta. Tyhjan joukon mitta ei
voi olla positiivinen.

Kokonaisuus 2
(Yleista mittateoriaa)

Tehtava 5. Olkoon X miké tahansa joukko ja A C X. Osoita:

a. P(X) on sigma-algebra
b. {0, A, A°, X} on sigma-algebra.

Tehtéava 6. * Olkoon X miki tahansa joukko ja ', C P(X), a € A, mielivaltainen perhe
sigma-algebroja. (Téssd A on jokin indeksijoukko, mahdollisesti ylinumeroituva.) Osoita:

a. Leikkaus Nyeal's = {A C X : A € T, kaikilla a € A} on sigma-algebra.

b. Jos V C P(X) on joukkoperhe, on olemassa pienin sigma-algebra I', joka sisdltda
perheen V.

Vihje: Pitda siis 10ytaa sellainen sigma-algebra T', ettd (1) V Cc T'ja (2) T C I
jokaisella sigma-algebralla I' D V. Hyodynné tehtdvin edellistéd kohtaa ja tietoa,
ettd P(X) on sigma-algebra.

(I":aa kutsutaan perheen V generoimaksi sigma-algebraksi; esimerkiksi Borelin-sigma
algebra Bor R™ on suljettujen joukkojen generoima sigma-algebra.)

Tehtava 7. Olkoon H?* s-ulotteinen Hausdorffin mitta Euklidisessa avaruudessa R™, missé
s € [0,00) on kiinnitetty. Méaarittele H*-mitalliset joukot.

Kokonaisuus 3
(Mitan jatkuvuus)

Tehtava 8. * Olkoon (X, T, 1) mitta-avaruus, A; € I jokaisella i € N ja

A={r e X :x e A ddrettoman monella indeksilld i € N}.

Osoita, etta
S uA) <00 = p(A)=0.
i=1

Tulkinta: Jos jono p(A;) on summautuva, niin nollamitallista joukkoa lukuun otta-
matta X :n mielivaltainen piste sisdltyy vain dérellisen moneen A;:hin.



