Mitta ja integraali — kesa 2015
Harjoitustehtéavat 1

Perehdy luentomonisteeseen seuraavasti:

e Kokonaisuudet 1-2: Lue esipuhe ja kertaa lukuun 0 kootut esitiedot

e Kokonaisuus 3: Opiskele lukua 1 kappaleen 1.21 alkuun asti (ei mukaan lukien)

Kokonaisuus 1
(Riemann ja Lebesgue tappelivat...)

Seuraavissa tehtavissé tarkastellaan ei-negatiivisia funktioita f : (0,00) — [0, 00). Merkin-
ta (R) fooo f(x) dx tarkoittaa tuttua Riemannin integraalia, "pystypalkkimenettelyn” raja-
arvoa. "Vaakapalkkimenettelyn” raja-arvoa (R) fooo m(f~1[y, 00)) dy kutsutaan Lebesguen
integraaliksi. Téssd m(f [y, 00)) on joukon f~![y, 00) "mitta” (pituuden yleistys).

Tehtéava 1. Laske funktion f : (0,00) — [0, 00) :

fx) =

V2 0<az <1,
0, z>1

Lebesguen integraali kilyttden hyodyksesi tietoa, ettd vélin I C R mitta, m(7), on kyseisen

valin pituus. Vertaa lopulta saamaasi tulosta Riemannin integraaliin.

Tehtdva 2. Madritelldén funktio f : (0, 00) — [0, 00) :

fla) = {1, z€(0,11NQ

0, muutoin

joka saa nollasta poikkeavan arvon vain vilin (0, 1] rationaalisissa pisteissd. Osoita, ettei
funktion f Riemannin integraali ole méaritelty. Mutta Lebesguen integraalipa on mééri-
telty! Laske se hytdyntéen tietoa, ettd joukon (0,1] N Q mitta m((0,1] N Q) = 0 (tAmé&
todistetaan my6hemmin kurssilla).

Syy tdmén tehtdvian havaintoihin on se, etté rationaalilukuja on "vah&n”, vain numeroi-
tuva maéra, joista Lebesguen integraali ei lainkaan vilitd, kun taas Riemannin integraalin
méaarittelyssa ajauduttiin ongelmiin.

Opetus: Lebesquen integraali antoi saman tuloksen kuin Riemannin integraali, kun jal-
kimmdinen oli mddritelty. Lisdksi Lebesquen integraali saattaa olla mdadritelty vaikkei
Riemannin integraali olisi. Kyseessd ei ole sattuma, kuten mydhemmin opimme, vaan
paremman integroimisteorian alku.



Kokonaisuus 2
(Joukko-oppia)

Tehtava 3. Olkoon {V, : a € A} X:n joukkoperhe ja B C X. Osoita:

a. (Na V)¢ = Uy VE

b. BU (NaVa) = Na(BUV,)

Tehtava 4. * Olkoon f : X — Y kuvaus, missd X ja Y ovat epatyhjia joukkoja. Olkoon
{W3: 8 € B} Y:n joukkoperhe ja B C Y. Osoita:

a. fTH(UgWp) = Upf~ ' Wy
b. f7HNWp) = Naf ='W
c. f7H(B%)=(f"B)F

Voimme siis todeta, ettd alkuvat ja joukko-opilliset operaatiot kunnioittavat toisiaan.
On syytd muistaa, ettd sama ei pade joukkojen kuville: vaikka esimerkiksi f(U,V,) =
Ua f(Va), niin yleisesti vain f(NaV,) C Naf(Va); yhtésuuruus ei vélttdmétta toteudu.

Tehtéava 5. Osoita, ettd potenssijoukko P(N) on ylinumeroituva, eli luonnollisten luku-
jen osajoukkoja on ylinumeroituva méérd. (Numeroituvalla ddrettomaélld joukolla on siis
ylinumeroituva mééréa osajoukkoja.)

Vihje: Huomaa, etté jokainen osajoukko A C N voidaan esittda yksikésitteisesti jonona
(a1, as,as,...) € {0,1}, missi a, = 1 josn € Ajaa, =0josn ¢ A. Kiintien, jokainen
jono (a1, as,as,...) € {0, 1} ykkosid ja nollia vastaa yksikisitteisti osajoukkoa A C N.
Riittaa siis osoittaa, etta ykkosista ja nollista koostuvia jonoja on ylinumeroituva maara,
joka onnistuu matkimalla Esimerkin 0.19 lavistdjaargumenttia.

Tehtava 6. * Olkoon I indeksijoukko ja a; > 0 jokaisella i € I. Oletetaan lisdksi, etta

Zai = sup Zaj < 00.

iel J C I aarellinen jed

Osoita, ettd I on numeroituva joukko.

Vihje: Tarkastele indeksijoukkoja J, = {i € I : a; > 1}, k € N.



Kokonaisuus 3
(Lebesguen ulkomitta)

Tehtdva 7.

a. Olkoon a € R™. Osoita Lebesguen ulkomitan méadritelméé kiyttéen, etta yksion {a}
ulkomitta on 0.

b. Olkoon A C R"™ numeroituva joukko. Osoita subadditiivisuuden avulla, ettd joukon
A ulkomitta on 0.

Vihje: Mielivaltaisen joukon voi esittdd yksididen yhdisteena.
(Huomio: Tehtdvén ratkaisu onnistuisi my6s matkimalla Esimerkkia 1.6.)

Tehtava 8. *

a. Olkoon a € R. Osoita, ettd joukon {a} x R = {(a,z) : z € R} C R? ulkomitta on 0.

b. Osoita, ettd joukon Q x R C R? ulkomitta on 0.

Tehtava 9. Osoita, ettd Lebesguen ulkomitta on translaatioinvariantti. Toisin sanoen,
kaikille joukoille A C R™ ja pisteille z € R™ pétee

my, (A + ) =my,(A),

missd A+z={a+z:a€ A} CR"



