Mitta ja Integraali
Kesa 2015
Harjoitus 3

Lue monistetta sivulle 60 asti.

Harjoitusta mittateoriaan.
Tehtava 1 Olkoon joukot A, C R™, o € A, mitallisia ja erillisid. Oletetaan,
ettdi m(Aqy) > 0 kaikilla o € A. Osoita, ettd indeksijoukko A on numeroituva.

(Eli sanoin: R™:std voi valita korkeintaa numeroituvan monta erillistd posi-
tiivimittaista joukkoa.)

Tehtdvd 2 Olkoon f : R™ — R mitallinen. Osoita, etti joukko {x : m(f~*(z)) >
0} on numeroituva.

Kappale 2.3. Mitallinen kuvaus.

Tehtévd 3 Osoita, etti joukko {(z,y) € R? : 2 > 1, 0 < yz? < 1} on mitalli-
nen.

Tehtidva 4 *

A) Olkoon funktiot f, : R™ — R mitallisia. Osoita, ettd joukko

{J} : fn-&-l(x) > fn(x)}’
on mitallinen kaikilla n € N.

B) Osoita, etti joukko
{z : lukujono (fn(2))520on kasvava.},

on mitallinen.

Luku 3. Lebesguen integraali.

Tehtdva 5 * Anna esimerkki funktiojonosta f, : [a,b] = R, n € N siten, ettd
funktiot f, ovat Riemann-integroituvia, kaikilla x € [a,b] on olemassa raja-arvo
lim, 00 fnu(x) := f(x), mutta rajafunktio f ei ole Riemann-integroituva.
(Tdmd piirre, ettd Riemann-integroituvuus ei sdily pisteittdisissd rajoissa, on
Riemann-integraalin suurin puute—ei niinkddn se, ettd silld ei voi integroida
"monimutkaisempia fuktioita”.)

Tehtévd 6 Olkoon ¢ yksinkertainen, eli silli on esitys p =Y p_; X A,, MiSSG
Ay, ovat mitallisia joukkoja ja ap, > 0 (joten @ on mitallinen funktio). Joukot Ay
etdt valttamdattd ole erillisid. Osoita, ettd p:1ld on myds esitys p = Zgzl bixs;,
missi B; ovat erillisid. Tdtd kutsutaan normaaliesitykseksi.



Tehtéva 7 Lue Lause 8.80. Olkoon f : R™ — [0, 00] mitallinen. Osoita, ettd
“graafijoukko”

G(f) = {(z,y) e R" x [0,00) : 0 <y < f()},
on My41-mitallinen.
Tehtdva 8 * Olkoon f : E — R mitallinen, f >0, ja [ [ < oco. Osoita, etti
m({z € E: f(z) =00}) =0.

(Viitteen voi myds ilmaista ndin: f(x) < oo melkein kaikilla x € E.)



